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1 Without Mean Field approximation

Задана выборка:
D = {xi}i=1...m

Задана модель:
p (x, z|θ) = p (z|x, θ) p (x|θ) (1)

Параметр θ ищется из условия:
p (x|θ)→ max

θ
(2)

Рассмотрим следующий функционал:

L (q, θ) = log p (x|θ)−DKL (q (z) ||p (z|x, θ)) (3)

Заменим оптимизируемый функционал 2 на функционал 3:

L (q, θ) = log p (x|θ)−DKL (q (z) ||p (z|x, θ))→ max
q∈Q,θ

(4)

Функционал 4 оптимизируется при помощи ЕМ-алгоритма.

EM-algorithm Итерируемся до сходимости:

1. E-step:
qt (z) = argmax

q∈Q
L
(
q, θt−1

)
2. M-step:

θt = argmax
θ
L
(
qt, θ

)
2 With Mean Field approximation

Пусть для вариационного распределения q (z) выполняется следующее:

q (z) =
d∏
i=1

qi (zi) (5)

Найдем L (q, θ) используя 5:

L (q, θ) = log p (x|θ)−DKL (q (z) ||p (z|x, θ)) =

= log p (x|θ)−DKL

(
d∏
i=1

qi (zi) ||p (z|x, θ)

)
=

= log p (x|θ)−
∫ ∏

qi (zi) log

∏
qi (zi)

p (z|x, θ)
dz

(6)

Минимизируем L (q, θ) по qk (zk):

L (q, θ) =qk log p (x|θ)−
∫ ∏

qi (zi) log

∏
qi (zi)

p (z|x, θ)
dz =

= −
∫ ∏

qi (zi) log

∏
qi (zi)

p (x, z|θ)
dz
∫
→ max

qk
,

(7)

где =qk обозначает, что в текущий момент выполняется максимизация по k-й переменной и сле-
довательно все остальные параметры являются константой относительно qk поэтому мы эту кон-
станту занулям, так-как она нам не интересна.
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L (q, θ) =qk −
∫ ∏

qi (zi) log

∏
qi (zi)

p (x, z|θ)
dz =qk

=qk −
d∑
i=1

∫ d∏
i=1

qi (zi) log qi (zi) dz +

∫ d∏
i=1

qi (zi) log p (x, z|θ) dz =

=qk −
∫ d∏

i=1

qi (zi) log qk (zk) dz +

∫ d∏
i=1

qi (zi) log p (z|x) dz +���const =

= −
∫
qk (zk)

log qk (zk)− ∫ d∏
i 6=k

qk (zk) log p (x, z|θ) dz/k

 dzk =
=qk −

∫
qk (zk) log

qk (zk)

exp
(
E/k log p (x, z|θ)

)

(8)

Получаем решение Е-шага в случае Mean-Field апроксимации:

log qtk (zk) ∝ Eq/qk log p
(
x, z|θt−1

)
(9)

Теперь минимизируем L (q, θ) по θ:

L (q, θ) =θ log p (x|θ)−
∫ ∏

qi (zi) log

∏
qi (zi)

p (z|x, θ)
dz =

= −
∫ ∏

qi (zi) log

∏
qi (zi)

p (x, z|θ)
dz
∫
→ max

θ
,

(10)

где =θ обозначает, что в текущий момент выполняется максимизация по переменной θ.

L (q, θ) =θ −
∫ ∏

qi (zi) log

∏
qi (zi)

p (x, z|θ)
dz =

=θ

∫
q (z) log p (x, z|θ) dz = Eq log p (x, z|θ)

(11)

Получаем решение М-шага в случае Mean-Field апроксимации:

Eqt log p (x, z|θ)→ max
θ

(12)

EM-algorithm Итерируемся до сходимости:

1. E-step:
log qtk (zk) ∝ Eq/qk log p

(
x, z|θt−1

)
2. M-step:

Eqt log p (x, z|θ)→ max
θ
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