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Ââåäåíèå

Ïðåäìåò èññëåäîâàíèÿ �

íåêîòîðûå NP-òðóäíûå â ñèëüíîì ñìûñëå çàäà÷è ðàçáèåíèÿ
ìíîæåñòâà è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Öåëü èññëåäîâàíèÿ �

îáîñíîâàíèå âïîëíå ïîëèíîìèàëüíîé ïðèáëèæ¼ííîé ñõåìû (FPTAS)
äëÿ ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àåâ ýòèõ çàäà÷ (êîãäà ðàçìåðíîñòü
ïðîñòðàíñòâà ôèêñèðîâàíà).

Ìîòèâàöèÿ èññëåäîâàíèÿ:

1) îòñóòñòâèå FPTAS äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ ýòèõ çàäà÷ (åñëè P 6= NP);
2) ïîèñê ïîäêëàññîâ çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ òàêàÿ ñõåìà ñóùåñòâóåò.
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Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è (ðàçáèåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè)

Minimum Sum-of-Squares Clustering problem on sequence with given
center of one cluster and cluster cardinalities

Äàíî: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Y = (y1, . . . , yN) òî÷åê èç Rq,
íàòóðàëüíûå ÷èñëà Tmin, Tmax è M > 1.

Íàéòè: ïîäìíîæåñòâîM = {n1, . . . , nM} ⊆ N íîìåðîâ ýëåìåíòîâ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Y òàêîå, ÷òî

F (M) =
∑
j∈M

‖yj − y(M)‖2 +
∑

i∈N\M

‖yi‖2 → min,

ãäå y(M) = 1

|M|
∑
i∈M

yi , ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

1 ≤ Tmin ≤ nm − nm−1 ≤ Tmax ≤ N, m = 2, . . . ,M,

íà ýëåìåíòû èñêîìîãî íàáîðàM.

Äàëåå äëÿ êðàòêîñòè ýòó çàäà÷ó áóäåì íàçûâàòü çàäà÷åé 1.
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Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è (ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà)

Minimum Sum-of-Squares Clustering problem with given center of one
cluster and cluster cardinalities

Äàíî: ìíîæåñòâî Y = (y1, . . . , yN) òî÷åê èç Rq è íàòóðàëüíîå ÷èñëî
M > 1.

Íàéòè: ïîäìíîæåñòâî C ⊆ Y ìîùíîñòè M òàêîå, ÷òî

S(C) =
∑
y∈C
‖y − y(C)‖2 +

∑
y∈Y\C

‖y‖2 → min,

ãäå y(C) = 1

|C|
∑
i∈C

y � öåíòðîèä êëàñòåðà C.

Äàëåå äëÿ êðàòêîñòè ýòó çàäà÷ó áóäåì íàçûâàòü çàäà÷åé 2.
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Ñîäåðæàòåëüíàÿ òðàêòîâêà

Îáëàñòè ïðèëîæåíèé (èñòîêè çàäà÷)

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà, òåîðèÿ ïðèáëèæåíèÿ, êîìáèíàòîðíàÿ
ãåîìåòðèÿ, àíàëèç äàííûõ è ðàñïîçíàâàíèå îáðàçîâ.

Ñîäåðæàòåëüíàÿ ïðîáëåìà èç îáëàñòè àíàëèçà äàííûõ (Çàäà÷à 1)

Èìååòñÿ òàáëèöà, ñîäåðæàùàÿ óïîðÿäî÷åííûå ïî âðåìåíè

ðåçóëüòàòû ìíîãîêðàòíûõ èçìåðåíèé íàáîðà ÷èñëîâûõ
èíôîðìàöèîííî çíà÷èìûõ õàðàêòåðèñòèê íåêîòîðîãî îáúåêòà,
êîòîðûé ìîæåò íàõîäèòüñÿ äâóõ ñîñòîÿíèÿõ: ïàññèâíîì è
àêòèâíîì.
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Ñîäåðæàòåëüíàÿ òðàêòîâêà

Ñîäåðæàòåëüíàÿ ïðîáëåìà èç îáëàñòè àíàëèçà äàííûõ (Çàäà÷à 1)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî:

1) â ïàññèâíîì ñîñòîÿíèè âñå ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè èç íàáîðà
ðàâíû íóëþ, à â ëþáîì àêòèâíîì � çíà÷åíèå õîòÿ áû îäíîé
õàðàêòåðèñòèêè íå ðàâíî íóëþ;

2) â êàæäîì ðåçóëüòàòå èçìåðåíèÿ, ïðåäñòàâëåííîì â òàáëèöå,
èìååòñÿ îøèáêà;

3) ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíòîâ òàáëèöû êàêîìó-ëèáî ñîñòîÿíèþ îáúåêòà
íåèçâåñòíî;

4) âðåìåííîé èíòåðâàë ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè àêòèâíûìè
ñîñòîÿíèÿìè îáúåêòà îãðàíè÷åí ñâåðõó è ñíèçó íåêîòîðûìè
êîíñòàíòàìè.
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Ñîäåðæàòåëüíàÿ òðàêòîâêà

Ñîäåðæàòåëüíàÿ ïðîáëåìà èç îáëàñòè àíàëèçà äàííûõ (Çàäà÷à 1)

Òðåáóåòñÿ:

1) ðàçáèòü òàáëèöó íà ïîäìíîæåñòâà íàáîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ
ïàññèâíîìó è àêòèâíîìó ñîñòîÿíèÿì îáúåêòà, èñïîëüçóÿ êðèòåðèé
ìèíèìóìà ñóììû êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèé;

2) îöåíèòü ïî ðåçóëüòàòàì èçìåðåíèÿ íàáîðû õàðàêòåðèñòèê îáúåêòà
â àêòèâíîì ñîñòîÿíèè (ó÷èòûâàÿ, ÷òî äàííûå ñîäåðæàò îøèáêó
èçìåðåíèÿ).

Çàìå÷àíèå

Êðèòåðèé ìèíèìóìà ñóììû êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèé îáóñëîâëåí
îïòèìèçàöèîííîé (àïïðîêñèìàöèîííîé) ìîäåëüþ ïîìåõîóñòîé÷èâîãî
àíàëèçà äàííûõ.
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Ñîäåðæàòåëüíàÿ òðàêòîâêà

Ïðèìåð

1000 ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé õàðàêòåðèñòèê îáúåêòà, èçîáðàæ¼ííûå
íà ïëîñêîñòè è â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
100 ðàç áûëè èçìåðåíû õàðàêòåðèñòèêè îáúåêòà â àêòèâíîì
ñîñòîÿíèè è 900 � â ïàññèâíîì.
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Èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû

Èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû (Çàäà÷à 1)

1. Çàäà÷à NP-òðóäíà â ñèëüíîì ñìûñëå. Ïîýòîìó äëÿ ýòîé çàäà÷è íå
ñóùåñòâóåò íè òî÷íîãî ïîëèíîìèàëüíîãî, íè òî÷íîãî
ïñåâäîïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìîâ, åñëè P6=NP (Êåëüìàíîâ,
Ïÿòêèí, 2013).

2. Ïàðàìåòðè÷åñêèé âàðèàíò çàäà÷è 1 (êîãäà Tmin,Tmax �
ïàðàìåòðû) (Êåëüìàíîâ, Ïÿòêèí, 2013):
(1) NP-òðóäíà â ñèëüíîì ñìûñëå, êîãäà Tmin < Tmax;
(2) ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ïðè Tmin = Tmax.

3. Ïðåäëîæåí 2-ïðèáëèæ¼ííûé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì,
âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü êîòîðîãî åñòü âåëè÷èíà O(N2(MN + q))
(Êåëüìàíîâ, Õàìèäóëëèí, 2013).

4. Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà êîìïîíåíòû òî÷åê öåëî÷èñëåííû, à
ðàçìåðíîñòü q ïðîñòðàíñòâà ôèêñèðîâàíà, îáîñíîâàí òî÷íûé
ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, êîòîðûé íàõîäèò ðåøåíèå çàäà÷è
çà âðåìÿ O(MN2(MD)q) (Êåëüìàíîâ, Õàìèäóëëèí, Õàíäååâ, 2015).
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Èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû

Èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû (Çàäà÷à 2)

1. Çàäà÷à NP-òðóäíà â ñèëüíîì ñìûñëå (Êåëüìàíîâ À. Â.,
Ïÿòêèí À. Â. 2008).

2. 2-ïðèáëèæ¼ííûé àëãîðèòì ñ âðåìåííîé ñëîæíîñòüþ O(qN2)
(Äîëãóøåâ À. Â., Êåëüìàíîâ À. Â. 2011).

3. Ñõåìà PTAS, âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü êîòîðîé O(qN2/ε+1(9/ε)3/ε),
ãäå ε � îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü (Äîëãóøåâ À. Â.,
Êåëüìàíîâ À. Â., Øåíìàéåð Â. Â. 2012).

4. Ðàíäîìèçèðîâàííûé àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé äëÿ óñòàíîâëåííîãî
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ïðè ôèêñèðîâàííûõ ε è γ íàõîäèòü
(1+ ε)-ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå ñ âåðîÿòíîñòüþ 1-γ çà âðåìÿ O(qN)
(Êåëüìàíîâ À. Â., Õàíäååâ Â.È. 2013);
íàéäåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ àëãîðèòì àñèìïòîòè÷åñêè òî÷åí è
èìååò âðåìåííóþ ñëîæíîñòü O(qN2) (Êåëüìàíîâ À. Â., Õàíäååâ Â.È.
2014).
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Èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû

Èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû (Çàäà÷à 2)

5. Óñòàíîâëåíî, ÷òî çàäà÷à ðàçðåøèìà çà âðåìÿ O(q2N2q),
ïîëèíîìèàëüíîå â ñëó÷àå, êîãäà ðàçìåðíîñòü q ïðîñòðàíñòâà
ôèêñèðîâàíà;
ïðåäëîæåí òî÷íûé ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì äëÿ ñëó÷àÿ,
êîãäà êîìïîíåíòû âåêòîðîâ öåëî÷èñëåííû, à ðàçìåðíîñòü
ïðîñòðàíñòâà ôèêñèðîâàíà; âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà åñòü
âåëè÷èíà O(N(MD)q); çäåñü D � ìàêñèìàëüíîå àáñîëþòíîå
çíà÷åíèå êîîðäèíàò âåêòîðîâ âõîäíîãî ìíîæåñòâà (Êåëüìàíîâ,
Õàíäååâ, 2014).
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Íîâûå ðåçóëüòàòû

Íîâûé ðåçóëüòàò íàñòîÿùåé ðàáîòû (Çàäà÷à 1)

Ïðåäëîæåí ïðèáëèæ¼ííûé àëãîðèòì, èìåþùèé âðåìåííóþ

ñëîæíîñòü O(N2(M(Tmax − Tmin + 1) + q)(
√

2q
ε + 1)q), ãäå ε �

îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü; â ñëó÷àå ôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè
ïðîñòðàíñòâà àëãîðèòì èìååò òðóäî¼ìêîñòü O(MN3(1/ε)q/2) è
ðåàëèçóåò ñõåìó FPTAS.

Íîâûé ðåçóëüòàò íàñòîÿùåé ðàáîòû (Çàäà÷à 2)

Ïðåäëîæåí ïðèáëèæ¼ííûé àëãîðèòì, èìåþùèé âðåìåííóþ

ñëîæíîñòü O(qN2(
√

2q
ε + 1)q), ãäå ε � îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü; â

ñëó÷àå ôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà àëãîðèòì èìååò
òðóäî¼ìêîñòü O(N2(1/ε)q/2) è ðåàëèçóåò ñõåìó FPTAS.
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Çàäà÷à 1. Ñóòü ïîäõîäà

Ñóòü ïîäõîäà ê àëãîðèòìè÷åñêîìó ðåøåíèþ

1. Äëÿ êàæäîé òî÷êè âõîäíîãî ìíîæåñòâà ñòðîèòñÿ îáëàñòü (êóá)
òàê, ÷òî îäíà èç ýòèõ îáëàñòåé ãàðàíòèðîâàíî âêëþ÷àåò öåíòð
èñêîìîãî ïîäìíîæåñòâà.

2. Ïî çàäàííîé íà âõîäå æåëàåìîé îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè
ðåøåíèÿ ñòðîèòñÿ ñåòêà (ðåø¼òêà), äèñêðåòèçèðóþùàÿ êóá ñ
ðàâíîìåðíûì ïî âñåì êîîðäèíàòàì øàãîì.

3. Äëÿ êàæäîãî óçëà ðåø¼òêè ñ ïîìîùüþ ñõåìû äèíàìè÷åñêîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ ðåøàåòñÿ çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè âñïîìîãàòåëüíîé
öåëåâîé ôóíêöèè è ñòðîèòñÿ íàáîð íîìåðîâ ýëåìåíòîâ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, äîñòàâëÿþùèé ìàêñèìóì ýòîé ôóíêöèè.
Ñôîðìèðîâàííûé íàáîð îáúÿâëÿåòñÿ ïðåòåíäåíòîì íà ðåøåíèå.

4. Â êà÷åñòâå îêîí÷àòåëüíîãî ðåøåíèÿ âûáèðàåòñÿ òî
ïîäìíîæåñòâî-ïðåòåíäåíò, êîòîðîå äîñòàâëÿåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå
öåëåâîé ôóíêöèè.
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Âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à

Ïîëîæèì
Q(M, x) =

∑
n∈M

‖yn − x‖2 +
∑

n∈N\M

‖yn‖2, (1)

ãäåM⊆ N , x ∈ Rq, à yn � ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Y.

Ëåììà 1

1. Ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì ïîäìíîæåñòâåM⊆ N ìèíèìóì
öåëåâëé ôóíêöèè (1) äîñòàâëÿåòñÿ òî÷êîé x = y(M) è ðàâåí F (M).

2. Ïðè ëþáîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êå x ∈ Rq ìèíèìóì öåëåâîé
ôóíêöèè (1) äîñòèãàåòñÿ íà íàáîðå ýëåìåíòîâ, äëÿ êîòîðûõ ñóììà
ïðîåêöèé íà ëó÷ èç íà÷àëà êîîðäèíàò â òî÷êó x ìàêñèìàëüíà.
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Âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êè x ∈ Rq ïîëîæèì

g x(n) = 〈yn, x〉, n ∈ N ,

ãäå yn � n-é ýëåìåíò âõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Y, è

G x(M) =
∑
n∈M

g x(n), M⊆ N . (2)

Çàäà÷à 3

Äàíî: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Y = (y1, . . . , yN) òî÷åê èç Rq, òî÷êà
x ∈ Rq, íàòóðàëüíûå ÷èñëà Tmin, Tmax è M > 1.
Íàéòè: ïîäìíîæåñòâîM = {n1, . . . , nM} ⊆ N íîìåðîâ ýëåìåíòîâ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Y, äîñòàâëÿþùåå ìàêñèìóì öåëåâîé ôóíêöèè
(2) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

1 ≤ Tmin ≤ nm − nm−1 ≤ Tmax ≤ N, m = 2, . . . ,M.

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è îáîñíîâàíà ñëåäóþùàÿ ñõåìà
äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
Êåëüìàíîâ À.Â., Õàìèäóëëèí Ñ. À., Õàíäååâ Â.È. FPTAS äëÿ çàäà÷ 2-êëàñòåðèçàöèè 15 / 28



Âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ

Ëåììà 2

Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî M > 1 òàêîãî, ÷òî (M − 1)Tmin ≤ N − 1, è
äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x ∈ Rq îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå
G x
max = maxM G x(M) öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷è 3 íàõîäèòñÿ ïî

ôîðìóëå
G x
max = max

n∈ωM
G x
M(n), (3)

à çíà÷åíèÿ ôóíêöèè G x
M(n), n ∈ ωM , âû÷èñëÿþòñÿ ïî ñëåäóþùèì

ðåêóððåíòíûì ôîðìóëàì

G x
m(n) =


g x(n), åñëè n ∈ ω1,

m = 1;
g x(n) + max

j∈γ−
m−1(n)

G x
m−1(j), åñëè n ∈ ωm,

m = 2, . . . ,M,

(4)

ãäå ìíîæåñòâà ωm è γ−m−1(n) çàäàþòñÿ ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè:

Êåëüìàíîâ À.Â., Õàìèäóëëèí Ñ. À., Õàíäååâ Â.È. FPTAS äëÿ çàäà÷ 2-êëàñòåðèçàöèè 16 / 28



Âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ

Ëåììà 2

ωm =
{
n | 1+ (m − 1)Tmin ≤ n ≤ N − (M −m)Tmin

}
,m = 1, . . . ,M,

γ−m−1(n) =
{
j | max{1+ (m − 2)Tmin, n − Tmax} ≤ j ≤ n − Tmin

}
,

n ∈ ωm, m = 2, . . . ,M.

Ñëåäñòâèå 1

Ýëåìåíòû nx
1
, . . . , nxM îïòèìàëüíîãî íàáîðàMx = argmaxM G x(M)

íàõîäÿòñÿ ïî ñëåäóþùèì ðåêóððåíòíûì ôîðìóëàì:

nxM = arg max
n∈ωM

G x
M(n), (5)

nxm−1 = arg max
n∈γ−

m (nx
m
)
G x
m(n), m = M,M − 1, . . . , 2. (6)
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Âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ

Àëãîðèòì A
Âõîäàìè àëãîðèòìà ÿâëÿþòñÿ Y, x , Tmin, Tmax è M.
Øàã 1. Âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ g x(n), n ∈ N .
Øàã 2. Èñïîëüçóÿ ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû (4), âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ
G x
m(n) äëÿ êàæäîãî n ∈ ωm è m = 1, . . . ,M.

Øàã 3. Íàéä¼ì çíà÷åíèå G x
max ìàêñèìóìà öåëåâîé ôóíêöèè G x ïî

ôîðìóëå (3) è îïòèìàëüíûé íàáîðMx = (nx
1
, . . . , nxM) ïî ôîðìóëàì

(5), (6); âûõîä.

Òåîðåìà 1

Àëãîðèòì A íàõîäèò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è 3 çà âðåìÿ
O(N(M(Tmax − Tmin + 1) + q)).

Çàìå÷àíèå

Â îöåíêå âðåìåííîé ñëîæíîñòè àëãîðèòìà A ìíîæèòåëü
(Tmax−Tmin+ 1) íå ïðåâîñõîäèò N. Ïîýòîìó àëãîðèòì ïîëèíîìèàëåí
ïî N è ïî q, à åãî ñëîæíîñòü ìîæíî îöåíèòü êàê O(N(MN + q)).
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Çàäà÷à 1. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ

Ëåììà 3

ÏóñòüM∗ � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è 1, x ∈ Rq � ïðîèçâîëüíàÿ
òî÷êà,Mx � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è 3, à
t = argminy∈{yi | i∈M∗} ‖y − y(M∗)‖ � òî÷êà èç ìíîæåñòâà
{yi | i ∈M∗}, áëèæàéøàÿ ê öåíòðîèäó ýòîãî ìíîæåñòâà.

Òîãäà äëÿ òîãî ÷òîáû ïðè ôèêñèðîâàííîì ε > 0 ìíîæåñòâîMx

áûëî (1+ ε)-ïðèáëèæ¼ííûì ðåøåíèåì çàäà÷è 1, äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
òî÷êà x óäîâëåòâîðÿëà íåðàâåíñòâó

‖x − y(M∗)‖2 ≤ ε

2M
F (Mt), (7)

ãäåMt � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è 3 ïðè x = t.

Çàìå÷àíèå

Ëåììà 3 ïîêàçûâàåò, íàñêîëüêî áëèçêî äîëæíà áûòü òî÷êà x ê
îïòèìàëüíîìó öåíòðîèäó, ÷òîáû óñëîâíî-îïòèìàëüíîå ðåøåíèåMx

ãàðàíòèðîâàëî ïîëó÷åíèå (1+ ε)-ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è 1.
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Çàäà÷à 1. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ

Ëåììà 4

ÏóñòüM∗ � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è 1, à
t = argminy∈{yi | i∈M∗} ‖y − y(M∗)‖ � òî÷êà èç ìíîæåñòâà
{yi | i ∈M∗}, áëèæàéøàÿ ê öåíòðîèäó ýòîãî ìíîæåñòâà.

Òîãäà äëÿ òî÷êè t = argminy∈{yi | i∈M∗} ‖y − y(M∗)‖ ñïðàâåäëèâà
îöåíêà

‖t − y(M∗)‖2 ≤ 1

M
F (Mt), (8)

ãäåMt � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è 3 ïðè x = t.

Çàìå÷àíèå

Ëåììà 4 äà¼ò îöåíêó ñâåðõó íà ðàññòîÿíèå îò îïòèìàëüíîãî
öåíòðîèäà äî áëèæàéøåé ê íåìó òî÷êè èç âõîäíîãî ìíîæåñòâà.
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Çàäà÷à 1. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè y ∈ Rq è ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë h, H
îïðåäåëèì ìíîæåñòâî òî÷åê

D(y , h,H) = {d | d = y+h(j1, . . . , jq), ji ∈ Z, |h · ji | ≤ H, i = 1, . . . , q}.

Çàìå÷àíèÿ

1. Èìååò ìåñòî îöåíêà

|D(y , h,H)| ≤ (2bH
h
c+ 1)q ≤ (2

H

h
+ 1)q.

2. Äëÿ ëþáîãî x ∈ Rq òàêîãî, ÷òî ‖y − x‖ ≤ H, ðàññòîÿíèå äî

áëèæàéøåé òî÷êè èç ìíîæåñòâà D(y , h,H) íå ïðåâîñõîäèò
h
√
q

2
.

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ε > 0 è y ∈ Y ïîëîæèì

h =

√
2ε

qM
F (My ), H =

√
1

M
F (My ).
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Çàäà÷à 1. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ

Àëãîðèòì A1

Âõîä àëãîðèòìà: ìíîæåñòâî Y, ÷èñëà Tmin, Tmax, M è ε.

Äëÿ êàæäîé òî÷êè y ∈ Y âûïîëíèì øàãè 1�5.

Øàã 1. Ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà A íàéä¼ì îïòèìàëüíîå ðåøåíèåMy

çàäà÷è 3 ïðè x = y .

Øàã 2. Âû÷èñëèì F (My ), h è H.

Øàã 3. Åñëè F (My ) = 0, òî ìíîæåñòâîMy îáúÿâèì ðåçóëüòàòîì
ðàáîòû àëãîðèòìà; âûõîä. Èíà÷å ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó øàãó.

Øàã 4. Ïîñòðîèì ðåø¼òêó D(y , h,H).

Øàã 5. Äëÿ êàæäîé òî÷êè d ðåø¼òêè D(y , h,H) ïîñòðîèì
îïòèìàëüíîå ðåøåíèåMd çàäà÷è 3 ïðè x = d ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà
A è âû÷èñëèì çíà÷åíèå F (Md).

Øàã 6. Â ñåìåéñòâå {Md | d ∈ D(y , h,H), y ∈ Y} ìíîæåñòâ â
êà÷åñòâå ðåøåíèÿ âûáåðåì òî ìíîæåñòâîMd , äëÿ êîòîðîãî çíà÷åíèå
F (Md) ìèíèìàëüíî.

Âûõîä.
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Çàäà÷à 1. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ

Òåîðåìà 2

Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî ε > 0 àëãîðèòì A1 íàõîäèò
(1+ ε)-ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå çàäà÷è 1 çà âðåìÿ

O(N2(M(Tmax − Tmin + 1) + q)(
√

2q
ε + 1)q).

Çàìå÷àíèå

Åñëè ðàçìåðíîñòü q ïðîñòðàíñòâà ôèêñèðîâàíà, òî òðóäî¼ìêîñòü

O(N2(M(Tmax − Tmin + 1) + q)(
√

2q
ε + 1)q) àëãîðèòìà îöåíèâàåòñÿ

âåëè÷èíîé O(MN3(1/ε)q/2), òàê êàê

(

√
2q

ε
+ 1)q ≤ 2q(

√
2q

ε
)q = 23q/2qq/2(1/ε)q/2 = O((1/ε)q/2).

Òàêèì îáðàçîì, â óêàçàííîì ñëó÷àå àëãîðèòì A1 ðåàëèçóåò ñõåìó
FPTAS.
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Çàäà÷à 2. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè y ∈ Y îáîçíà÷èì ÷åðåç Cx ìíîæåñòâî èç M
ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Y, èìåþùèõ íàèáîëüøèå ïðîåêöèè íà ëó÷ èç
íà÷àëà êîîðäèíàò â òî÷êó x .

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ε > 0 è y ∈ Y ïîëîæèì

h =

√
2ε

qM
S(Cy ), H =

√
1

M
S(Cy ).
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Çàäà÷à 2. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ

Àëãîðèòì A2

Âõîä àëãîðèòìà: ìíîæåñòâî Y, ÷èñëà M è ε.

Äëÿ êàæäîãî âåêòîðà y ∈ Y âûïîëíèì øàãè 1�5.

Øàã 1. Ïîñòðîèì ìíîæåñòâî Cy .

Øàã 2. Âû÷èñëèì S(Cy ), h è H .

Øàã 3. Åñëè S(Cy ) = 0, òî ìíîæåñòâî Cy îáúÿâèì ðåçóëüòàòîì
ðàáîòû àëãîðèòìà. Èíà÷å ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó øàãó.

Øàã 4. Ïîñòðîèì ìíîæåñòâî D(y , h,H).

Øàã 5. Äëÿ êàæäîãî âåêòîðà d ∈ D(y , h,H) ïîñòðîèì ìíîæåñòâî Cd
è âû÷èñëèì çíà÷åíèå S(Cd).

Øàã 6. Â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ âûáåðåì ìíîæåñòâî Cd , äëÿ êîòîðîãî
çíà÷åíèå S(Cd) ìèíèìàëüíî.

Âûõîä.
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Çàäà÷à 2. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ

Òåîðåìà 3

Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî ε > 0 àëãîðèòì A2 íàõîäèò

(1+ ε)-ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå çàäà÷è 2 çà âðåìÿ O(qN2(
√

2q
ε + 1)q).

Çàìå÷àíèå

Åñëè ðàçìåðíîñòü q ïðîñòðàíñòâà ôèêñèðîâàíà, òî òðóäî¼ìêîñòü

O(qN2(
√

2q
ε + 1)q) àëãîðèòìà îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé O(N2(1/ε)q/2),

òàê êàê

(

√
2q

ε
+ 1)q = (2q)q/2(

1√
ε
+

1√
2q

)q ≤ (2q)q/22q(
1√
ε
)q

= 23q/2qq/2(1/ε)q/2 = O((1/ε)q/2).

Òàêèì îáðàçîì, â óêàçàííîì ñëó÷àå àëãîðèòì A2 ðåàëèçóåò ñõåìó
FPTAS.
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Çàêëþ÷åíèå

Îáîñíîâàíà ñõåìà FPTAS äëÿ ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àåâ NP-òðóäíûõ â
ñèëüíîì ñìûñëå çàäà÷ ðàçáèåíèÿ êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è
êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà òî÷åê åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà íà äâà êëàñòåðà.

Ðàññìîòðåííûé ñëó÷àé çàäà÷, ïðåäïîëàãàþùèé ôèêñèðîâàííîñòü
ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà, àêòóàëåí äëÿ ìíîãèõ ïðèëîæåíèé, â
êîòîðûõ öèôðîâîé ââîä äàííûõ è èõ ïîñëåäóþùàÿ îáðàáîòêà
êîìïüþòåðíûìè ñèñòåìàìè ÿâëÿåòñÿ íåîòúåìëåìûì ýëåìåíòîì.

Âàæíûìè íàïðàâëåíèÿìè äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé ÿâëÿþòñÿ
îáîñíîâàíèå àëãîðèòìîâ äðóãîãî òèïà (àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûõ,
ðàíäîìèçèðîâàííûõ) äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàçáèåíèÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, à òàêæå ïîñòðîåíèå àëãîðèòìîâ ñ îöåíêàìè
òî÷íîñòè äëÿ îáîáùåíèÿ çàäà÷ íà ñëó÷àé íåñêîëüêèõ êëàñòåðîâ.
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Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!
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