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Ãëàâà 1

Èíôîðìàöèîííûé ïîäõîä
â ðàñïîçíàâàíèè îáðàçîâ

1.1 Èíôîðìàöèÿ ïî Õàðòëè

Îïðåäåëåíèå 1.1 (èíôîðìàöèÿ ïî Õàðòëè1)). Åñëè Ω �
êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, òî èíôîðìàöèÿ I(ω) åãî ýëåìåí-
òà ω ∈ Ω åñòü âåëè÷èíà

I(ω) = log
∣∣Ω∣∣.

Çäåñü è äàëåå âñå ëîãàðèôìû � ïî îñíîâàíèþ 2 ⇒
èíôîðìàöèÿ èçìåðÿåòñÿ â áèòàõ. ßñíî, ÷òî dI(ω)e
åñòü ÷èñëî áèò, íåîáõîäèìîå äëÿ óêàçàíèÿ íîìåðà ýëå-
ìåíòà ω â ïðîíóìåðîâàííîì 1, 2, . . . ìíîæåñòâå Ω.

Åñëè íà Ω çàäàíî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼,
òî èíôîðìàöèÿ I∼(ω) ýëåìåíòà ω ïî ýêâèâàëåíòíîñ-
òè ω åñòü

I∼(ω) = log
∣∣[ω]∼

∣∣
ßñíî, ÷òî ó âñåõ ýëåìåíòîâ, âõîäÿùèõ â îäèí êëàññ

ýêâèâàëåíòíîñòè èíôîðìàöèÿ ïî äàííîé ýêâèâàëåíò-
íîñòè îäèíàêîâà.

1) Ðàëüô Õàðòëè (Ralph Vinton Lyon Hartley, 1888�1970) � àìåðèêàí-
ñêèé èññëåäîâàòåëü îáëàñòè ýëåêòðîíèêè; ââ¼ë â 1928 ã. ëîãàðèôìè÷åñêóþ
ìåðó èíôîðìàöèè, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ õàðòëèåâñêîé.
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::::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 1.2. Åñëè N = |Ω/∼| � ÷èñëî êëàññîâ
ýêâèâàëåíòíîñòè, òî∑

ω∈Ω

2−(I∼(ω)+logN) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Ω/ ∼= { W1, . . . , WN } è i-
é êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè îïèñûâàåòñÿ êàê Wi = [ω]∼
äëÿ íåêîòîðîãî ñâîåãî ýëåìåíòà ω. Òîãäà, ïåðåõîäÿ
îò ñóììèðîâàíèå ïî ýëåìåíòàì ê ñóììèðîâàíèþ ïî
êëàññàì ýêâèâàëåíòíîñòè è ñ ó÷¼òîì, 2− logN = 1/N),
ïîëó÷èì

∑
ω∈Ω

2−(I∼(ω)+logN) =
1

N

N∑
i=1

∣∣Wi

∣∣ · 2− log |Wi| =

=
1

N

N∑
i=1

1 = 1.

�
Íåðàâíîìåðíûå êîäû. Ïóñòü

� X � êîíå÷íûé àëôàâèò, ñîñòîÿùèé èç |X| = q
ïðîèçâîëüíûõ áóêâ;

� Xn � ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ äëèíû n > 1 íàä X,
èëè ñîîáùåíèé;

� {0, 1}+ � ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ äâîè÷íûõ
ñëîâ, èñêëþ÷àÿ ïóñòîå; îíè áóäóò ÿâëÿòüñÿ êî-
äîâûìè ñëîâàìè.

Äëÿ îäíîçíà÷íîñòè âîññòàíîâëåíèÿ ñîîáùåíèé
ïðè ïðè¼ìå èñïîëüçóþò:

� êîäîâûå ñëîâà îäèíàêîâîé äëèíû;
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� ðàçäåëèòåëü ìåæäó êîäîâûìè ñëîâàìè;

� ïðåôåêñíûå êîäû.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Íåðàâíîìåðíûì áèíàðíûì êîäîì
íàçûâàþò îáðàç C èíúåêòèâíîãî îòîáðàæåíèÿ

ψ : Xn → {0, 1}+, Imψ = C,

îïðåäåë¼ííîãî äëÿ êàæäîãî n = 1, 2, . . ..
Îáðàç ψ(x) ñîîáùåíèÿ x íàçûâàþò êîäîâûì ñëî-

âîì.
Íåðàâíîìåðíûé êîä íàçûâàåòñÿ ïðåôåêñíûì èëè

äåøèôðèðóåìûì, åñëè ψ(x) íå ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì íè-
êàêîãî ñëîâà ψ(x ′) äëÿ âñåõ x ′ 6= x.

Ñëîâà ïðåôåêñíîãî êîäà ìîæíî çàïèñûâàòü â
ñòðîêó íåïðåðûâíî, ïîñêîëüêó äàííàÿ ñòðîêà îäíî-
çíà÷íî ðàçëàãàåòñÿ íà ñîñòàâëÿþùèå å¼ êîäîâûå ñëî-
âà.

Äëèíó êîäîâîãî ñëîâà ψ(x) îáîçíà÷èì l(x).

::::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 1.4 (íåðàâåíñòâî Êðàôòà, êðèòåðèé ñó-
ùåñòâîâàíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåôèêñíûõ êîäîâ). Äëÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåôèêñíîãî êîäà C íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû∑

x∈C

2−`(x) 6 1.

Ïðèìåð 1.5. Äëÿ êîäà

C = {C1 = 01, C2 = 10, C3 = 110, C4 = 001 }

èìååì |C| = 4, `1 = `2 = 2, `3 = `4 = 3 è

2 · 1

4
+ 2 · 1

8
=

6

8
=

3

4
< 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì êîä C ñ äëèíàìè ñëîâ
`1, . . . , `N è îòðåçîê [0, 1] íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Äà-
ëåå

1) ðàçäåëèì åãî ïîïîëàì, ëåâóþ ïîëîâèíó îáîçíà-
÷èì M0, à ïðàâóþ � M1;

2) ïîäåëèìM0 ïîïîëàì è îáîçíà÷èì åãî ëåâóþ ïî-
ëîâèíóM00, à ïðàâóþM01; ïðîäåëàâ òî æå ñàìîå
ñ M1, ïîëó÷èì M10, à ëåâóþ M11;

3) è ò. ä., ïîêà äëèíà èíäåêñà j ïîëó÷åííîãî îòðåç-
êà Mj íå ñòàíåò ðàâíà max { `1, . . . , `N };

4) ñîïîñòàâèì îòðåçîê Mi êîäîâîìó ñëîâó i ∈ C;
ÿñíî, ÷òî äëèíà îòðåçêà Mi ðàâíà 2−`i.

ßñíî, ÷òî åñëè êîä ïðåôèêñíûé, òî íèêàêèå äâà
îòðåçêà íå ïåðåñåêàþòñÿ, à ñóììà äëèí îòðåçêîâ íå
ïðåâçîéäåò 1. �

Ïðèìåð 1.6. Â íàøåì ïðèìåðå

Êîä Øåííîíà�Ôàíî. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòè-
ìàëüíîãî (ñ ìèíèìèçàöèåé äëèí êîäîâûõ ñëîâ) êîäè-
ðîâàíèÿ ñîîáùåíèé íàä q-áóêâåííûì àëôàâèòîì.

Ïóñòü âåðîÿòíîñòè ïîÿâëåíèÿ áóêâ â ñëîâàõ èç-
âåñòíû è óïîðÿäî÷åíû ïî óáûâàíèþ: p1 > . . . > pq.
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Óëîæèì íà ïðÿìîé áåç ïðîïóñêîâ íåïåðåêðûâàþùè-
åñÿ îòðåçêè äëèí p1, . . ., pq è îáîçíà÷èì i-é èç ïîëó-
÷åííûõ îòðåçêîâ ÷åðåç Si, à èõ îáúåäèíåíèå � ÷åðåç
S.

Êîäû òåõ áóêâ ai, äëÿ êîòîðûõ îòðåçîê Si ïîïàë
íà ëåâóþ ïîëîâèíó îòðåçêà S, áóäóò íà÷èíàòüñÿ íà
0, à êîäû òåõ áóêâ, äëÿ îòðåçîê Si ïîïàë íà ïðàâóþ
ïîëîâèíó îòðåçêà S, áóäóò íà÷èíàòüñÿ íà 1.

Îäèí èç îòðåçêîâ (öåíòðàëüíûé) ìîæåò íå ïî-
ïàñòü öåëèêîì íè íà ëåâóþ, íè íà ïðàâóþ ïîëîâèíó.
Ñ íèì ïîñòóïèì òàê. Åñëè ýòîò îòðåçîê ïåðâûé èëè
ïîñëåäíèé, òî íà÷í¼ì åãî êîä ñ, ñîîòâåòñòâåííî, 0 èëè
1. Èíà÷å îòíåñ¼ì åãî êóäà óãîäíî.

Äàëåå ïðèìåíÿåì äàííîå ïðàâèëî ê íåçàêîäèðî-
âàííûì åù¼ áóêâàì, êîä êîòîðûõ íà÷èíàåòñÿ íà 0, è
ê áóêâàì, êîä êîòîðûõ íà÷èíàåòñÿ íà 1, ïðèïèñûâàÿ
ê ê ñòðîÿùèìñÿ êîäàì 0 ëèáî 1, ïîêà íå áóäóò çàêî-
äèðîâàíû âñå áóêâû.

Ïîëó÷åííûé êîä íàçûâàþò êîäîì Øåííîíà-Ôàíî.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ ïðåôèêñíûì.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñðåäíÿÿ äëèíà êîäîâîãî ñëî-
âà
∑
pili ìîæåò ïðåâîñõîäèòü øåííîíîâñêóþ ýíòðî-

ïèþ H =
∑
pi(− log pi) ìåíåå, ÷åì íà 1.

1.2 Äåéñòâèå ãðóïïû íà ìíîæåñòâå

Äåéñòâèå ãðóïïû íà ìíîæåñòâå: äâà îïðåäåëå-
íèÿ. Âñå êîíå÷íûå ãðóïïû � êîíå÷íîïîðîæä¼ííûå,
òî åñòü îáëàäàþùèå êîíå÷íûì ÷èñëîì îáðàçóþùèõ.
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Îáîçíà÷åíèÿ äëÿ êîíå÷íîïîðîæä¼ííûõ ãðóïï:
〈S | R 〉, ãäå S � ìíîæåñòâî îáðàçóþùèõ, R � ñî-
âîêóïíîñòü ñîîòíîøåíèé äëÿ îáðàçóþùèõ. Ïðèìåð:
〈 a | an 〉 � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n. |S| � ðàíã
ãðóïïû.

Ïóñòü çàäàíû

� Êîíå÷íàÿ ãðóïïà 〈G, ◦, e 〉, |G| = n.

� Êîíå÷íîå ìíîæåñòâî Ω, |Ω| = N .

� Bij(Ω) � ìíîæåñòâî âñåõ áèåêöèé íà Ω.

� S(Ω) ∼= SN � ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ìíîæåñò-
âà Ω � ìíîæåñòâî âñåõ ïîäñòàíîâîê ýëåìåíòîâ
ω1, . . . , ωN ãðóïïû:

S(Ω) =
〈
Bij(Ω), ∗, 1Ω

〉
=
〈
σ1, . . . , σN−1 |

σ2
i , (σiσi+1)

3, σiσj = σjσi if |i− j| > 1
〉
,

ãäå ∗ � ñèìâîë ñóïåðïîçèöèè ïîäñòàíîâîê,
1Ω � åäèíè÷íàÿ ïîäñòàíîâêà,
σi � òðàíñïîçèöèÿ, ìåíÿþùàÿ ìåñòàìè i-é ýëå-
ìåíò ìíîæåñòâà Ω ñ i+ 1-ì.

Áóäóò äàíû äâà îïðåäåëåíèÿ äëÿ äåéñòâèÿ ãðóï-
ïû G íà ìíîæåñòâå Ω. Îáîçíà÷åíèå: G :

α
Ω èëè, ïðè

ôèêñèðîâàííûõ G è Ω � ïðîñòî α.

Îïðåäåëåíèå 1.7 (I). α ∈ Hom (G, S(Ω) ).

Íàïðèìåð, âñåãäà èìååòñÿ òðèâèàëüíîå äåéñòâèå
∀ g ∈ G : α(g) = 1Ω, ïîðîæä¼ííîå òðèâèàëüíûì ãîìî-
ìîðôèçìîì G → 1Ω.
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Åñëè C(G) = 1 (ëþáîé ýëåìåíò Ω ìîæåò áûòü ïå-
ðåâåä¼í â ëþáîé), òî äåéñòâèå G :

α
Ω íàçûâàþò òðàí-

çèòèâíûì.
Äåéñòâèå α ãðóïïû G íà ìíîæåñòâå Ω íàçûâàþò

ýôôåêòèâíûì, åñëè

∀ g, h ∈ G ∃ω ∈ Ω : g(ω) 6= h(ω).

Áóäåì äàëåå ðàññìàòðèâàòü ëèøü ýôôåêòèâíûå
äåéñòâèÿ ãðóïï íà ìíîæåñòâàõ.

Îïðåäåëåíèå 1.8 (II). α = 〈G, Ω; ◦, �, e 〉 � äâóõîñ-
íîâíàÿ àëãåáðà, ãäå ðåäóêò 〈G, ◦, e 〉 åñòü ãðóïïà, à

G×Ω
�→ Ω � áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ, çàïèñûâàåìàÿ êàê

g(ω), ïðè÷¼ì äàííûå îïåðàöèè óäîâëåòâîðÿåò àêñèî-
ìàì

1) e(ω) = ω; 2) (g ◦ h)(ω) = h(g(ω)).

Ýëåìåíòû g ãðóïïû G ïîðîæäàþò ïåðåñòàíîâêè
íà Ω. ×àñòî âìåñòî ¾ýëåìåíò g (ãðóïïû G)¿ áóäåì
ãîâîðèòü ¾ïåðåñòàíîâêà (ýëåìåíòà Ω)¿.

Ïðè çàïèñè g(ω) åñòåñòâåííî îïðåäåëÿåòñÿ îïåðà-
öèÿ gk(ω) äëÿ k ∈ Z:

g0 = e è åñëè g(ω ′) = ω, òî g−1(ω) = ω ′.

Çàôèêñèðóåì ïåðåñòàíîâêó g ∈ G è ââåä¼ì îòíî-
øåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼g íà Ω �

ω ∼g ω ′ , ∃
Z

k : gk(ω) = ω ′.

Ðåôëåêñèâíîñòü (R), ñèììåòðè÷íîñòü (S) è òðàíçè-
òèâíîñòü (T) îòíîøåíèÿ ∼g ëåãêî ïîêàçûâàþòñÿ.
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Êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ∼g íàçûâàþòñÿ g-
öèêëàìè.

Äåéñòâèòåëüíî, ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýëåìåíòû ýòèõ
êëàññîâ îáðàçóþò öèêëû:

ω
g→ ω ′

g→ . . .
g→ ω, è ó êàæäîãî ýëåìåíòà �

ïî åäèíñòâåííîé âõîäÿùåé è èñõîäÿùåé ñòðåëêå.

Îáîçíà÷åíèÿ:

� C(g) � ÷èñëî g-öèêëîâ (ñìåæíûõ êëàññîâ ïî ýê-
âèâàëåíòíîñòè ∼g).

� ν1, ν2, . . . , νN � êîëè÷åñòâà öèêëîâ äëèíû
1, 2, . . . , N .

Ïîíÿòíî, ÷òî
N∑
k=1

νk = C è
N∑
k=1

k · νk = N .

� 〈 ν1, ν2, . . . , νN 〉 = Type(g) � òèï ïåðåñòà-
íîâêè g, óïîðÿäî÷åííàÿ ñîâîêóïíîñòü êîëè÷åñòâ
öèêëîâ.

Íàïðèìåð, åñëè

Ω = { 1, . . . , 10 } è g = (1, 9, 3)(2, 6)(4, 8, 10),

òî Type(g) = 〈 2, 1, 2, 0, . . . , 0 〉.

Ââåä¼ì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼G íà Ω ïî
âñåé ãðóïïå G �

ω ∼G ω ′ , ∃
G
g : g(ω) = ω ′.

Ñâîéñòâà (R), (S) è (T) îòíîøåíèÿ ∼G î÷åâèäíû.

Êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ïî ∼G íàçûâàþò îðáè-
òàìè.
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Îáîçíà÷åíèÿ:

� Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, â êîòîðóþ ïîïàäàåò
ýëåìåíò ω îáîçíà÷àåì Orb (ω) (= [ω]∼G

).

� ×èñëî ïîëó÷èâøèõñÿ îðáèò � C(G).

Ôèêñàòîð ïåðåñòàíîâêè è ñòàáèëèçàòîð ýëå-
ìåíòà ìíîæåñòâà. Ðàññìîòðèì ðàâåíñòâî

g(ω) = ω.

Ïðè âûÿñíåíèè, êîãäà îíî âûïîëíÿåòñÿ, áóäåì ïîëà-
ãàòü íåèçìåííûì ëèáî g, ëèáî ω.

1. g � const, òî åñòü íàõîäèì âñå ýëåìåíòû ìíî-
æåñòâà Ω, êîòîðûå ïåðåñòàíîâêà g îñòàâëÿåò
íà ìåñòå � ýòî ôèêñàòîð ïåðåñòàíîâêè g ∈ G:{

ω ∈ Ω | g(ω) = ω
}

= Fix (g) ⊆ Ω.

2. ω � const, òî åñòü íàõîäèì âñå ïåðåñòàíîâêè g,
êîòîðûå îñòàâëÿþò äàííûé ýëåìåíò íåïîäâèæ-
íûì � ýòî ñòàáèëèçàòîð ýëåìåíòà ω ∈ Ω:{

g ∈ G | g(ω) = ω
}

= Stab (ω) ⊆ G.

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ñòàáèëèçàòîð åñòü ïîäãðóïïà
ãðóïïû G, òî åñòü ñïðàâåäëèâî

::::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 1.9. Stab (ω) 6 G.

Äîêàçàòåëüñòâî.Íóæíî óäîñòîâåðèòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ
ýëåìåíòîâ g, h ∈ Stab (ω) èõ ñóïåðïîçèöèÿ g ◦ h−1

òàêæå ïðèíàäëåæèò Stab (ω).
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Íî ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê, ïîñêîëüêó è g, è h, è h−1

íå ïåðåâîäÿò ω â êàêîé-ëèáî äðóãîé ýëåìåíò. Ñëåäî-
âàòåëüíî (g ◦ h−1)(ω) = ω. �

Ïîýòîìó ñòàáèëèçàòîð Stab (ω) íàçûâàþò åù¼
ñòàöèîíàðíîé (èëè èçîòîïè÷åñêîé) ïîäãðóïïîé ýëå-
ìåíòà ω. Stab (ω) áóäåì òàêæå îáîçíà÷àòü Gω.

::::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 1.10. Äëèíà îðáèòû Orb (ω) ðàâíà èí-
äåêñó ñòàöèîíàðíîé ïîäãðóïïû Gω ãðóïïû G:∣∣Orb (ω)

∣∣ =
[
G : Gω

]
=

∣∣G∣∣∣∣Gω

∣∣ .
Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî

Orb (ω) = { g(ω) | g ∈ G } =

= { (h ◦ g)(ω) | g ∈ G, h ∈ Gω } .

Òàêèì îáðàçîì, ìåæäó ìíîæåñòâîì {Gωg}, g ∈ G
ïðàâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ G ïî ñòàöèîíàðíîé ïîä-
ãðóïïå Gω ýëåìåíòà ω ∈ Ω è åãî îðáèòîé Orb (ω)
ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå. Ïðè-
ìåíÿÿ äàëåå òåîðåìó Ëàãðàíæà, ïîëó÷èì∣∣Orb (ω)

∣∣ =
∣∣ {Gωg}

∣∣ =
[
G : Gω,

]
. �

1.3 Èçìåðåíèå èíôîðìàöèè ñëîâ

Îðáèòà è êîìïîçèöèÿ ñëîâà. Äàëåå áóäåì ðàñ-
ñìàòðèâàòü ìíîæåñòâî Ω = Xn âñåõ ñëîâ äëèíû n > 1
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â êîíå÷íîì àëôàâèòå X è äåéñòâèå íà í¼ì ñèììåòðè-
÷åñêîé ãðóïïû Sn, ïåðåñòàâëÿþùåé âñåìè âîçìîæíû-
ìè ñïîñîáàìè áóêâû âíóòðè ñëîâà.

ßñíî, ÷òî åñëè â ñëîâå x ∈ Xn âñå áóêâû ðàç-
íûå, òî ïðè äåéñòâèè Sn :

α
Xn âñå ïåðåñòàíîâêè ïîðî-

äÿò ðàçíûå ñëîâà è
∣∣Orb (x)

∣∣ = n!. Åñëè æå x ñîäåð-
æèò îäèíàêîâûå áóêâû, òî ðåçóëüòàòû äåéñòâèÿ íà x
ðàçíûõ ïåðåñòàíîâîê èç Sn ìîãóò ñîâïàäàòü.

Êîìïîçèöèåé ñëîâà x ∈ Xn, ñîñòîÿùåãî èç q ðàç-
ëè÷íûõ áóêâ, íàçîâ¼ì êîðòåæ

(m1, . . . , mq),

ãäåmi � ÷èñëî âõîæäåíèé áóêâû ai â ñëîâî x, i = 1, q.
Ïåðåñòàíîâêà áóêâ â ñëîâå íå ìåíÿåò êîëè÷åñòâ

èõ âõîæäåíèé, îòñþäà âñå ñëîâà îäíîé îðáèòû èìåþò
îäíó è òó æå êîìïîçèöèþ.

ßñíî òàêæå, ÷òî äëÿ ñëîâà x ∈ Xn ñ êîìïîçèöèåé
(m1, . . . , mq) ñòàöèîíàðíàÿ ïîäãðóïïà Gx èçîìîðôíà
ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ñèììåòðè÷åñêèõ ãðóïï:

Gx
∼= Sm1

× . . .× Smq
.

Ïðèìåð 1.11. Ïóñòü X = {a, b}, n = 5.

Ðàññìîòðèì äåéñòâèå S5 :
α
X5 ñèììåòðè÷åñêîé

ãðóïïû S5 âñåõ 5! = 120 ïåðåñòàíîâîê áóêâ íà 5-áóê-
âåííûå ñëîâà íàä X. Ïóñòü x = ababb. Îïðåäåëèì
âåëè÷èíó è ñîñòàâ îðáèòû Orb (x).∣∣Orb (x)

∣∣ =
[
S5 : Stab (x)

]
=

|S5|∣∣ Stab (x)
∣∣ ,

Stab (x) ∼= S2 × S3 ⇒
∣∣ Stab (x)

∣∣ = 2 · 6 = 12 ⇒
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⇒
∣∣ Orb (x)

∣∣ =
5!

2! · 3!
=

120

12
= 10.

Ïóñòü x = ababb, åãî êîìïîçèöèÿ � (2, 3). Âûïè-
øåì âñå ñëîâà-ýëåìåíòû îðáèòû Orb (ababb):

aabbb ababb abbab abbba baabb

babab babba bbaab bbaba bbbaa

Áåçóñëîâíàÿ è óñëîâíàÿ èíôîðìàöèÿ ñëîâ

Îïðåäåëåíèå 1.12. Áåçóñëîâíîé 0-èíôîðìàöèåé I0(x)

ñëîâà x ∈ Xn, ñîñòîÿùåãî èç q ðàçëè÷íûõ áóêâ, íà-
çûâàåòñÿ âåëè÷èíà

I0(x) = log
∣∣Orb (x)

∣∣ = log
n!

m1! · . . . ·mq!
,

ãäå Orb (x) � îðáèòà ñëîâà x ïðè äåéñòâèè Sn :
α
Xn.

Ïðèìåð 1.13. Ïóñòü X = { a, b, c, d }, n = 4.

I0(aaaa) = log
4!

4!
= 0 � ÿñíî, ÷òî ìèíèìàëüíî

âîçìîæíîå çíà÷åíèå 0-èíôîðìàöèè åñòü 0, îíî

äîñòèãàåòñÿ íà ñëîâàõ, ñîñòîÿùèõ èç îäíîé

ïîâòîðÿþùåéñÿ áóêâû;

I0(abaa) = log
4!

3! · 1!
= 2;

I0(abab) = log
4!

2! · 2!
= log 6;

I0(abcd) = log
4!

1! · . . . · 1!
= log 24 � ÿñíî, ÷òî

ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå 0-èíôîðìàöèè
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ñëîâà èç Xn åñòü log n!, îíî äîñòèãàåòñÿ íà

ñëîâàõ, ñîñòîÿùèõ èç âñåõ ðàçëè÷íûõ áóêâ.

Âìåñòå ñî ñëîâàìè âèäà

x = x1 . . . xn ∈ Xn

áóäåì ðàññìàòðèâàòü àëôàâèò Y è ñëîâà

y = y1 . . . yn ∈ Y n.

Ïðè ýòîì íå èñêëþ÷åíî X = Y .
Ãðóïïà Sn, äåéñòâóÿ íà X

n (ïåðåñòàâëÿÿ ïîçèöèè
áóêâ), äåéñòâóåò è íà Y n.

Ðàññìîòðèì ñòàöèîíàðíóþ ïîäãðóïïó Gy 6 Sn
ñëîâà y ∈ Y n � âñå ïåðåñòàíîâêè áóêâ, ñîõðàíÿþùèå
ñëîâî y. Ïîä å¼ äåéñòâèåì ñëîâà èç Xn ðàçáèâàþòñÿ
íà îðáèòû, êîòîðûå íàçûâàþò óñëîâíûìè.

Îïðåäåëåíèå 1.14. Óñëîâíîé èíôîðìàöèåé ñëîâà
x ∈ Xn îòíîñèòåëüíî ñëîâà y ∈ Y n íàçîâ¼ì âåëè÷èíó

I0(x/y) = log
[
Gy : Gx ∩Gy

]
.

Ïðèìåð 1.15. Ïóñòü X = { a, b }, Y = { 0, 1 }.
1. n = 3, x = aab, y = 111:

I0(x) = log
3!

2! · 1!
= log 3, I0(y) = log

3!

3!
= 0,

Gx = { e, (12) }, Gy = S3, |S3| = 6, Gx ∩Gy = Gx,

I0(x/y) = log 6/2 = log 3, I0(y/x) = log 2/2 = 0.

2. n = 5, x = aabab, y = 11000:
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I0(x) = I0(y) = log
5!

2! · 3!
= log 10

(x è y � ñëîâà ñ îäèíàêîâîé êîìïîçèöèåé),

Gx = { e, (124), (142), (12), (24), (14), (35), . . . } ∼=
∼= S2 × S3 ⇒

∣∣Gx

∣∣ = 2! · 3! = 12,

Gy = { e, (12), (345), (354), (34), (45), (35), . . . } ∼=
∼= S2 × S3 ⇒

∣∣Gy

∣∣ = 12,

Gx ∩Gy = { e, (12), (35), (12)(35) } ,
∣∣Gx ∩Gy

∣∣ = 4,

I0(x/y) = I0(y/x) = log 12/4 = log 3.

Î÷åâèäíî, I0(x/x) = 0 è áîëåå òîãî: ñïðàâåäëèâî

::::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 1.16. I0(x/y) = 0 ⇔ Gy ⊆ Gx.

Äîêàçàòåëüñòâî.

I0(x/y) = log
[
Gy : Gx ∩Gy

]
= log

∣∣Gy

∣∣∣∣Gx ∩Gy

∣∣ = 0 ⇔

⇔
∣∣Gy

∣∣ =
∣∣Gx ∩Gy

∣∣ ⇔ Gy ⊆ Gx.

�

Îïðåäåëåíèå 1.17. Ñëîâà x ∈ Xn è y ∈ Y n òàêèå, ÷òî

I0(y/x) = I0(x/y) = 0 íàçûâàþò ýêâèâàëåíòíûìè.

ßñíî, ÷òî åñëè ñëîâà x è y ýêâèâàëåíòíû, òî
Gx = Gy, òî åñòü x ïåðåõîäèò â y ïðè íåêîòîðîé áè-
åêöèè ìåæäó áóêâàìè àëôàâèòîâ X è Y .
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Ïðîèçâåäåíèå ñëîâ. Íåðàâåíñòâà äëÿ êîëè-
÷åñòâ èíôîðìàöèè. Ïóñòü

x = x1 . . . xn ∈ Xn è y = y1 . . . yn ∈ Y n,

òîãäà ïðîèçâåäåíèå (â äàííîì ïîðÿäêå) ñëîâ x è y åñòü
ñëîâî

z = x× y = x1y1 . . . xn, yn

â àëôàâèòå Z = X × Y .

::::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 1.18.

I0(x× y) = I0(x) + I0(y/x) =

= I0(y) + I0(x/y) = I0(y × x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F , H è G � òàêèå êîíå÷íûå
ãðóïïû, ÷òî F 6 H 6 G. ßñíî, ÷òî

|G|
|F |

=
|G|
|H|
· |H|
|F |

.

Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà ýòî ðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî

[G : F ] = [G : H] · [H : F ] .

Ïîñêîëüêó

Gx×y = Gx ∩Gy è Gx×y 6 Gx 6 G, Gx×y 6 Gy 6 G,

ïîäñòàâëÿåì â óêàçàííîå ðàâåíñòâî

F = Gx ∩Gy, ïîñëåäîâàòåëüíî H = Gx è H = Gy,

è ïåðåõîäÿ ê ëîãàðèôìàì � ïîëó÷àåì òðåáóåìîå. �

::::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 1.19.

1) I0(x/y) 6 I0(x), 2) I0(x× y) 6 I0(x) + I0(y).



1.3. Èíôîðìàöèîííûé ïîäõîä 19

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåõîäÿ ê îðáèòàì çàìå÷àåì, ÷òî
îðáèòà ýëåìåíòà x ïîä äåéñòâèåì ñòàöèîíàðíîé ïîä-
ãðóïïû Gy åñòü åãî ïîäîðáèòà ïîä äåéñòâèåì âñåé
ãðóïïû G.

Âòîðîå íåðàâåíñòâî ñëåäñòâèå ïåðâîãî è ðàâåíñòâà
äëÿ I0(x× y). �

Âçàèìíàÿ èíôîðìàöèÿ ñëîâ

Îïðåäåëåíèå 1.20. Âçàèìíîé èíôîðìàöèåé n-ñëîâ x è
y íàçîâ¼ì âåëè÷èíó

I0(x : y) = I0(x) + I0(y)− I0(x× y) =

= I0(x)− I0(x/y) = I0(y)− I0(y/x) = I0(y : x).

Ïðè I0(x : y) = 0 ñëîâà x è y íàçîâ¼ì íåçàâèñèìûìè.

Èíòóèòèâíî I0(x : y) åñòü êîëè÷åñòâî èíôîðìà-
öèè, ñîäåðæàùåéñÿ â âåêòîðå x îòíîñèòåëüíî âåêòîðà
y è íàîáîðîò.

Èç Óòâåðæäåíèÿ 1.19 ñëåäóåò, ÷òî I0(x : y) > 0, à
åñëè ñëîâà íåçàâèñèìû, òî

I0(x) = I0(x/y) è I0(y) = I0(y/x).

Ïðèìåð 1.21. Ðàññìîòðèì ñëîâà èç Ïðèìåðà 1.15.

1. n = 3, x = aab, y = 111

I0(x) = log 3, I0(y) = 0, I0(x/y) = log 3, I0(y/x) = 0,

I0(x : y) =I0(x)− I0(x/y) = log 3− log 3 = 0,

I0(y : x) =I0(y)− I0(y/x) = 0− 0 = 0,

òî åñòü ñëîâà x è y íåçàâèñèìû.
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2. n = 5, x = aabab, y = 11000

I0(x) = I0(y) = log 10, I0(x/y) = I0(y/x) = log 3.

I0(x : y) = I0(y : x) = I0(x)− I0(x/y) =

= log 10− log 3 = log (10/3).

è ñëîâà x è y íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè.

Ïðèìåð 1.22. Ðàññìîòðèì ñëîâà x ∈ Xn è y ∈ Y n,
ñîñòîÿùèå èç q è k áóêâ è ñ êîìïîçèöèÿìè
(m1, . . . , mq) è (n1, . . . , nk) ñîîòâåòñòâåííî.

Ñîñòàâèì q × k òàáëèöó
Mq×k = ‖mij ‖ ,

ãäå mij � ÷èñëî çàìåí i-ãî ñèìâîëà ñëîâà x íà j-é
ñèìâîë ñëîâà y.

Â òàáëèöåM ñóììû ýëåìåíòîâ ñòðîêàì áóäóò ðàâ-
íÿòüñÿ m1, . . . , mq, à ïî ñòîëáöàì � n1, . . . , nk.

Òîãäà, êàê ìîæíî ïîêàçàòü:

I0(y/x) = log
m1!

m11! . . .m1k!
+ log

m2!

m21! . . .m2k!
+ . . .

. . .+ log
mq!

mq1! . . .mqk!
.

Ïóñòü äëÿ ïðèìåðà X = {a, b, c}, Y = {1, 2, 3},
n = 9 è

x = a b a a c b c a
y = 1 2 2 1 3 2 1 3

Êîìïîçèöèè ñëîâ: x � (4, 2, 2), y � (3, 3, 2).
Òàáëèöà çàìåí áóêâ:
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M =

x�y 1 2 3 #
a 2 1 1 4
b 2 2
c 1 1 2
# 3 3 2 8

Òîãäà

I0(y/x) = log
4!

2! 1! 1!
+ log

2!

2!
+ log

2!

1! 1!
=

= log 12 + 0 + log 2 = log 24.

Ïðîèçâîäÿ àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ ïî ñòîëáöàì, ïî-
ëó÷èì

I0(x/y) = log
3!

2! 1!
+ log

3!

2! 1!
+ log

2!

1! 1!
=

= 2 log 3 + log 2 = log 18.

Äëÿ áåçóñëîâíîé èíôîðìàöèè I0 ïîëó÷èì çíà÷åíèÿ

I0(x) = log
8!

4! 2! 2!
= log 420,

I0(y) = log
8!

3! 3! 2!
= log 560.

Âçàèìíàÿ èíôîðìàöèÿ:

I0(x : y) = I0(x)− I0(x/y) = log
420

18
= log

70

3
,

= I0(y)− I0(y/x) = log
560

24
= log

70

3
.

Ãðóïïèðîâêà çíà÷åíèé. Åñëè íà àëôàâèòå X çà-
äàíà ýêâèâàëåíòíîñòü ∼, òî áóêâû èç îäíîãî ñìåæíî-
ãî êëàññà îòîæäåñòâëÿþòñÿ.
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::::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 1.23. Â ðåçóëüòàòå îòîæäåñòâëåíèÿ
íåêîòîðûõ áóêâ àëôàâèòà èíôîðìàöèÿ ñëîâà óìåíü-
øàåòñÿ: åñëè x è x ′ � èñõîäíîå è íîâîå ñëîâà, òî

I0(x
′) = I0(x)− I0(x/x

′).

Ïðèìåð 1.24. Ïóñòü â ñëîâå

x = a b a a c b c a

áóêâû b è c îòîæäåñòâëÿþòñÿ. Òîãäà

x ′ = a b a a b b b a,

à ïðè âû÷èñëåíèè I0(x/x
′) ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ òàá-

ëèöåé îòîæäåñòâëÿåìûõ áóêâ

M =
b c

b 2 2 4

Îòñþäà

I0(x/x
′) = log

4!

2! · 2!
= log 6, I0(x) = log 420,

I0(x
′) = I0(x)− I0(x/x

′) = log
420

6
= log 70.

Ïðÿìîé ïîäñ÷¼ò: I0(x
′) = log

8!

4! · 4!
= log 70.

Ïóñòü â ðåçóëüòàòå íàáëþäåíèé ïîëó÷åíà ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü äàííûõ � âåêòîð x, êîòîðûé òðåáóåò-
ñÿ çàêîäèðîâàòü áèíàðíûì ñëîâîì. Ïîòðåáóåì, ÷òî-
áû íîâîå ñëîâî x ′ ñîäåðæàëî êàê ìîæíî áîëüøå èí-
ôîðìàöèè îá èñõîäíîì ñëîâå, òî åñòü ÷òîáû çíà÷åíèå
I0(x

′) áûëî ìàêñèìàëüíûì. Ýòî äîñòèãàåòñÿ ïðè ðà-
âåíñòâå, âîçìîæíî ïðèáëèçèòåëüíîì, êîëè÷åñòâ 0 è 1
â x ′.
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Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê êâàíòèëüíîìó êâàíòî-
âàíèþ ïî âàðèàöèîííîìó ðÿäó : óïîðÿäî÷èâàåì çíà÷å-
íèÿ x ïî âîçðàñòàíèþ è êîäèðóåì çíà÷åíèåì 0 ïåðâóþ
ïîëîâèíó îòñîðòèðîâàííûõ äàííûõ, à çíà÷åíèåì 1 �
âòîðóþ.

Ïóñòü, íàïðèìåð, â ðåçóëüòàòå íàáëþäåíèé ïîëó-
÷åíû äàííûå

x = 0,16; 0,1; 0,7; 0,1; 0,18; 1,15,

êîòîðûå òðåáóåòñÿ çàêîäèðîâàòü áèíàðíûìè ñëîâàìè.
Äëÿ ýòîãî ñîñòàâëÿåì âàðèàöèîííûé ðÿä è êîäèðóåì
ïåðâûå 3 ïî ïîðÿäêó çíà÷åíèÿ (íèæå ïîðîãà 0,17) íó-
ë¼ì, à ïîñëåäíèå 3 � åäèíèöåé.

Ïðè êîäèðîâàíèè äâóõáèòíûìè ñëîâàìè 00, 01, 10
è 11 � ðàçáèâàåì âàðèàöèîííûé ðÿä íà 4 ïðèáëèçè-
òåëüíî ðàâíûõ èíòåðâàëà è ò. ä.

1.4 Ìåòîäû òåîðèè èíôîðìàöèè â çà-

äà÷àõ ðàñïîçíàâàíèÿ

Âû÷èñëåíèå èíôîðìàòèâíîñòè ïðèçíàêà.
Ïðåöåäåíòíàÿ èíôîðìàöèÿ çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ
îáðàçîâ ìîæåò áûòü îïèñàíà ìàòðèöåé èíôîðìàöèé,
ñòðîêè êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþò îáúåêòàì, ñòîëáöû �
ïðèçíàêàì, à äîïîëíèòåëüíûé ñòîëáåö ñîäåðæèò
ñèìâîëû êëàññîâ, êîòîðûì ïðèíàäëåæàò îáúåêòû.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó ðàñïîçíàâàíèÿ ñ êà-
÷åñòâåííûìè ïðèçíàêàìè, êîãäà

� êàæäûé ïðèçíàê ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç ìíî-
æåñòâà X = { 1, 2, . . . , m },
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� èìååòñÿ k íåïåðåñåêàþùèõñÿ êëàññîâ, çàêîäè-
ðîâàííûõ ñèìâîëàìè Y = { 1, 2, . . . , k },

� èìååòñÿ n ïðåöåäåíòîâ.

Èíôîðìàòèâíîñòü ïðèçíàêà x ∈ Xn ïî îòíîøå-
íèþ ê èíôîðìàöèîííîìó âåêòîðó ñèìâîëîâ êëàññîâ
y ∈ Y n îáúåêòîâ áóäåì èçìåðÿòü âåëè÷èíîé I0(x : y).

Ïðèìåð 1.25. Ïóñòü èìååòñÿ n = 9 ïðåöåäåíòîâ è

x = 2 2 2 2 2 1 2 2 2
y = 1 1 1 2 2 2 3 3 3

Òîãäà

I0(x) = log
9!

8! · 1!
= log 9,

I0(y) = log
9!

3! · 3! · 3!
= log 1680

è òàáëèöà çàìåí ñèìâîëîâ ïðè ïåðåõîäå x→ y:

M =

1 2 3

1 1 1
2 3 2 3 8

3 3 3 9

I0(y/x) = log
1!

1!
+ log

8!

3! · 2! · 3!
= log 560,

I0(x/y) = 2 log
3!

3!
+ log

3!

1! · 2!
= log 3,

I0(x : y) = I0(x)− I0(x/y) = log 9− log 3 = log 3,

I0(y : x) = I0(y)− I0(y/x) = log 1680− log 560 =

= log 1680/560 = log 3.
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×èñòûå êëàññèôèêàòîðû è ÷èñòûå øóìû

Îïðåäåëåíèå 1.26. Ïðèçíàê x îòíîñèòåëüíî èíôîðìà-
öèîííîãî âåêòîðà ñèìâîëîâ êëàññîâ y íàçîâ¼ì

� ÷èñòûì êëàññèôèêàòîðîì, åñëè x è y ýêâèâà-
ëåíòíû (I0(y/x) = I0(x/y) = 0 ⇔ Gx = Gy);

� ÷èñòûì øóìîì, åñëè x è y íåçàâèñèìû
(I0(x : y) = I0(y : x) = 0).

ßñíî, ÷òî åñëè ïðèçíàê x �
� ÷èñòûé êëàññèôèêàòîð, òî èíôîðìàöèîííûé

âåêòîð y áåçîøèáî÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ, òàê
êàê â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ x↔ y;

� ÷èñòûé øóì, òî îí íå äà¼ò íèêàêîé èíôîðìàöèè
îá èíôîðìàöèîííîì âåêòîðå y.

Íèæíèé ïîðîã èíôîðìàòèâíîñòè ïðèçíàêà. Äëÿ
òîãî, ÷òîáû èñêëþ÷èòü ¾øóìÿùèå¿ ïðèçíàêè èç äàëü-
íåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ, ââåä¼ì íèæíèé ïîðîã h1 èí-
ôîðìàòèâíîñòè ïðèçíàêà è îòáðîñèì âñå ïðèçíàêè
îáúåêòîâ ñ èíôîðìàòèâíîñòüþ, ìåíüøåé h1.

Íèæíèé ïîðîã h1 åñòåñòâåííî âûáèðàòü â ïðî-
öåíòàõ îò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé èíôîðìàòèâíîñòè
I(y) ïî Õàðòëè.

Ïðèìåð 1.27. 1. Äëÿ èíôîðìàöèîííîãî âåêòîðà
y = ( 1 1 1 2 2 2 3 3 3 ) ñèìâîëîâ êëàññîâ
Y = { 1, 2, 3 } èìååì:

I(y) = log |Y n| = log 39 = log 19683 ≈ 14,26.

Åñëè âûáðàòü h1 = 24%, òî âñå ïðèçíàêè x ñ èí-
ôîðìàòèâíîñòÿìè I0(x : y) < 3,42 = 14,26 · 0,24
èñêëþ÷àþòñÿ èç äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ.
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Êëàñòåðû ïðèçíàêîâ

::::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 1.28. Ôóíêöèÿ

ρ(xi, xj) =
1

2

(
I0(x

i/xj) + I0(x
j/xi)

)
ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé íà ìíîæåñòâå ïðèçíàêîâ �
ñëîâ èç Xn.

Íàçîâ¼ì

� ρ � èíôîðìàöèîííîé ìåòðèêîé;

� êëàñòåðîì ïðèçíàêîâ � ïîäìíîæåñòâî áëèçêèõ
äðóã ê äðóãó ïðèçíàêîâ îòíîñèòåëüíî ρ.
ßñíî, ÷òî çíà÷åíèå ρ ìåæäó òàêèìè ïðèçíàêàìè
áëèçêî ê 0.

Ïðèìåð 1.29 (Êëàñòåðû ïðèçíàêîâ � ïðîäîëæåíèå
Ïðèìåðîâ 1.25, 1.27). Ïóñòü èíôîðìàöèÿ î ïðåöåäåí-
òàõ â çàäà÷å ðàñïîçíàâàíèÿ çàäàíà ìàòðèöåé ñ êà÷åñò-
âåííûìè ïðèçíàêàìè

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 y

1 2 2 2 1 2 2 1 1 1
2 2 2 2 2 2 2 1 1 1
3 2 2 2 1 1 2 1 1 1
4 2 1 1 2 1 1 1 2 2
5 2 1 1 2 1 1 2 1 2
6 1 1 1 2 1 1 1 2 2
7 2 1 1 1 2 2 1 2 3
8 2 1 1 1 2 2 2 2 3
9 2 2 1 1 2 2 1 2 3
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Çíà÷åíèå I(y) ≈ 14,26 âû÷èñëåíî â Ïðèìåðå 1.27.

1. Ïîäñ÷èòàåì èíôîðìàòèâíîñòü I0(x
i : y), i = 1, 8

ïðèçíàêîâ ïî îòíîøåíèþ ê èíôîðìàöèîííîìó âåêòî-
ðó y:

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8

I0(x
i : y) 1,8 6,2 8,3 6,2 6,2 8,3 1,4 6,3

Ïðèíÿâ ïîðîã h1 = 24%, îòáðàñûâàåì ïðèçíàêè x1 è
x7 êàê ìàëîèíôîðìàòèâíûå � ñ I0(x : y) < 3,42.

2. Ñîñòàâèì òàáëèöó ðàññòîÿíèé îñòàâøèõñÿ ïðèçíà-
êîâ:

ρ x2 x3 x4 x5 x6 x8

x2 0 3,5 8,4 8,4 5,2 6,8
x3 0 8,4 8,4 6,0 3,5
x4 0 6,8 3,5 8,8
x5 0 3,5 8,8
x6 0 8,4
x8 0

Àíàëèç òàáëèöû ðàññòîÿíèé ïîçâîëÿåò ðàçáèòü èñ-
ñëåäóåìûå ïðèçíàêè íà äâà êëàñòåðà:

{
x2, x3, x8

}
è{

x4, x5, x6
}
.

Ïðèìåð 1.30 (Ïðîãíîçèðîâàíèå çàïàñà ðóäû äëÿ ìå-
ñòîðîæäåíèÿ). Çíà÷åíèÿ áèíàðíûõ ïðèçíàêîâ:

y � çàïàñ ðóäû (1/0 � áîëüøå/ìåíüøå 1 ìëí òîíí),
x1 � ïðèóðî÷åííîñòü ê ãîðèçîíòàì ñëþäèñòûõ ñëàíöåâ,
x2 � ïðèóðî÷åííîñòü ê ãîðèçîíòàì àìôèáîëèòîâ,
x3 � áëèçîñòü ê êîíòàêòó ñî ñëþäèñòûìè ñëàíöàìè,
x4 � áëèçîñòü ê êîíòàêòó ñ àìôèáîëèòàìè,
x5 � ïðèñóòñòâèå òåë àìôèáîëèòîâ,
x6 � îáèëèå äàåê,
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x7 � ïèðèòèçàöèÿ,

x8 � ïðîïèëèòèçàöèÿ,

x9 � îæåëåçíåíèå,

x10 � àðãèëëèòèçàöèÿ,

x11 � íàëè÷èå âòîðè÷íûõ îðåîëîâ ñâèíöà è öèíêà,

x12 � ðàçâèòèå ñêëàäîê.

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 x10 x11 x12 y

1 0 1 0 0 0 1 1 1 0 0 1 1 1
2 0 1 1 1 0 0 1 0 1 0 1 1 1
3 0 1 0 1 1 1 0 1 0 0 0 0 1
4 0 0 1 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1
5 1 1 0 1 0 1 1 0 1 0 1 0 1
6 1 0 1 0 1 1 0 1 0 1 0 1 0
7 1 0 1 0 1 1 1 0 0 1 0 0 0
8 1 0 0 1 1 1 0 1 0 0 0 0 0
9 1 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0
10 0 1 1 0 1 1 0 1 0 1 0 1 0

11 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 ?
12 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 1 ?

1. Âû÷èñëèì èíôîðìàòèâíîñòü ïðèçíàêîâ I0(x
i : y),

i = 1, 12:

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 x10 x11 x12

2,8 2,8 1,24 0,3 1,24 0,3 2,8 0,3 1,24 1,24 6,1 0

Ïîñêîëüêó I(y) = log 210 = 10, òî ïðè âûáîðå
h1 = 25% îñòàíóòñÿ ïðèçíàêè

x1, x2, x7 è x11

ñ èíôîðìàòèâíîñòÿìè > h1 · 10 = 2,5 îòíîñèòåëüíî y.

2. Ñîñòàâèì òàáëèöó ðàññòîÿíèé ýòèõ ïðèçíàêîâ:
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ρ x1 x2 x7 x11

x1 0 7,2 9,7 8,6
x2 0 9,7 8,6
x7 0 3,75
x11 0

Àíàëèç òàáëèöû ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè ñëåäóþùóþ
êëàñòåðèçàöèþ ïðèçíàêîâ:

{x7, x11}, {x1}, {x2},

÷òî ïðèâîäèò ê ñíèæåíèþ ðàçìåðíîñòè ïðèçíàêîâîãî
ïðîñòðàíñòâà.

Ñëîæíûå ïðèçíàêè. Åñëè xi è xj � ïðèçíàêè, òî
ïðèçíàê xi,j = xi × xj íàçîâ¼ì ñëîæíûì.

::::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 1.31. Èíôîðìàòèâíîñòü I0(y : (xi×xj))
ñëîæíîãî ïðèçíàêà xi × xj ïî îòíîøåíèþ ê èíôîð-
ìàöèîííîìó âåêòîðó ñèìâîëîâ êëàññîâ y óäîâëåòâî-
ðÿåò íåðàâåíñòâó
I0(y : (xi × xj)) > I0(y : xi) + I0(y : xj)− I0(x

i : xj).

Ïîñêîëüêó çíà÷åíèå I0(x
i : xj) ìîíîòîííî âîçðàñ-

òàåò îò 0 ïðè óâåëè÷åíèè çàâèñèìîñòè ïðèçíàêîâ xi

è xj (ñóììàðíîé äëèíû ôðàãìåíòîâ, ïîëó÷àþùèõñÿ
ïåðåêîäèðîâêîé), ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ïðàâèëî:

Ïðè îáðàçîâàíèè ñëîæíîãî ïðèçíàêà ñëåäóåò îáú-
åäèíÿòü ïðèçíàêè, ëåæàùèå â ðàçíûõ êëàñòåðàõ, òî
åñòü äëÿ êîòîðûõ I0(x

i : xj) = min.
Ââåä¼ì âòîðîé ïàðàìåòð íàñòðîéêè h2, ðàâíûé

ìèíèìàëüíî äîïóñòèìîé èíôîðìàòèâíîñòè ñëîæíîãî
ïðèçíàêà. Íà ïðàêòèêå h2 âûáèðàþò > 60% îò I(y).
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Â Ïðèìåðàõ 1.25, 1.29 áûëî âûäåëåíî äâà êëàñòåðà
ïðèçíàêîâ: {

x2, x3, x8
}

è
{
x4, x5, x6

}
.

Âûáåðåì h2 = 80% è ïîëó÷èì ïîðîã 0,8 · 14,26 = 11,4
äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ñëîæíûõ ïðèçíàêîâ.

Âû÷èñëèâ çíà÷åíèå I0(y : (xi × xj)) äëÿ ïðèçíà-
êîâ èç ðàçíûõ êëàññîâ, íàéä¼ì, ÷òî èíôîðìàòèâíîñòü
ñëîæíûõ ïðèçíàêîâ

x3,6 � äîñòàòî÷íà,

x2,4 � íåäîñòàòî÷íà,

x2,4,8 � óæå äîñòàòî÷íà.

Ïðèìåð 1.32 (Ôîðìèðîâàíèå ñëîæíûõ ïðèçíàêîâ �
ïðîäîëæåíèå Ïðèìåðà 1.30). Ïîëîæèì h2 = 60%, ÷òî
óñòàíîâèò ïîðîã èíôîðìàòèâíîñòè 0,6 · 10 = 6 äëÿ
ôîðìèðóåìûõ ñëîæíûõ ïðèçíàêîâ.

Îáðàçóåì ñëîæíûé ïðèçíàê x1,11 = x1 × x11 = x.
Åãî âçàèìíóþ îòíîñèòåëüíî èíôîðìàöèîííîãî âåêòî-
ðà y èíôîðìàòèâíîñòü I0(x : y) îïðåäåëèì ïî òàáëèöå
ïåðåõîäîâ çíà÷åíèé x â çíà÷åíèÿ y, êîòîðàÿ, â ñâîþ
î÷åðåäü, ñòðîèòñÿ ïî ñîîòâåòñòâóþùèì ñòîëáöàì ìàò-
ðèöû èíôîðìàöèé. Äëÿ êîìïàêòíîñòè áóäåì çàïèñû-
âàòü ñòîëáöû ìàòðèöû èíôîðìàöèé â âèäå ñòðîê.

x1 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0

x11 1 1 0 1 1 0 0 0 0 0
y 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0

0 1
01 3 3
00 1 1 2
11 1 1
10 4 4

5 5 10
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I0(x) = log
10!

3! 2!1! 4!
= log 12600,

I0(x/y) = log
5!

1! 4!
+ log

5!

3! 1! 1!
= log 100,

I0(x : y) = I0(x : y) = I0(x)− I0(x/y) =

= log
12600

100
= log 126 ≈ 6,98 > 6,

òî åñòü ñëîæíûé ïðèçíàê x = x1 × x11 óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ èíôîðìàòèâíîñòè.

Àíàëîãè÷íî íàõîäèì, ÷òî èíôîðìàòèâíîñòü > 6
èìåþò ñëîæíûå ïðèçíàêè x2,11, x1,2,7 è x7,11 è îñó-
ùåñòâëÿåì ïåðåõîä â íîâîå ïðèçíàêîâîå ïðîñòðàíñòâî
ïîëó÷åííûõ ñëîæíûõ ïðèçíàêîâ.

Êàê âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ñëîæíîãî ïðèçíàêà? Çíà-
÷åíèÿ y(x) ñëîæíîãî ïðèçíàêà x äàííîãî îáúåêòà
îïðåäåëÿþò â çàâèñèìîñòè îò òðåòüåãî ïàðàìåòðà íà-
ñòðîéêè h3, ïðèíèìàþùåãî öåëî÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ
è âûðàæàþùåãî ¾ñòåïåíü çíà÷èìîñòè¿ ïðèçíàêà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç n1 è n0 ÷èñëî åäèíè÷íûõ è, ñîîò-
âåòñòâåííî, íóëåâûõ çíà÷åíèé èíôîðìàöèîííîãî âåê-
òîðà, ñîîòâåòñòâóþùèõ äàííîìó çíà÷åíèþ ïîëó÷åí-
íîãî ñëîæíîãî ïðèçíàêà x.
Ïîëàãàåì

y(x) =

 1, åñëè n1 − n0 > h3,
0, åñëè n0 − n1 > h3,
−, èíà÷å (îòêàç îò ðàñïîçíàâàíèÿ).

Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå ïðèìåì h3 = 2.
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Äëÿ ïðèçíàêà x = x1,11 èìååì (äóáëèðóåì òàáëè-
öó):

x 0 1 y(x)

01 3 3 1
00 1 1 2 −
11 1 1 −
10 4 4 0

I0(y : (x11 × x2)) = 8 � ýòî îòíîñèòåëüíàÿ èí-
ôîðìàòèâíîñòü, ¾âåñ¿ ïðèçíàêà

Òîãäà, íàïðèìåð, äëÿ 1, 11 è 12-ãî îáúåêòîâ ïîëó-
÷èì f1(x) = 1 (ñïðàâî÷íî), f11(x) = −, f12(x) = 1.

Äëÿ ïðèçíàêà x = x11,2 :

x 0 1 y(x)
11 3 3 1
01 1 1 2 −
10 1 1 −
00 4 4 0

5 5 10

I0(y : (x11 × x2)) = 8

Äëÿ ïðèçíàêà x = x1,2,7 :

x 0 1 y(x)

011 2 2 1
010 1 1 2 −
001 1 1 −
111 1 1 −
100 3 3 0
101 1 1 −

5 5 10

I0(y : (x1 × x2 × x7)) = 8
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Äëÿ ïðèçíàêà x = x11,7 :

x 0 1 y(x)

11 4 4 1
00 4 1 5 0
01 1 1 −

5 5 10

I0(y : (x11 × x7)) = 6,4

Ñëîæíûå ïðèçíàêè âûñòóïàþò â êà÷åñòâå ýëåìåí-
òàðíûõ êëàññèôèêàòîðîâ. Äàëåå ïðîèçâîäèòñÿ ãîëî-
ñîâàíèå ïî ýëåìåíòàðíûì êëàññèôèêàòîðàì è âû÷èñ-
ëÿåòñÿ êëàññèôèêàöèÿ ŷ:

Íîìåð îáúåêòà x1,11 x2,11 x1,2,7 x7,11 ŷ

11 00 00 000 00
− 0 − 0 0

12 01 01 000 01
1 − − − 1
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Ãëàâà 2

Òåîðèÿ ïåðå÷èñëåíèÿ
Ïîéà

2.1 Ëåììà Á¼ðíñàéäà

Ðàññìàòðèâàåì äåéñòâèå G :
α
T ãðóïïû G íà ìíî-

æåñòâå T . Íàïîìíèì, ÷òî ÷èñëî îðáèò (êëàññîâ ýêâè-
âàëåíòíîñòè) ïðè äåéñòâèè G íà T îáîçíà÷àåì C(G).

::::::::
Ëåììà 2.1 (Á¼ðíñàéäà). Åñëè ãðóïïà êîíå÷íàÿ G äåé-
ñòâóåò íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå T , òî

C(G) =
1

|G |
∑
g∈G

∣∣∣Fix (g)
∣∣∣ =

1

|G |
∑
t∈T

∣∣∣ Stab (t)
∣∣∣;

ïðè ýòîì ïåðâîå ðàâåíñòâî ñîñòàâëÿåò ëåììîé
Á¼ðíñàéäà1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü |G| = n, |T | = N è äåéñòâèå
G :

α
T çàäà¼òñÿ n×N ìàòðèöåé A = ‖gi(tj)‖, i = 1, n,

j = 1, N .
Ïîäñ÷èòàåì äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè � ïî

ñòîëáöàì è ïî ñòðîêàì ìàòðèöû A � ìîùíîñòü ìíî-
æåñòâà

1)Óèëüÿì Á¼ðíñàéä ñôîðìóëèðîâàë è äîêàçàë ýòó ëåììó â 1897 ã., îä-
íàêî Î. Êîøè â 1845 ã. è Ô. Ôðîáåíèóñó â 1887 ã. óæå áûëà èçâåñòíà
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôîðìóëà. Ïîýòîìó ýòà ëåììà èíîãäà íàçûâàþò ëåììîé

íå-Á¼ðíñàéäà.
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M =
{

(g, t) ∈ G× T | g(t) = t
}
.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì∑
g∈G

∣∣∣Fix (g)
∣∣∣ =

∣∣M ∣∣ =
∑
t∈T

∣∣∣ Stab (t)
∣∣∣.

Åñëè x ∼G y, òî ýòî ýëåìåíòû îäíîé îðáèòû è
Orb (x) = Orb (y). Òîãäà ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà �∣∣ Stab (x)

∣∣ =
|G|

|Orb (x)|
=

|G|
|Orb (y)|

=
∣∣ Stab (y)

∣∣.
Âûáåðåì ïî ïðåäñòàâèòåëþ t1, . . . , tC(G) èç âñåõ

C(G) îðáèò. Òîãäà∣∣M ∣∣ =
∑
t∈T

∣∣∣ Stab (t)
∣∣∣ =

C(G)∑
i=1

∣∣ Stab (ti)
∣∣·∣∣Orb (ti)

∣∣ =

=

C(G)∑
i=1

|G|∣∣Orb (ti)
∣∣ ·∣∣Orb (ti)

∣∣ = |G|
C(G)∑
i=1

1 = |G|·C(G).

�

Ïðèìåð 2.2. Äåéñòâèå ÷åòâåðíîé ãðóïïû Êëåéíà
V4 = { e, a, b, ab } íà ìíîæåñòâå T = { t1, . . . , t6 },
n = 4, N = 6.

◦ e a b ab
e e a b ab
a a e ab b
b b ab e a
ab ab b a e

g ∗ t t1 t2 t3 t4 t5 t6
e t1 t2 t3 t4 t5 t6
a t2 t1 t4 t3 t6 t5
b t3 t4 t1 t2 t5 t6
ab t4 t3 t2 t1 t6 t5

Óäîáíåå îòîáðàçèòü ïåðåñòàíîâêè ãðàôè÷åñêè.
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Type(e) = 〈6, 0, 0, 0, 0, 0〉, Type(a) = 〈0, 3, 0, 0, 0, 0〉,
T ype(b) = 〈2, 2, 0, 0, 0, 0〉, T ype(ab) = 〈0, 3, 0, 0, 0, 0〉.

C(e) = 6, C(a) = C(ab) = 3, C(b) = 4.

Stab (t1) = Stab (t2) = Stab (t3) = Stab (t4) = e 6 V4,

Stab (t5) = Stab (t6) = 〈e, b〉 6 V4.

Fix (a) = Fix (ab) = ∅, Fix (b) = {t5, t6}, Fix (e) = T.∣∣Orb (t1)
∣∣ =

4

1
= 4,

∣∣Orb (t5)
∣∣ =

4

2
= 2.

C(V4) =
1

4

∑
g∈G

∣∣Fix (g)
∣∣ =

6 + 2

4
= 2 =

=
1

4

∑
t∈Ω

∣∣ Stab (t)
∣∣ =

4 · 1 + 2 · 2
4

= 2.

Êàê ïðèìåíÿòü ëåììó ¾íå-Á¼ðíñàéäà?¿

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè íà-
äî ïðåäñòàâèòü ýêâèâàëåíòíûå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà
T êàê êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè äåéñòâèÿ G :

α
T íåêî-

òîðîé ãðóïïû G íà T è ïî ëåììå îïðåäåëèòü C(G).



2.1. Òåîðèÿ Ïîéà 37

Çàäà÷à 2.1 (ïðî ñëîâà; ðåøåíèå ïðÿìûì èñïîëüçîâà-
íèåì ëåììû Á¼ðíñàéäà). Ñîñòàâëÿþòñÿ ñëîâà äëèíû
l > 2 èç àëôàâèòà A = { a1, . . . , aq }. Ñëîâà ñ÷èòà-
þòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îíè ïîëó÷àþòñÿ îäíî èç
äðóãîãî ïåðåñòàíîâêîé êðàéíèõ áóêâ.

Îïðåäåëèòü ÷èñëî S íåýêâèâàëåíòíûõ ñëîâ.

Ðåøåíèå. T = Al � ìíîæåñòâî ñëîâ äëèíû l â àëôà-
âèòå A, |T | = N = q l.

Íàäî ïðåäñòàâèòü ýêâèâàëåíòíîñòè êàê îðáèòû íå-
êîòîðîãî äåéñòâèÿ ïîäõîäÿùåé ãðóïïû G íà T .

Î÷åâèäíî, äâóêðàòíàÿ êðàéíèõ áóêâ ïåðåñò-
àíîâêà íå ìåíÿåò íè÷åãî, è ïîýòîìó ïîäõîäèò
G ∼= Z2 = { e, f }. Äåéñòâèå f : ïåðåñòàâëÿåò â ñëîâå
êðàéíèå áóêâû.

×èñëî S íåýêâèâàëåíòíûõ ñëîâ = ÷èñëî êëàññîâ
ýêâèâàëåíòíîñòè äåéñòâèÿ Z2 :

α
T �∣∣Fix (e)

∣∣ =
∣∣T ∣∣ = q l ,

∣∣Fix (f)
∣∣ = ql−2 · q = ql−1.

S = C(Z2) =
1

2

∑
g∈G

∣∣Fix (g)
∣∣ =

ql−1(q + 1)

2
.

Òåîðèÿ Ïîéà ýôôåêòèâíà äëÿ ïðèìåíåíèÿ â îò-
íîøåíèè îáúåêòîâ, èìåþùèõ áîëüøóþ âíóòðåííþþ
ñèììåòðèþ.

Êëàññè÷åñêèìè ïðèìåðàìè ÿâëÿþòñÿ çäåñü ïëàòî-
íîâû òåëà è ¾îæåðåëüÿ¿.

Ïëàòîíîâû òåëà � ïðàâèëüíûå 3-ìåðíûå ìíîãî-
ãðàííèêè. Ðàññìàòðèâàåì èõ ãðóïïû âðàùåíèé (ñàìî-
ñîâìåùåíèé) â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.
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Ïëàòîíîâû òåëà Ãðóïïà Ïîðÿäîê
âðàùåíèÿ ãðóïïû

òåòðàýäð T (òåòðàýäðà) 12
êóá è îêòàýäð O (îêòàýäðà) 24

èêîñàýäð è äîäåêàýäð Y (èêîñàýäðà) 60

Èêîñàýäð èìååò 20 ãðàíåé, 30 ð¼áåð è 12 âåðøèí.

Îêòàýäð Èêîñàýäð Äîäåêàýäð

T � ãðóïïà âðàùåíèÿ òåòðàýäðà

T = 〈 t, f | t3, f 2, (ft)3 〉, ãäå:

t � âðàùåíèå íà 120◦ âîêðóã îñè,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç âåðøèíó è öåíòð
òåòðàýäðà (M�M); òàêèõ îñåé 4.

f � âðàùåíèå íà 180◦ âîêðóã îñè,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòðû äâóõ
ïðîòèâîïîëîæíûõ ð¼áåð (���);
òàêèõ îñåé 3.

|T | = (3− 1) · 4 + (2− 1) · 3 + 1 = 12.

Òåòðàýäð äâîéñòâåíåí ñàìîìó ñåáå, ïîýòîìó äåé-
ñòâèå íà ãðàíè ñîâïàäàåò ñ äåéñòâèåì íà âåðøèíû.
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O � ãðóïïà âðàùåíèÿ îêòàýäðà (= êóáà)

O = 〈 t, f, r | t4, f 2, r3, (fr)4 〉, ãäå:
t � âðàùåíèå íà 90◦ âîêðóã îñè,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ñåðåäèíû äâóõ
ïðîòèâîïîëîæíûõ ãðàíåé (2�2),
òàêèõ îñåé 3;

f � âðàùåíèå íà 180◦ âîêðóã îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
ñåðåäèíû äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ ð¼áåð (◦�◦), òàêèõ
îñåé 6;
r � âðàùåíèå íà 120◦ âîêðóã îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
äâå ïðîòèâîïîëîæíûå âåðøèíû (M�M) òàêèõ îñåé 4.

|O| = 3 · 3 + 1 · 6 + 2 · 4 + 1 = 24.

Ïîñêîëüêó |G| = |Gx| · [G : Gx], òî ÷èñëî ýëåìåí-
òîâ â ãðóïïå âðàùåíèÿ ïðàâèëüíîãî ìíîãîãðàííèêà
åñòü

∣∣E0

∣∣ · ∣∣V ∣∣, ãäå ∣∣E0

∣∣ � ÷èñëî ð¼áåð, âûõîäÿùèõ èç
îäíîé âåðøèíû (= ïîðÿäîê ñòàöèîíàðíîé ïîäãðóïïû
âåðøèíû, òî åñòü âñå âðàùåíèÿ, îñòàâëÿþùèå å¼ íà
ìåñòå), à

∣∣V ∣∣ � ÷èñëî âåðøèí ìíîãîãðàííèêà (= èí-
äåêñ ãðóïïû ïî ñòàöèîíàðíîé ïîäãðóïïå).

Öèêëîâîé èíäåêñ. Ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíûé
ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ C(G) � êîëè÷åñòâà êëàññîâ ýêâè-
âàëåíòíîñòè (= îðáèò).

Ñîïîñòàâèì êàæäîé ïåðåñòàíîâêå g ∈ G âåñ w(g)
ïî ïðàâèëó:

Type(g) = 〈ν1, . . . , νN〉 ⇒ w(g) = xν11 · . . . · x
νN
N︸ ︷︷ ︸

ìîíîì

.
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Îïðåäåëåíèå 2.3. Ñðåäíèé âåñ ïîäñòàíîâîê â ãðóïïå
íàçûâàåòñÿ öèêëîâûì èíäåêñîì äåéñòâèÿ G :

α
T :

P (G :
α
T, x1, . . . , xN) =

1

|G|
∑
g∈G

w(g) =

=
1

|G|
∑
g∈G

xν11 · . . . · x
νN
N .

(Ýòî ïðîèçâîäÿùèé ïîëèíîì ìíîãèõ ïåðåìåííûõ)
Áóäåì òàêæå èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ

PG(x1, . . . , xN) è PG, P (G).

Ïðèìåð 2.4. Âû÷èñëèì öèêëîâîé èíäåêñ äåéñòâèÿ
ãðóïïû âñåõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðàâèëüíîãî òðåóãîëü-
íèêà â ñåáÿ (òî åñòü îñòàâëÿþùèõ åãî íåïîäâèæíûì),
íà åãî ñòîðîíû.

Ðåøåíèå. T � âåðøèíû òðåóãîëüíèêà, N = 3.
G ∼= S3 � âñå ïåðåñòàíîâêè ñòîðîí, |G| = n = 3! = 6.

G :
α
T � ñàìîäåéñòâèå ãðóïïû S3

Òðåóãîëüíèê �
ñàìîäâîéñòâåííàÿ ôèãóðà ⇒
⇒ äåéñòâèå íà ñòîðîíû =
= äåéñòâèå íà âåðøèíû

G = T = 〈 t, f | t3, f 2, t2f = tf 〉,
t � âðàùåíèå âîêðóã öåíòðà íà 120◦ â äàííîì íà-

ïðàâëåíèè;
f � îòðàæåíèå îòíîñèòåëüíî âûáðàííîé îñè, ïðî-

õîäÿùåé ÷åðåç âåðøèíó è öåíòð òðåóãîëüíèêà.

Im(G :
α
T ) ∼=

∼=
{
e, (ABC)︸ ︷︷ ︸

t

, (ACB)︸ ︷︷ ︸
t2

, (BC)︸ ︷︷ ︸
f

, (AC)︸ ︷︷ ︸
tf

, (AB)︸ ︷︷ ︸
t2f

}
.
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g ∈ S3 Type(g) w(g) # ìîíîìîâ

e 〈 3, 0, 0 〉 x3
1 1

t, t2 〈 0, 0, 1 〉 x1
3 2

f, tf, t2f 〈 1, 1, 0 〉 x1
1x

1
2 3

Âñåãî 6

P (S3) =
1

6

[
x3

1 + 2x1
3 + 3x1

1x
1
2

]
,

� öèêëîâîé èíäåêñ ñàìîäåéñòâèÿ ãðóïïû S3, èëè, ÷òî
òî æå, ãðóïïû ñèììåòðèè òðåóãîëüíèêà.

Ïðèìåíåíèå öèêëîâîãî èíäåêñà. Ïóñòü çàäàíû
ìíîæåñòâî T , ãðóïïà G è äåéñòâèå G :

α
T .

1. Ïðèïèøåì êàæäîìó ýëåìåíòó T îäíî èç r çíà-
÷åíèé (íåôîðìàëüíî: ïîêðàñèì â îäèí èç r öâå-
òîâ). Âñåãî, î÷åâèäíî, èìååòñÿ rN ðàñêðàñîê.

2. Íå áóäåì ðàçëè÷àòü ðàñêðàñêè, åñëè ïðè ïðåî-
áðàçîâàíèè g : t→ t ′ ýëåìåíò t ′ ðàñêðàøåí òàê-
æå êàê è t. Íàïðèìåð, ïîâîðîò íà 90◦ � íå äà¼ò
íîâîãî ðàñêðàøèâàíèÿ âåðøèí êâàäðàòà:

Âîïðîñ: Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò íåýêâèâàëåíòíûõ ðàñ-
êðàñîê = êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè?
Îòâåò: Ýòî çíà÷åíèå âû÷èñëÿåòñÿ ÷åðåç öèêëîâîé èí-
äåêñ. Èìååì �

1. Êàæäûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ýòî g-öèêë; èõ
C(g) = ν1 + . . .+ νN øòóê.

2. Êàæäàÿ ïåðåñòàíîâêà g ∈ G ñ òèïîì
〈 ν1, . . . , νN 〉 áóäåò èìåòü |Fix (g)| = rC(g) íåïî-
äâèæíûõ òî÷åê: êàæäûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè
ýòî g-öèêë, èõ C(g).
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Îòñþäà, ïî ëåììå Á¼ðíñàéäà, ÷èñëî ïîëó÷åííûõ
êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè = íåýêâèâàëåíòíûõ ðàñêðà-
ñîê:

::::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 2.5.

C(G :
α
T ) = P (G :

α
T, r, . . . , r).

Çàäà÷è íà ïðèìåíåíèå öèêëîâîãî èíäåêñà

Çàäà÷à 2.2 (ïðî ñëîâà; ðåøåíèå, èñïîëüçóþùåå öèê-
ëîâîé èíäåêñ). Îïðåäåëèòü ÷èñëî S íåýêâèâàëåíòíûõ
ñëîâ äëèíû l > 2 â q-áóêâåííîì àëôàâèòå, åñëè ýêâè-
âàëåíòíûìè ñ÷èòàþòñÿ ñëîâà, ïîëó÷àþùèåñÿ äðóã èç
äðóãà ïåðåñòàíîâêîé êðàéíèõ áóêâ.

Áûëî ðåøåíèå: S = q l+q l−1

2 .
Íîâîå ðåøåíèå: G = { e, g } ∼= Z2;

T : ©
l−2︷ ︸︸ ︷

© . . .©©︸ ︷︷ ︸
l

.

g ∈ G Type(g) w(g) # ìîíîìîâ

e 〈 l, 0, . . . , 0 〉 xl1 1

g 〈 l − 2, 1, 0, . . . , 0 〉 xl−2
1 x1

2 1

Öèêëîâîé èíäåêñ: P (x1, . . . , xl) =
1

2

[
xl1 + xl−2

1 x1
2

]
.

S = P (q, . . . , q) =
q l + q l−1

2
.

Êëàññè÷åñêàÿ êîìáèíàòîðíàÿ çàäà÷à îá îæåðåëüÿõ

� Îæåðåëüå � îêðóæíîñòü, íà êîòîðîé íà ðàâíûõ
ðàññòîÿíèÿõ ïî äóãå ðàñïîëàãàþòñÿ ¾áóñèíû¿.
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� Çàäà÷à îá îæåðåëüÿõ: ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ îæå-
ðåëèé ìîæíî ñîñòàâèòü èç N áóñèí r öâåòîâ?

� Êàêèå îæåðåëüÿ ñ÷èòàòü íåðàçëè÷èìûìè?
Âàðèàíòû: åñëè îäíî ïîëó÷àåòñÿ èç äðóãîãî ñà-
ìîñîâìåùåíèåì �

1) òîëüêî ïîâîðîòîì â ïëîñêîñòè (êàðóñåëü,
ñàìîäåéñòâèå öèêëè÷åñêîé ãðóïïû ZN ;

2) ïîâîðîòîì è ïåðåâîðîòîì â ïðîñòðàíñòâå �
ñàìîäåéñòâèå ãðóïïû äèýäðà (äâîéíîé ïè-
ðàìèäû) DN .

Çàäà÷à 2.3 (îá îæåðåëüÿõ N = 5, r = 3; 1-é âàðèàíò).
Ñêîëüêî ðàçíûõ îæåðåëèé ìîæíî ñîñòàâèòü èç 5 áó-
ñèí 3 öâåòîâ?

1. Îæåðåëüÿ îäèíàêîâû, åñëè îäíî ïîëó÷àåòñÿ èç äðó-
ãîãî ïîâîðîòîì.
Ðåøåíèå. G ∼= Z5 = 〈t〉, t5 = e, n = 5.

Ýëåìåíò Z5 Type(g) w(g) # ìîíîìîâ

e 〈 5, 0, 0, 0, 0 〉 x5
1 1

t, t2, t3, t4 〈 0, 0, 0, 0, 1 〉 x5 4

Öèêëîâîé èíäåêñ: P (x1, . . . , x5) =
1

5

[
x5

1 + 4x5

]
.

#Col(3) = P (3, . . . , 3) =
35 + 4 · 3

5
= 51.

Çàäà÷à 2.4 (Îëèìïèàäû ¾Ïîêîðè Âîðîáü¼âû ãîðû �
2009¿). Äëÿ 50 äåòåé äåòñêîãî ñàäà çàêóïëåíû 50 îäè-
íàêîâûõ òàðåëîê. Ïî êðàþ êàæäîé òàðåëêè ðàâíîìåð-
íî ðàñïîëîæåíî 5 áåëûõ êðóæî÷êîâ.
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Âîñïèòàòåëè õîòÿò ïåðåêðàñèòü êàêèå-ëèáî èç
ýòèõ êðóæî÷êîâ â äðóãîé öâåò òàê, ÷òîáû âñå òàðåëêè
ñòàëè ðàçëè÷íûìè.

Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî äîïîëíèòåëüíûõ öâåòîâ
ïîòðåáóåòñÿ èì äëÿ ýòîãî?

Êàê äîëæíû áûëè ðåøàòü øêîëüíèêè.
Ïóñòü òðåáóåòñÿ r öâåòîâ. Îòáðîñèì r âàðèàíòîâ

ðàñêðàñêè â îäèí öâåò. ×èñëî îñòàëüíûõ âàðèàíòîâ �

áåç ó÷¼òà âîçìîæíîñòè ïîâîðîòà òàðåëêè: r5 − r;

ñ ó÷¼òîì ïîâîðîòà:
r5 − r

5
(êàæäûé âàðèàíò ïîâòî-

ðÿåòñÿ 5 ðàç).

Èòîãî: #Col(r) =
r5 − r

5
+ r =

r5 + 4r

5
è ïðè 2-õ

äîïîëíèòåëüíûõ öâåòàõ � #Col(3) = 51.
Ðåøàÿ ýòó çàäà÷ó ìû äîêàçàëè ìàëóþ òåîðåìó

Ôåðìà:

::::::::::
Òåîðåìà 2.6 (Ôåðìà). Åñëè öåëîå a íå äåëèòñÿ íà ïðî-
ñòîå ÷èñëî p, òî ap−1 ≡p 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×èñëî ðàñêðàñîê áîëåå, ÷åì â îäèí èç

a öâåòîâ ñ ó÷¼òîì ïîâîðîòà �
a(ap−1−1)

p � öåëîå ÷èñëî.

Îòñþäà, åñëè a 6
... p, òî (ap−1−1)

... p, òî åñòü ap−1 ≡p 1.
�

Çàäà÷à 2.5 (îá îæåðåëüÿõ N = 5, r = 3; 2-é âàðèàíò).

2. Îæåðåëüÿ îäèíàêîâû, åñëè îäíî ïîëó÷àåòñÿ èç äðó-
ãîãî ïîâîðîòîì è/èëè ïåðåâîðîòîì.
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Ðåøåíèå. Dn � ãðóïïà äèýäðà ïîðÿäêà 2n:
Dn = 〈 t, f | tn, f 2, tft = f 〉; G = D5.

Ýëåìåíò D5 Type(g) w(g) # ìîíîìîâ

e 〈 5, 0, 0, 0, 0 〉 x5
1 1

t, t2, t3, t4 〈 0, 0, 0, 0, 1 〉 x5 4

f, tf, . . . , t4f 〈 1, 2, 0, 0, 0 〉 x1x
2
2 5

Âñåãî 10

Öèêëîâîé èíäåêñ: P =
1

10

[
x5

1 + 4x5 + 5x1x
2
2

]
.

#Col(3) = P (x1, . . . , x5)
∣∣∣
x1 = ...=x5 = 3

=

=
35 + 4 · 3 + 5 · 33

10
= 39.

Çàäà÷à 2.6 (î ðàñêðàñêå ñòîðîí êâàäðàòà). Ñêîëüêî ñó-
ùåñòâóåò ðàçëè÷íî îêðàøåííûõ êâàäðàòîâ, åñëè èõ
ñòîðîíû ðàñêðàøèâàþò â r öâåòîâ?

Ðåøåíèå. Ãðóïïà ñàìîñîâìåùåíèÿ êâàäðàòà â ïðîñò-
ðàíñòâå � ãðóïïà äèýäðà D4 = 〈 t, f, s 〉, |D4| = 8,
êîòîðàÿ ïîðîæäàåòñÿ òðåìÿ îáðàçóþùèìè:

t : âðàùåíèå íà 90◦ âîêðóã öåíòðà â âûáðàííîì íà-
ïðàâëåíèè;

f : ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
ñåðåäèíû ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí � 2 îñè;

s : ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
ïðîòèâîïîëîæíûå âåðøèíû âåðøèí � 2 îñè.

Ïðè ñàìîäåéñòâèè ãðóïïûD4 (N = 4) å¼ ýëåìåíòû
áóäóò èìåòü ñëåäóþùèå âåñà:
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e : åäèíè÷íàÿ ïåðåñòàíîâêà îñòàâèò âñå ñòîðîíû íà
ìåñòå, òî åñòü èìåþòñÿ 4 öèêëà äëèíû 1, âåñ x4

1

(1 ïåðåñòàíîâêà);

t, t3 : ñòîðîíû öèêëè÷åñêè ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà ïî
è ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, äëèíà öèêëà 4, âåñ x1

4

(2 ïåðåñòàíîâêè);

t2 : ñòîðîíû ïåðåõîäÿò â ïðîòèâîïîëîæíûå, ÷òî äà¼ò
äâà öèêëà äëèíû 2, âåñ � x2

2 (1 ïåðåñòàíîâêà);

f : äâå ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû íà ìåñòå, îñòàëü-
íûå äâå ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè, òî åñòü èìåþòñÿ äâà
åäèíè÷íûõ öèêëà è îäèí äëèíû 2, âåñ � x2

1x
1
2

(1 ïåðåñòàíîâêà, 2 îñè);

s : â äâóõ ïàðàõ ñìåæíûõ ñòîðîí ýëåìåíòû ìåíÿþòñÿ
ìåñòàìè, ÷òî äà¼ò äâà öèêëà äëèíû 2, âåñ � x2

2

(1 ïåðåñòàíîâêà, 2 îñè).

g ∈ D4 Type(g) w(g) #
e 〈4, 0, 0, 0〉 x4

1 1
t, t3 〈0, 0, 0, 1〉 x1

4 2
t2 〈0, 2, 0, 0〉 x2

2 1
f 〈2, 1, 0, 0〉 x2

1x2 2
s 〈0, 2, 0, 0〉 x2

2 2

PD4
(x1, . . . , x4) =

1

8

[
x4

1 + 2x4 + 3x2
2 + 2x2

1x2

]
.

×èñëî ðàñêðàñîê êâàäðàòà â r öâåòîâ:

PD4
(r, . . . , r) =

1

8

[
r4 + 2r + 3r2 + 2r3

]
.

Â ÷àñòíîñòè, â äâà è òðè öâåòà:
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#Col(2) =
24 + 4 · 22 + 24

23
= 2 + 2 + 2 = 6,

#Col(3) =
34 + 2 · 3 + 34

8
= 21.

Çàäà÷à 2.7 (ðàñêðàñêà ãðàíåé êóáà â äâà öâåòà). Ãðàíè
êóáà ðàñêðàøèâàþò â 2 è 3 öâåòà.
Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íî îêðàøåííûõ êóáîâ?

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷åíèå: F ìíîæåñòâî ãðàíåé êóáà;
|F | = N = 6. Âûáåðåì íåêîòîðóþ ãðàíü êóáà (êâàä-
ðàò) è îáîçíà÷èì å¼ ¬, à ïàðàëëåëüíóþ åé � .
Ïåðåíóìåðóåì ïîñëåäîâàòåëüíî âåðøèíû ãðàíè ¬
÷èñëàìè 1, . . . , 4, à âåðøèíû ãðàíè  � ÷èñëàìè
5, . . . , 8 òàê, ÷òî âåðøèíà ñ íîìåðîì i ñìåæíà ñ âåð-
øèíîé ñ íîìåðîì i+ 4, i = 1, 2, 3, 4.

Ïåðåñòàíîâêè äàëåå óêàçàíû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà îñü
âðàùåíèÿ

〈t〉 ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíû ãðàíåé ¬ è ,

〈f〉 ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíû ð¼áåð (3-7) è (1-5),

〈s〉 ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíû (1) è (7),

à ãðàíè îáîçíà÷åíû: (1-2-6-5) ÷åðåç ®, ïàðàëëåëüíàÿ
åé ãðàíü � °, ãðàíü (2-3-7-6) � ÷åðåç ¯, ïàðàëëåëü-
íàÿ åé ãðàíü � ±.

g ∈ O ïåðåñòàíîâêà Type(g) w(g) #

e (¬). . . (±) 〈 6, 0, . . . 〉 x61 1

t, t3 (¬)()(®¯°±) 〈 2, 0, 0, 1, 0, 〉 x21x4 6

t2 (¬)()(®°)(¯±) 〈 2, 2, 0, . . . 〉 x21x
2
2 3

f (¬)(®±)(¯°) 〈 0, 3, 0, . . . 〉 x32 6

r, r2 (¬®±)(¯°) 〈 0, 0, 2, 0, . . . 〉 x23 8

Âñåãî 24
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P (x1, . . . , x6) =
1

24

[
x6

1 + 6x2
1x4 + 3x2

1x
2
2 + 6x3

2 + 8x2
3

]
.

#Col(2) =
1

24

[
26 + 12 · 23 + 3 · 24 + 8 · 22

]
= 10,

#Col(3) =
1

24

[
36 + 12 · 33 + 3 · 34 + 8 · 32

]
= 48.
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Öèêëîâîé èíäåêñ äåéñòâèÿ ãðóïïû îêòàýäðà íà ìíî-
æåñòâå R ð¼áåð êóáà (|R| = N = 12):

g ∈ O Type(g) w(g) #

e 〈 12, 0, . . . 〉 x12
1 1

t, t3 〈 0, 0, 0, 3, 0, 0 〉 x3
4 3 · 2 = 6

t2 〈 0, 6, 0, . . . 〉 x6
2 3

f 〈 2, 5, 0, . . . 〉 x2
1x

5
2 6

r, r2 〈 0, 0, 4, 0, . . . 〉 x4
3 4 · 2 = 8

Âñåãî 24

P (O :
α
R) =

1

24

[
x12

1 + 6x3
4 + 3x6

2 + 6x2
1x

5
2 + 8x4

3

]
.

Öèêëîâîé èíäåêñ äåéñòâèÿ ãðóïïû îêòàýäðà íà ìíî-
æåñòâå V âåðøèí êóáà (|V | = N = 8):

g ∈ O Type(g) w(g) #

e 〈 8, 0, . . . 〉 x8
1 1

t, t3 〈 0, 0, 0, 2, 0, 0 〉 x2
4 3 · 2 = 6

t2 〈 0, 4, 0, . . . 〉 x4
2 3

f 〈 0, 4, 0, . . . 〉 x4
2 6

r, r2 〈 2, 0, 2, 0, . . . 〉 x2
1x

2
3 4 · 2 = 8

Âñåãî 24

P (O :
α
V ) =

1

24

[
x8

1 + 6x2
4 + 9x4

2 + 8x2
1x

2
3

]
.

Çàäà÷à 2.8. Íàéòè öèêëîâîé èíäåêñ òðàíçèòèâíîãî ñà-
ìîäåéñòâèÿ ãðóïïû Z6.
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Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ïîñëåäîâàòåëüíî âåðøèíû
ïðàâèëüíîãî øåñòèóãîëüíèêà áóêâàìè A, . . . , F ,
Z6 = 〈t〉, t � ïîâîðîò íà 60◦.

g ∈ Z6 Type(g) w(g)

e = (A) . . . (F ) 〈 6, 0, 0, 0, 0, 0 〉 x6
1

g = (ABCDEF ) 〈 0, 0, 0, 0, 0, 1 〉 x6

g2 = (ACE)(BDF ) 〈 0, 0, 2, 0, 0, 0 〉 x2
3

g3 = (AD)(BE)(CF ) 〈 0, 3, 0, 0, 0, 0 〉 x3
2

g4 = (AEC)(BFD) 〈 0, 0, 2, 0, 0, 0 〉 x2
3

g5 = (AFEDCB) 〈 0, 0, 0, 0, 0, 1 〉 x6

PZ6
=

1

6

[
x6

1 + x3
2 + 2x2

3 + 2x6

]
=

1

6

∑
d|6

ϕ(d)x
6/d
d ;

D(6) = { 1, 2, 3, 6 }, ϕ(1) = ϕ(2) = 1, ϕ(3) = ϕ(6) = 2

Ïðèâåä¼ì áåç âûâîäà öèêëîâîé èíäåêñ ñàìîäåé-
ñòâèÿ Zn:

P (Zn) =
1

n

∑
d|n

ϕ(d)x
n/d
d , ϕ � ôóíêöèÿ Ýéëåðà.

Çàäà÷à 2.9. Íàéòè öèêëîâîé èíäåêñ äåéñòâèÿ ãðóïïû
ñèììåòðèè ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà (ãðóïïû äèýäðà)
Dn íà åãî âåðøèíû (ñòîðîíû).
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Ðåøåíèå. |Dn| = 2n, n > 2.
1. Ïðè íå÷¼òíûõ n: Dn = 〈 t, f 〉, ãäå

t � âðàùåíèå íà 360◦/n âîêðóã öåíòðà êâàäðàòà,
〈t〉 ∼= Zn;

r � ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé, ïðîõîäÿ-
ùåé ÷åðåç âåðøèíó è öåíòð ìíîãîóãîëüíèêà,
〈r〉 ∼= Z2, n îñåé.

P (Dn) =
1

2n

∑
d|n

ϕ(d)x
n /d
d + nx1x

(n−1)/2
2

 =

=
1

2
P (Zn) +

1

2
x1x

(n−1)/2
2 .

2. Ïðè ÷¼òíûõ n: Dn = 〈 t, f, s 〉, ãäå
t � òî æå;

f � ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíîå ïðÿìîé, ïðîõîäÿ-
ùåé ÷åðåç ñåðåäèíû ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí,
〈f〉 ∼= Z2, n/2 îñåé;

s � ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíîå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç ïðîòèâîïîëîæíûå âåðøèí, 〈s〉 ∼= Z2, n/2
îñåé.

P (Dn) =
1

2n

∑
d|n

ϕ(d)x
n/d
d +

n

2
x
n /2
2 +

n

2
x2

1x
n/2−1
2

 =

=
1

2
P (Zn) +

1

4

[
x
n/2
2 + x2

1x
n/2−1
2

]
.
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Ïðèâåä¼ì áåç âûâîäà öèêëîâîé èíäåêñ ñàìîäåé-
ñòâèÿ Sn:

P (Sn) =
∑

(j1,...,jn)∈Nn
0

1j1+2j2+...+njn =n

xj11 x
j2
2 . . . x

jn
n

(1j1j1!)(2j2j2!) . . . (njnjn!)
,

2.2 Òåîðåìà Ïîéà

Ê ìíîæåñòâó T , |T | = N , ãðóïïå G, |G| = n è
äåéñòâèþ G :

α
T äîáàâèì ìíîæåñòâî R = {c1, . . . , cr},

ìåòîê (¾êðàñîê¿), è ñîâîêóïíîñòü ôóíêöèé

RT � ïðèïèñûâàíèÿ ìåòîê ýëåìåíòàì T

(ðàñêðàøèâàíèé).

Ãðóïïà G, äåéñòâóÿ íà T , äåéñòâóåò è íà RT � îïå-
ðàöèÿ ◦ : RT ×G ◦

= RT .
Ïðèäàäèì âåñ ýëåìåíòàì R: w(ci) = yi, i = 1, r.

::::::::::
Òåîðåìà 2.7 (Ðåäôèëäà-Ïîéà; 1927, 19372)). Öèêëîâîé
èíäåêñ äåéñòâèÿ ãðóïïû G íà RT åñòü

W (RT ) = (G :
α
RT , y1, . . . , yr) =

= P (G :
α
T, x1, . . . , xN)

∣∣∣∣
xk=yk1+...+ykr , k=1,N

.

2) Âïåðâûå îïóáëèêîâàíà Ä. Ã. Ðåäôèëäîì â 1927 ã., íî åãî ðàáîòà îñòà-
ëàñü íåçàìå÷åííîé. Íåçàâèñèìî äîêàçàíà Ä. Ïîéà â 1937 ã. ñ äåìîíñòðà-
öèåé ïðèìåíèìîñòè ðåçóëüòàòà ê ïåðå÷èñëåíèþ õèìè÷åñêèõ ñîåäèíåíèé.
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:::::::::::::
Ñëåäñòâèå (ëåììà Á¼ðíñàéäà). Åñëè âñå âåñà âûáðà-
íû îäèíàêîâûìè (òî åñòü y1 = . . . = yr = 1), òî
x1 = . . . = xN = r è W (RT ) � ÷èñëî êëàññîâ ýêâèâà-
ëåíòíîñòè

W (RT ) = P (G :
α
T, r, . . . , r).

×òî ìîæíî îïðåäåëèòü (ïîäñ÷èòàòü) ñ ïîìîùüþ:

ëåììû Á¼ðíñàéäà � îáùåå ÷èñëî íåýêâèâàëåíòíûõ
ðàçìåòîê (ðàñêðàñîê);

òåîðåìû Ðåäôèëäà-Ïîéà � ÷èñëî ðàçìåòîê, ñîäåð-
æàùèõ äàííîå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ êîíêðåò-
íîãî öâåòà.

Óñëîæíèì çàäà÷ó îá îæåðåëüÿõ:

Çàäà÷à 2.10 (îá îæåðåëüÿõ N = 5, r = 3, ïðîäîëæå-
íèå, áîëåå ñëîæíûé âàðèàíò). Öâåòà � êðàñíûé, ñè-
íèé, çåë¼íûé. Îæåðåëüÿ îäèíàêîâû, åñëè îäíî ïîëó-
÷àåòñÿ èç äðóãîãî ïîâîðîòîì è ïåðåâîðîòîì. Ñêîëüêî
èìååòñÿ îæåðåëèé, èìåþùèõ ðîâíî 2 êðàñíûå áóñè-
íû?

Ðåøåíèå. Áûëî: G = D5, öèêëîâîé èíäåêñ

P (x1, . . . , x5) =
1

10

[
x5

1 + 4x5 + 5x1x
2
2

]
,

âñåãî îæåðåëèé P (3, . . . , 3) = 39 (òîëüêî ïîâîðîò �
èõ 51).

x1 = y1 + y2 + y3, x2 = y2
1 + y2

2 + y2
3, x5 = y5

1 + y5
2 + y5

3.
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 w(êðàñíûé) = y1,
w(ñèíèé) = y2,
w(çåë¼íûé) = y3,

⇒
{
y1 = y,
y2 = y3 = 1,

⇒

⇒

 x1 = y + 2,
x2 = y2 + 2,
x5 = y5 + 2.

P (y) =
5∑
i=1

uiy
i;

u2 =?

P (y) =
1

10

[
(y+ 2)5 + 4(y5 + 2) + 5(y+ 2)(y2 + 2)2

]
=

=
1

10

[
. . .+C 2

5 23y2 + . . .+ 5(y + 2)(y4 + 4y2 + 4)
]

=

=
1

10

[
. . .+ (10 · 8 + 5 · 2 · 4)y2 + . . .

]
.

u2 = 8 + 4 = 12.

Çàäà÷à 2.11. Âåðøèíû êóáà ïîìå÷àþò êðàñíûìè è ñè-
íèì öâåòàìè. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò

1) ðàçíîïîìå÷åííûõ êóáîâ;

2) êóáîâ, ó êîòîðûõ ïîëîâèíà âåðøèíû êðàñíûå;

3) êóáîâ, ó êîòîðûõ íå áîëåå 2 êðàñíûõ âåðøèí?

Ðåøåíèå. Öèêëîâîé èíäåêñ äåéñòâèÿ ãðóïïû O íà
âåðøèíû êóáà �

P (O :
α
V ; x1, . . . x8) =

1

24

[
x8

1 + 6x2
4 + 9x4

2 + 8x2
1x

2
3

]
.

1) #Col(2) = P (2, . . . , 2) =

=
28 + 6 · 22 + 9 · 24 + 8 · 4 · 4

3 · 23
= 23.



2.2. Òåîðèÿ Ïîéà 55

2) w(êðàñíûé) = y, w(ñèíèé) = 1,
xk = yk + 1, k = 1, 8:

#Col(4, 4) =
1

24

[
(y+1)8 +6 ·(y4 +1)2 +9 ·(y2 +1)4+

+ 8 · (y + 1)2(y3 + 1)2
]

=

=
1

24

[
. . .+ C 2

8 y
2 + C 4

8 y
4 + 6 · 2y4 . . .+

. . .+9(. . .+4y2+6y4+. . .)+8(y2+2y+1)(y6+2y3+1)
]
.

u4 =
1

24

[
70 + 9 · 6 + 6 · 2 + 8 · 2 · 2

]
=

168

24
= 7.

3) #Col(6 2, ∗) = u0 +u1 +u2, î÷åâèäíî u0 = u1 = 1.

u2 =
28 + 36 + 8

24
= 3.

#Col(6 2, ∗) = 1 + 1 + 3 = 5.

Çàäà÷à 2.12. Ðàññìîòðèì ìîëåêóëû 4-âàëåíòíîãî óã-
ëåðîäà C, ãäå íà ìåñòå × ìîãóò íàõîäèòñÿ

CH3 � ìåòèë, C2H5 � ýòèë,

H � âîäîðîä, Cl � õëîð.

Íàïðèìåð � äèõëîðáóòàí (íà ðèñóíêå).

Íàéòè

1) îáùåå ÷èñëî M âñåõ ìîëåêóë;
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2) ÷èñëî ìîëåêóë ñ H = 0, 1, 2, 3, 4 ïðèñîåäèí¼ííû-
ìè àòîìàìè âîäîðîäà.

Ðåøåíèå. Êàêàÿ ãðóïïà äåéñòâóåò è íà êàêîì ìíî-
æåñòâå? Ãðóïïà T íà ìíîæåñòâå âåðøèí òåòðàýäðà.

g ∈ T Type(g) w(g) #

e 〈 4, 0, 0, 0 〉 x4
1 1

t, t2 〈 1, 0, 1, 0 〉 x1x3 4 · 2 = 8

f 〈 0, 2, 0, 0 〉 x2
2 3

P (T :
α
V ) =

1

12

[
x4

1 + 8x1x3 + 3x2
2

]
1. Èìååì 4 ðàäèêàëà, ïîýòîìó x1 = . . . = x4 = 4 è

M = P (x1, . . . , x4) =
44 + 8 · 4 · 4 + 3 · 42

3 · 4
= 36.

2. Âåñà: y1 = H, y2 = y3 = y4 = 1.
Ïîäñòàíîâêà â P : xk = Hk + 3, k = 1, 4.

P (H) =

=
1

12

[
(H + 3)4+8 (H + 3)

(
H3 + 3

)
+3
(
H2 + 3

)2 ]
=

=
1

12

[ (
H4 + 4 · H3 · 3 + 6 · H2 · 9 + 4 · H · 27 + 81

)
+

+8
(
H4 + 3H3 + 3H + 9

)
+ 3

(
H4 + 6H2 + 9

) ]
=

= 1 · H4 + 3 · H3 + 6 · H2 + 11 · H + 15.

Èòîãî èìååòñÿ ìîëåêóë ñ ÷èñëîì àòîìà âîäîðîäà:
ñ 4-ìÿ � 1 øò., ñ 3-ìÿ � 3 øò., ñ 2-ìÿ � 6 øò., ñ 1-
ì � 11 øò., áåç àòîìîâ âîäîðîäà � 15 øò., âñåãî �
1 + 3 + 6 + 11 + 15 = 36.
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Çàäà÷à 2.13 (îá îæåðåëüÿõ ñî ñòîèìîñòüþ). Ñòîèìîñ-
òè êàìåíåé äëÿ îæåðåëèé ðàâíû: êðàñíîãî � 1 åä.,
ñèíåãî � 2 åä., çåë¼íîãî � 3 åä. Ñêîëüêî ñóùåñòâó-
åò îæåðåëèé èç 15 òàêèõ êàìíåé, ñòîèìîñòü êîòîðûõ
ðàâíà 30 åä.?

Ðåøåíèå. Öèêëîâîé èíäåêñ ñàìîäåéñòâèÿ ãðóïïû
äèýäðà (áûëî ðàíåå):

P (Dn) =
1

2n

∑
d|n

ϕ(d)x
n/d
d +


1
2x1x

(n−1)/2
2 , n íå÷¼òíî,

1
4

[
x
n/2
2 + x2

1x
n/2−1
2

]
, n ÷¼òíî,

Äëÿ n = 15: D(15) = { 1, 3, 5, 15 }

ϕ(1) = 1, ϕ(3) = 2, ϕ(5) = 4, ϕ(15) = 8.

PD15
=

1

30

[
x15

1 + 2x5
3 + 4x3

5 + 8x1
15 + 15x1x

7
2

]
.

Ñ ó÷¼òîì ñòîèìîñòè êàìíåé íåîáõîäèìàÿ ïîäñòà-
íîâêà â öèêëîâîé èíäåêñ:

êðàñíûé � y1 = y, ñèíèé � y2 = y2, çåë¼íûé � y3 = y3,

îòêóäà xk = yk + y2k + y3k.

W =
1

30

[ (
y + y2 + y3

)15
+ 2

(
y3 + y6 + y9

)5
+

+ 4
(
y5 + y10 + y15

)3
+ 8

(
y10 + y30 + y45

)1
+

+15
(
y + y2 + y3

) (
y2 + y4 + y6

)7 ]
= . . .+u30y

30+. . . .

u30 = 59 788.
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2.3 Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè

Çàäà÷à 2.14. Íàéòè öèêëîâîé èíäåêñ äëÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì îïðåäåë¼ííîãî ñàìîäåéñòâèÿ ÷åòâåðíîé
ãðóïïû Êëåéíà
V4 =

{
e, a, b, ab | a2 = b2 = (ab)2 = e2 = e, ab = ba

}
:

1.
e :

(
e a b ab
e a b ab

)
, a :

(
e a b ab
a e ab b

)
,

b :

(
e a b ab
b ab e a

)
, ab :

(
e a b ab
ab b a e

)
;

2.
e :

(
e a b ab
e a b ab

)
, a :

(
e a b ab
a e b ab

)
,

b :

(
e a b ab
e a ab b

)
, ab :

(
e a b ab
a e ab b

)
.

Ðåøåíèå. Âåçäå ãðóïïà Êëåéíà V4 äåéñòâóåò íà ñâîè
æå ýëåìåíòû.

1)

g Type(g) w(g) #

e 〈 4, 0, 0, 0 〉 x4
1 1

a, b, ab 〈 0, 2, 0, 0 〉 x2
2 3

PV4 =
1

4

[
x4

1 + 3x2
2

]
.

2)

g Type(g) w(g) #

e 〈 4, 0, 0, 0 〉 x4
1 1

a, b 〈 2, 1, 0, 0 〉 x2
1x2 2

ab 〈 0, 1, 0, 0 〉 x2 1

P ′V4 =
1

4

[
x4

1 + 2x2
1x2 + x2

]
.
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Ïåðâàÿ ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê åñòü íîðìàëüíàÿ ïîä-
ãðóïïà S4, à âòîðàÿ � íåò.

Çàäà÷à 2.15. Íà ñòåêëÿííûõ ïëàñòèíàõ ðèñóþò îäèíà-
êîâûå ïðÿìîóãîëüíèêè (íå êâàäðàòû) è ðàñêðàøèâà-
þò èõ âåðøèíû â 3 öâåòà. Ñêîëüêî ìîæíî íàðèñîâàòü
òàêèõ ðàçëè÷íûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ?

Ðåøåíèå. Íàéä¼ì öèêëîâîé èíäåêñ P (R :
α
V ) äåé-

ñòâèÿ ãðóïïû R ñàìîñîâìåùåíèé ïðÿìîóãîëüíèêà â
ïðîñòðàíñòâå íà åãî âåðøèíû.

g ∈ R Type(g) w(g) #

e 〈 4, 0, 0, 0 〉 x4
1 1

t 〈 0, 2, 0, 0 〉 x2
2 1

f 〈 0, 2, 0, 0 〉 x2
2 2

P (R :
α
V ; x1, x2, x3, x4) =

1

4

[
x4

1 + 3x2
2

]
×èñëî ïðÿìîóãîëüíèêîâ:

#Col(3) = P (R :
α
V ; 3, . . . , 3) =

81 + 27

4
= 27

Çàäà÷à 2.16. Êâàäðàòíàÿ ñòåêëÿííàÿ ïëàñòèíà ðàçäå-
ëåíà íà 9 ðàâíûõ êâàäðàòîâ, êîòîðûå ðàñêðàøèâà-
þòñÿ â îäèí èç 2 öâåòîâ.
Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçíîîêðàøåííûõ ïëàñòèí?

Ðåøåíèå. Íà ìíîæåñòâî T èç N = 9 êâàäðàòîâ ñòåê-
ëÿííîé ïëàñòèêè äåéñòâóåò ãðóïïà D4 = 〈 t, f, s 〉,
t4 = f 2 = s2 = e, ãäå

t � âðàùåíèå íà 90◦ âîêðóã öåíòðà êâàäðàòà;
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f � îòðàæåíèå îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç ñåðåäèíû ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí;

s � îòðàæåíèå îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé
ïðîòèâîïîëîæíûå âåðøèíû.

Îïðåäåëÿåì öèêëîâîé èíäåêñ äåéñòâèÿ D4 íà T .

g ∈ D4 ïåðåñòàíîâêà Type(g) w(g) #

e (1) . . . (9) 〈 9, 0, . . . 〉 x91 1

t, t3 (5)(1397)(2684) 〈 1, 0, 0, 2, . . . 〉 x1x
2
4 2

t2 (5)(19)(37)(28)(79) 〈 1, 4, 0, . . . 〉 x1x
4
2 1

s, f, . . . (2)(5)(8)(13)(48)(79) 〈 3, 3, 0, . . . 〉 x31x
3
2 4

8
Öèêëîâîé èíäåêñ:

P =
1

8

[
x9

1 + 2x1x
2
4 + x1x

4
2 + 4x3

1x
3
2

]
,

ïîýòîìó

#Col(2) =
29 + 2 · 23 + 25 + 4 · 23 · 23

23
= 102.

Çàäà÷à 2.17. Êîìïîñòåðîì íàçîâ¼ì êâàäðàòíóþ òàá-
ëèöó 4×4, â êîòîðîé êàæäàÿ êëåòêà ìîæåò áûòü ëèáî
ïóñòîé, ëèáî ñîäåðæàòü â öåíòðå ñèìâîë •.

Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ êîìïîñòåðîâ, åñ-
ëè íå ðàçëè÷àòü òå, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû
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îäèí èç äðóãîãî ñàìîñîâìåùåíèÿìè â ïðîñòðàíñòâå?
Ê àíàëîãè÷íîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à î ÷èñëå ôîòîøàáëîíîâ

ðèñóíêîâ ñîåäèíåíèé äëÿ èíòåãðàëüíûõ ñõåì.

Ðåøåíèå. Íàéä¼ì öèêëîâîé èíäåêñ äåéñòâèÿ ãðóïïû
äèýäðà D4 íà 16 êëåòîê êîìïîñòåðà.
D4 = 〈 t, f, s 〉, t4 = f 2 = s2 = e, |D4| = 8.

g ïåðåñòàíîâêà Type(g) w(g) #

e (1) . . . (16) 〈 16, 0, . . . 〉 x161 1

t, t3 (1, 4, 16, 13) . . . (6, 7, 11, 10) 〈 0, 0, 0, 4, . . . 〉 x44 2

t2 (1, 16) . . . (6, 11) 〈 0, 8, 0 . . . 〉 x82 1

f (1, 4) . . . (10, 11) 〈 0, 8, 0, . . . 〉 x82 2

s (1) . . . (16)(2, 5) . . . (12, 15) 〈 4, 6, 0, . . . 〉 x41x
6
2 2

Öèêëîâîé èíäåêñ äåéñòâèÿ ãðóïïû D4 íà ýëåìåí-
òû êîìïîñòåðà:

P (x1, . . . , x4) =
1

8

[
x16

1 + 2x4
4 + 3x8

2 + 2x4
1x

6
2

]
.

Íàëè÷èå/îòñóòñòâèå â êëåòêå ñèìâîëà • îïèñûâàåòñÿ
èõ îòîáðàæåíèåì â äâóõýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî (ðàñ-
êðàñêå â äâà öâåòà), ïîýòîìó ÷èñëî C ðàçëè÷íûõ êîì-
ïîñòåðîâ åñòü

C = P (2, 2, . . .) =
216 + 25 + 3 · 28 + 211

23
= 8548.
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Çàäà÷à 2.18. Íàéòè ÷èñëî ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ðàñ-
êðàñêè ãðàíåé êóáà â 2 è 3 öâåòà.

Ðåøåíèå. Öèêëîâîé èíäåêñ:

P (O :
α
F ) =

1

24

[
x6

1 + 6x2
1x4 + 3x2

1x
2
2 + 6x3

2 + 8x2
3

]
.

#Col(2) = (1/(3 · 23))(26 + 12 · 23 + 3 · 24 + 25) = 10.

#Col(3) = (3 · 8)(36 + 12 · 33 + ·35 + 8 · 32) = 57.

Çàäà÷à 2.19. Îïðåäåëèòü ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ðàñêðàñîê
âñåõ ãðàíåé ïðàâèëüíîé 4-óãîëüíîé ïèðàìèäû Ï â 3
öâåòà.

Ðåøåíèå. Çàíóìåðóåì ïîñëåäîâàòåëüíî áîêîâûå ãðà-
íè Ï ÷èñëàìè 1, . . . 4, à îñíîâàíèå � 5.
G ∼= Z4 = 〈 t 〉, t � âðàùåíèå íà 90◦.

g ∈ Z4 Type(g) w(g) #

e = (1)(2)(3)(4)(5) 〈 5, 0, 0, 0, 0 〉 x5
1 1

t, t3 = (1234)(5) 〈 1, 0, 0, 1, 0 〉 x1x4 2

t2 = (12)(34)(5) 〈 1, 2, 0, 0, 0 〉 x1x
2
2 1

P (x1, . . . , x5) =
1

4

[
x5

1 + 2x1x4 + x1x
2
2

]
,

P (3, . . . , 3) =
35 + 2 · 32 + 33

4
=

9 · 32

4
= 72.

Çàäà÷à 2.20. Íàéòè ÷èñëî ðàñêðàñîê âñåõ ãðàíåé óñå-
÷¼ííîé ïðàâèëüíîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïèðàìèäû â 3
öâåòà.
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Ðåøåíèå. Ïðîíóìåðóåì ãðàíè Ï: áîêîâûå � ñ 1 ïî 4
ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, îñíîâàíèÿ � 5 è 6. Ãðóïïà, äåé-
ñòâóþùàÿ íà Ï � Z4 = 〈 t 〉, t � ïîâîðîò íà 90◦ ïî
÷àñîâîé ñòðåëêå.

g ∈ Z4 ïåðåñòàíîâêà Type(g) w(g) #

e (1) . . . (6) 〈 6, 0, . . . 〉 x6
1 1

t, t3 (1234)(5)(6) 〈 2, 0, 0, 1, 0, 0 〉 x2
1x4 2

t2 (12)(34)(5)(6) 〈 2, 2, 0, . . . 〉 x2
1x

2
2 1

Öèêëîâîé èíäåêñ P =
1

4

[
x6

1 + 2x2
1x4 + x2

1x
2
2

]
.

#Col(3) =
36 + 2 · 32 + 34

4
=

33(27 + 2 + 3)

4
= 216.

Çàäà÷à 2.21. Íàéòè ÷èñëî ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ðàñ-
êðàñêè ãðàíåé òåòðàýäðà â 2 è 3 öâåòà.

Ðåøåíèå. P (T :
α
F, x1, . . . , x4) =

=
1

12

[
x4

1 + 8x1x3 + 3x2
2

]
.

#Col(2) =
24 + 11 · 22

3 · 22
=

4 + 11

3
= 5 .

#Col(3) =
34 + 11 · 32

3 · 4
=

27 + 33

4
=

60

4
= 15.

Çàäà÷à 2.22. Íàéòè ÷èñëî ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ðàñ-
êðàñêè ð¼áåð òåòðàýäðà â 2 è 3 öâåòà.
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Ðåøåíèå. Ãðóïïà T = 〈t, f〉, t3 = f 2 = e, |T | = 12,
ãäå

t � âðàùåíèå íà 120◦ âîêðóã îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
âåðøèíó è öåíòð ñèììåòðèè, 4 îñè;

f � âðàùåíèå íà 180◦ âîêðóã îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
ñåðåäèíû ïðîòèâîïîëîæíûõ ð¼áåð, 3 îñè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç E ìíîæåñòâî ð¼áåð òåòðàýäðà �
|E| = 6 � è îáîçíà÷èì èõ öèôðàìè îò 1 äî 6, ñ÷è-
òàÿ, ÷òî ð¼áðà 1, 2 è 3 èíèöèäåíòíû îäíîé âåðøèíå,
à îñü âðàùåíèÿ, çàäàâàåìîãî ýëåìåíòîì f , ïðîõîäèò
÷åðåç ñåðåäèíû ð¼áåð 1 è 6.

Íàéä¼ì öèêëîâîé èíäåêñ.

g ∈ T Type(g) w(g) #

e = (1) . . . (6) 〈 6, 0, . . . 〉 x6
1 1

t, t2 = (123)(456) 〈 0, 0, 2, 0, . . . 〉 x2
3 8

f = (1)(23)(45)(6) 〈 2, 2, 0, . . . 〉 x2
1x

2
2 3

12

P (T :
α
E, x1, . . . , x6) =

1

12

[
x6

1 + 8x2
3 + 3x2

1x
2
2

]
.

#Col(2) =
26 + 8 · 22 + 3 · 24

3 · 22
=

15 + 9 + 12

3
= 12,

#Col(3) =
36 + 8 · 32 + 3 · 34

3 · 4
= 87.

Çàäà÷à 2.23. Íàéòè ÷èñëî ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ðàñ-
êðàñêè ð¼áåð êóáà â 2 öâåòà.
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Ðåøåíèå. Öèêëîâîé èíäåêñ:

P (O :
α
R) =

1

24

[
x12

1 + 6x3
4 + 3x6

2 + 6x2
1x

5
2 + 8x4

3

]
.

#Col(2) =
212 + 6 · 23 + 3 · 26 + 7 · 27

3 · 23
= 218.

Çàäà÷à 2.24. Íàéòè ÷èñëî ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ðàñ-
êðàñêè âåðøèí êóáà â 2 è 3 öâåòà.

Ðåøåíèå. Öèêëîâîé èíäåêñ:

P (O :
α
V ) =

1

24

[
x8

1 + 6x2
4 + 9x4

2 + 8x2
1x

2
3

]
.

#Col(2) =
28 + 6 · 22 + 9 · 24 + 27

3 · 23
= 23,

#Col(3) =
38 + 6 · 32 + 9 · 34 + 8 · 34

3 · 8
= 333.

Çàäà÷à 2.25. Ñêîëüêèìè ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûìè
ñïîñîáàìè òðè àáñîëþòíî îäèíàêîâûå ìóõè ìîãóò
óñåñòüñÿ â âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî ñåìèóãîëüíèêà, íà-
ðèñîâàííîãî íà ëèñòå áóìàãè?

Ðåøåíèå. Ìíîæåñòâî T � âåðøèíû ñåìèóãîëüíèêà,
íà êîòîðûå äåéñòâóåò ãðóïïà Z7 = 〈 t 〉, t7 = e.

g ∈ Z7 Type(g) w(g) #

e 〈 7, 0, . . . 〉 x7
1 1

t, t2, . . . , t6 〈 0, . . . , 0, 1 〉 x7 6

Öèêëîâîé èíäåêñ ñàìîäåéñòâèÿ Z7:

PZ7
(x1, . . . , x7) =

1

7

[
x7

1 + 6x7

]
=

1

7

∑
d|7

ϕ(d)x
7/d
d .
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×èñëî ðàçëè÷íûõ ðàñêðàñîê â 2 öâåòà (ìóõà
åñòü/íåò), ïðè óñëîâèè îêðàñêè ðîâíî 3 âåðøèí èç
7 åñòü êîýôôèöèåíò u3 ïðè y

3 ïîñëå ïîäñòàíîâêè
x1 7→ y + 1, x7 7→ y7 + 1 â PZ7

:

P (y) =
1

7

[
(y + 1)7 + 6(y + 1)

]
=

1

7

[
. . .+ C 3

7 y
3 + . . .

]
.

u3 =
7!

7 · 3! · 4!
=

5 · 6
2 · 3

= 5.

Çàäà÷à 2.26. Áîêîâûå ãðàíè ïðàâèëüíîé 6-óãîëüíîé
ïèðàìèäû îêðàøèâàþòñÿ â êðàñíûé, ñèíèé è çåë¼íûé
öâåòà. Îïðåäåëèòü

(à) ÷èñëî ðàçëè÷íûõ 2- è 3-öâåòíûõ ïèðàìèä;

(á) ÷èñëî ïèðàìèä ñ îäíîé êðàñíîé ãðàíüþ;

(â) ÷èñëî ïèðàìèä, ó êîòîðûõ íå ìåíåå òð¼õ êðàñ-
íûõ ãðàíåé.

Ðåøåíèå. Èìååì òðàíçèòèâíîå ñàìîäåéñòâèå Z6.

(à) Îáùåå ÷èñëî ïèðàìèä.

P (Z6) =
1

6

∑
d|6

ϕ(d)x
6/d
d =

1

6

[
x6

1 + x3
2 + 2x2

3 + 2x6

]
.

#Col(2) =
1

2 · 3
[
26 + 23 + 2 · 22 + 2 · 2

]
=

4 · 21

3
= 14.

#Col(3) =
1

6

[
36 + 33 + 2 · 32 + 2 · 3

]
=

780

6
= 130.

(á, â) ×èñëî ïèðàìèä ñ 1 è 3 6 êðàñíûìè ãðàíÿìè.
Ïîëàãàåì y1 = y, y2 = y3 = 1 (ñëåäèì çà êðàñíûìè
ãðàíÿìè), x1 = y + 2, x2 = y2 + 2, x3 = y3 + 2.
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P (y) =
1

6

[
(y+2)6+(y2+2)3+2(y3+2)2+2(y6+2)

]
=

=
1

6

[
u0 + u1y + u2y

2 + . . .+ u6y
6
]

=

=
1

6

[ (
26 + 23 + 23 + 4

)
+ 6 · 25y+

+
(
16 · 15 + 2 · 3 · 22

)
y2 + . . .

]
.

u0 = 84/6 = 14, u1 = 25 = 32, u2 = (240+24)/6 = 44.

×èñëî ïèðàìèä ñ:
(á) îäíîé êðàñíîé ãðàíüþ � u1 = 32,
(â) íå ìåíåå, ÷åì 3 êðàñíûìè ãðàíÿìè � #Col(3) −
(u0 + u1 + u2) = 130− (14 + 32 + 44) = 130− 90 = 40.

Çàäà÷à 2.27. Èìåþòñÿ ïëîñêèå áóñèíû, îêðàøåííûå ñ
îäíîé ñòîðîíû â êðàñíûé, ñèíèé è çåë¼íûé öâåòà. Ñî-
ñòàâëÿþò îæåðåëüÿ, ñîäåðæàùèå ïî 8 øò. òàêèõ áóñèí
â ðàâíîîòñòîÿùèõ òî÷êàõ îêðóæíîñòè. Îïðåäåëèòü

à) ÷èñëî ðàçëè÷íûõ 3-öâåòíûõ îæåðåëèé;

á) ÷èñëî îæåðåëèé, ó êîòîðûõ íå ìåíåå òð¼õ êðàñ-
íûõ áóñèí?

Ðåøåíèå. Çäåñü âåçäå � òðàíçèòèâíîå ñàìîäåéñòâèå
öèêëè÷åñêîé ãðóïïû Z8.

D(8) = {1, 2, 4, 8}, ϕ(1) = ϕ(2) = 1, ϕ(4) = 2, ϕ(8) = 4,

P (Z8) =
1

8

∑
d|8

ϕ(d)x
8/d
d =

1

8

[
x8

1 + x4
2 + 2x2

4 + 4x8

]
.

à) Îáùåå ÷èñëî îæåðåëèé:



68 517 ãð. Ãëàâà 2. Òåîðèÿ Ïîéà

#Col(3) =
38 + 34 + 2 · 9 + 4 · 3

8
= 834.

á) Ïîäñ÷èòàåì ÷èñëî X îæåðåëèé, â êîòîðûõ ÷èñëî
êðàñíûõ áóñèí íå áîëåå 3 (òî åñòü 0, 1 è 2) è âû÷òåì
ïîëó÷åííîå êîëè÷åñòâî èç 834.
Ïîëàãàåì y1 = y, y2 = y3 = 1 (ñëåäèì òîëüêî çà
áóñèíàìè êðàñíîãî öâåòà).

Íàéä¼ì êîýôôèöèåíòû u0, u1, u2 ïðè y0, y1, y2

â ïðîèçâîäÿùåì ìíîãî÷ëåíå W ïðè ïîäñòàíîâêå
xk = yk + 2, k = 1, . . . , 8.

P (Z8) =
1

8

[
x8

1 + x4
2 + 2x2

4 + 4x8

]
W =

1

8

[
(y+2)8+(y2+2)4+2(y4+2)2+4(y8+2)

]
=

= u0 + u1y + u2y
2 + . . .+ u8y

8 =

=
1

23

[
(28+24+2·22+8)+8·27y+(C 2

8 ·26+4·23)y2+. . .
]
.

u0 = 25 + 2 + 1 + 1 = 36, u1 = 128,

u2 = 28 · 8 + 4 = 224 + 4 = 228.

Îòñþäà #Col(3 6) = 834 − (36 + 128 +
228) = 834− 392 = 442.

Çàäà÷à 2.28. Ãðàíè êóáà ðàñêðàøèâàþò â äâà öâåòà �
êðàñíûé è ñèíèé. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò êóáîâ

1) ðàçëè÷íî îêðàøåííûõ?

2) ó êîòîðûõ íå ìåíåå 4 ãðàíåé êðàñíûå
(#Col(> 4))?
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Ðåøåíèå. Öèêëîâîé èíäåêñ:

P (O :
α
F ) =

1

3 · 23

[
x6

1 + 6x2
1x4 + 3x2

1x
2
2 + 6x3

2 + 8x2
3

]
.

1) #Col(2) =
26 + 12 · 23 + 3 · 24 + 25

3 · 23
=

30

3
= 10.

2) Ïîëàãàåì w(1) = y, w(2) = 1,
xk = yk + 1, k = 1, 6.

W =
1

24

[
(y+1)6+6(y+1)2(y4+1)+3(y+1)2(y2+1)2+

+ 6(y2 + 1)3 + 8(y3 + 1)2
]
.

#Col(> 4) = u4 + u5 + u6 � ÷èñëî êóáîâ ñ 4,
5 è 6 êðàñíûìè ãðàíÿìè ñîîòâåòñòâåííî. Î÷åâèäíî
u5 = u6 = 1.

Ðàñêðûâàÿ W , íàõîäèì:

W =
1

24

[
. . .+ C 4

6 y
4 + . . .+ 6(y2 + 2y + 1)(y4 + 1) +

+3(y2 + 2y + 1)(y4 + 2y2 + 1)+

+ 6(y6 + 3y4 + 3y2 + 1) + 8(y6 + 2y3 + 1)
]
.

u4 =
15 + 6 + 9 + 18

3 · 8
=

5 + 2 + 3 + 6

8
=

16

8
= 2.

Èòîãî #Col(> 4) = 1 + 1 + 2 = 4.

Çàäà÷à 2.29. Äëÿ ðàñêðàñêè ñòîðîí êâàäðàòà íà ñòåê-
ëÿííîé ïëàñòèíêå èñïîëüçóþò 3 öâåòà � êðàñíûé, ñè-
íèé è çåë¼íûé. Ñêîëüêî ìîæíî ïîëó÷èòü
1) ðàçíîðàñêðàøåííûõ êâàäðàòîâ?

2) êâàäðàòîâ ñ 1 êðàñíûì ðåáðîì è íå áîëåå 2 ñè-
íèõ?
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Ðåøåíèå. Öèêëîâîé èíäåêñ:

P (D4) =
1

8

[
x4

1 + 2x4 + 3x2
2 + 2x2

1x2

]
1) #Col(3) =

1

8
[ 34 + 2 · 3 + 3 · 32 + 2 · 32 · 3 ] =

81 + 6 + 27 + 54

8
=

168

8
=

87 + 81

8
= 21.

2) Ïðè ðàñêðàñêå â 3 öâåòà: xk = yk1 +yk2 +yk3 , k = 1, 4.

Ñëåäèì òîëüêî çà êðàñíûì (y1) è ñèíèì (y2) öâåòàìè:

xk = yk1 + yk2 + 1 , k = 1, 4. Íàõîäèì u10 + u11 + u12.

W =
1

8
[ (y1 + (y2 + 1))4 + 2(y4

1 + y4
2 + 1)+

+ 3(y2
1 + (y2

2 + 1))2 + 2(y1 + (y2 + 1))2(y2
1 + y2

2 + 1) ] =

íàñ èíòåðåñóþò òîëüêî ÷ëåíû ñ y1
1

1

8
[ y4

1+4y3
1(y2+1)+6y2

1(y2+1)2+4y1(y2 + 1)3+(y2+1)+. . .

. . .+ 2(y2
1 + 2y1(y2 + 1) + (y2 + 1)2)(y2

1 + y2
2 + 1) ] =

=
1

8
[. . .+ 4y1(y2 + 1)3 + 4y1(y2 + 1)(y2

2 + 1))] =

=
1

8
[ . . .+ 4y1(y

3
2 + 3y2

2 + 3y1
2 + 1)+

+ 4y1(y
3
2 + y2 + y2

2 + 1) ] =

íàñ èíòåðåñóþò òîëüêî ÷ëåíû ñ y0
2, y

1
2 è y

2
2 ïðè y1 (ñè-

íèõ ð¼áåð � 0, 1, 2)

=
1

8
[ 4 · 7 + 4 · 3 ] =

4 · 10

8
= 5.
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Çàäà÷à 2.30. Ïðèñîåäèíÿÿ ê ñâîáîäíûì
ñâÿçÿì óãëåðîäà áåíçîëüíîãî êîëüöà
àòîìû âîäîðîäà H èëè ìåòèë CH3,
ìîæíî ïîëó÷èòü ìîëåêóëû ðàçíûõ
âåùåñòâ (êñèëîë, áåíçîë è äð.).

1) Ñêîëüêî õèìè÷åñêè ðàçíûõ ìîëåêóë ìîæíî ïî-
ëó÷èòü òàêèì ïóò¼ì?

2) Ñêîëüêî èç íèõ ìîëåêóë ñ ïðèñîåäèí¼ííûìè
0, . . . , 6 àòîìàìè âîäîðîäà?

Ðåøåíèå. Ñàìîäåéñòâèå ãðóïïû äèýäðà D6.

1) Èìååì D6 = 〈 t, f, s 〉, t6 = f 2 = s2 = e,
|D6| = 12 � ãðóïïà äèýäðà ïîðÿäêà 6, ãäå

t � âðàùåíèå íà 60◦ âîêðóã öåíòðà êâàäðàòà;

f � ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç ñåðåäèíû ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí (3
îñè);

s � ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç ïðîòèâîïîëîæíûå âåðøèíû (3 îñè).

Ïðîíóìåðóåì ïîñëåäîâàòåëüíî âåðøèíû ïðàâèëü-
íîãî 6-óãîëüíèêà 1, . . . , 6.

Ïåðåñòàíîâêè íèæå óêàçàíû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà îñü
f ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíû ñòîðîí (2-3) è (5-6), à îñü
s � ÷åðåç âåðøèíû 1 è 4.
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g ∈ D6 ïåðåñòàíîâêà Type(g) w(g) #

e (1) . . . (6) 〈 6, 0, . . . 0 〉 x6
1 1

t, t5 (123456) 〈 0, . . . , 0, 1 〉 x1
6 2

t2, t4 (135)(246) 〈 0, 0, 2, . . . 0 〉 x2
3 2

t3 (14)(25)(36) 〈 0, 3, 0, . . . 0 〉 x3
2 1

f (14)(23)(56) 〈 0, 3, 0, . . . 0 〉 x2
3 3

s (1)(4)(26)(35) 〈 2, 2, 0, . . . 〉 x2
1x

2
2 3

12

P (D6) =
1

12

[
x6

1 + 2x6 + 2x2
3 + 4x3

2 + 3x2
1x

2
2

]
.

Âñåãî ìîëåêóë � ïîäñòàíîâêà x1 = . . . = x6 = 2
(H è ìåòèë CH3):

M =
64 + 4 + 8 + 32 + 3 · 16

3 · 4
=

39

3
= 13.

2) ×èñëî ìîëåêóë ñ 0, . . . , 6 àòîìàìè âîäîðîäà � îáî-
çíà÷åíèå y1 = H, y2 = 1
è ïîäñòàíîâêà xk = Hk + 1, k = 1, 6 â P .

W =
1

12

[
(H+1)6 +3(H+1)2(H2 +1)2 +4(H2 +1)3 +

+ 2(H3 + 1)2 + 2(H6 + 1)
]

=

= H6 + H5 + 3 · H4 + 3 · H3 + 3 · H2 + H + 1 .

Èòîãî: ìîëåêóë ñ ÷èñëîì àòîìîâ âîäîðîäà (êàê ðàäè-
êàëà) � H = 0, 1, 5 è 6 � ïî 1 øò., H = 2, 3 è 4 � ïî
3 øò., âñåãî � 13.

Çàäà÷à 2.31. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò îæåðåëèé èç 6 êðàñ-
íûõ è 12 ñèíèõ áóñèí?
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Ðåøåíèå. Öèêëîâîé èíäåêñ ñàìîäåéñòâèÿ ãðóïïû äè-
ýäðà (áûëî ðàíåå)

P (Dn) =
1

2n

∑
d|n

ϕ(d)x
n/d
d +

{
1
2 x1x

(n−1)/2
2 , n íå÷¼òíî,

1
4

[
x
n/2
2 + x2

1x
n/2−1
2

]
, n ÷¼òíî,

n = 6 + 12 = 18, D(18) = { 1, 2, 3, 6, 9, 18 },

ϕ(1) = 1, ϕ(3) = 2, ϕ(9) = 6,

ϕ(2) = 1, ϕ(6) = 2, ϕ(18) = 6.

Ïî ôîðìóëå: P (D18) =

=
1

36

[
x18

1 +x9
2+2x6

3+2x3
6+6x2

9+6x1
18

]
+

1

4

[
x9

2+x
2
1x

8
2

]
=

=
1

36

[
x18

1 + 10x9
2 + 2x6

3 + 2x3
6 + 6x2

9 + 6x1
18 + 9x2

1x
8
2

]
.

xk = yk + 1, W =

=
1

36

[
(y+1)18 +10(y2 +1)9 +2(y3 +1)6 +2(y6 +1)3+

+ 6(y9 + 1)2 + 6(y18 + 1) + 9(y + 1)2(y8 + 1)8
]

=

=
1

36

[
. . .+

(
C 6

18 + 10C 3
9 + 2C 1

3 + 2C 2
6 + 0 + 0+

+ 9(C 2
8 + C 3

8 )
)
y6
]

=

=
1

36

[
. . .+ (18654 + 840 + 6 + 30 + 756)y6

]
=

= 561y6. Îòâåò. 561.

Çàäà÷à 2.32. Íàéòè ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ðàñêðàñîê ð¼áåð
êóáà â êðàñíûé è ñèíèé öâåòà ñ 5 êðàñíûìè ð¼áðàìè.
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Ðåøåíèå. Ðàíåå áûë íàéäåí öèêëîâîé èíäåêñ äåé-
ñòâèÿ ãðóïïû O íà ð¼áðà êóáà:

P (O :
α
R) =

1

24

[
x12

1 + 6x3
4 + 3x6

2 + 6x2
1x

5
2 + 8x4

3

]
.

Ïðîâåä¼ì ïîäñòàíîâêó xk = yk + 1:

W =
1

24

[
(y + 1)12 + 6(y4 + 1)3 + 3(y2 + 1)6 +

+ 6(y + 1)2(y2 + 1)5 + 8(y3 + 1)4
]

=

=
1

24

[
. . .+

(
C 5

12 + 6C 1
2 C

2
5

)
y5
]

=

=
1

24

[
. . .+(792 + 6 · 2 · 10) y5

]
= . . .+

792 + 120

24
=

= . . .+ (33 + 5)y5 = . . .+ 38y5.

Îòâåò: 38.
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Ãëàâà 3

Ñòðóêòóðíûé
(ñèíòàêñè÷åñêèé) ïîäõîä
â ðàñïîçíàâàíèè îáðàçîâ

3.1 Ââåäåíèå â ñèíòàêñè÷åñêèé ïîä-

õîä ê ðàñïîçíàâàíèþ îáðàçîâ

Ïîäõîäû ê ðåøåíèþ çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ îá-
ðàçîâ. Îáúåêòû õàðàêòåðèçóþòñÿ íàáîðîì ïðèçíà-
êîâ.
1. Äèñêðèìèíàíòíûé (ïðèçíàêîâûé) ïîäõîä.Ïðèçíà-
êè îáðàçóþò ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, òî÷êè êîòî-
ðîãî ñîîòâåòñòâóþò îáúåêòàì. Êëàññèôèêàöèÿ ïðî-
èñõîäèò ñðàâíåíèåì òî÷êè íîâîãî îáúåêòà ñ òî÷êàìè
ïðåöåäåíòîâ (îáúåêò ê îáúåêòàì).

Ìåòîäû:

� ìåòðè÷åñêèå (kNN, ...);

� ðàçäåëÿþùèå ïîâåðõíîñòè (SVM, ...);

� ïîòåíöèàëüíûå ôóíêöèè;

� ëîãè÷åñêèå;

� ñòàòèñòè÷åñêèå;

� ...
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Ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò � ìåòðè÷åñêèå òåîðèè, ëî-
ãè÷åñêèå ôóíêöèè, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà, äèñ-
êðåòíàÿ ìàòåìàòèêà ...

Ïðè äèñêðèìèíàíòíîì ïîäõîäå íåîáõîäèìî

1) ñôîðìèðîâàòü ïðèçíàêîâîå ïðîñòðàíñòâî;

2) äëÿ êàæäîãî êëàññà èìåòü äîñòàòî÷íîå ÷èñëî
ïðåöåäåíòîâ.

Äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ èíôîðìàöèÿ î âçà-
èìíîì ðàñïîëîæåíèè îáúåêòîâ â íåêîòîðîì ïðîñòðàí-
ñòâå ïðèçíàêîâ (âîçìîæíî, íå ñîâïàäàþùèì ñ èñõîä-
íûì). Ïðè ýòîì, êàê ïðàâèëî, èãíîðèðóåòñÿ èíôîð-
ìàöèÿ: (1) îáúåêò-ïðèçíàê; (2) ñòðóêòóðíàÿ.

2. Ðåëÿöèîííûé ïîäõîä. Îáúåêòû (è ãðóïïû îáúåê-
òîâ) îïèñûâàþòñÿ íàáîðàìè ïðèçíàêîâ. Êëàññèôèêà-
öèÿ ïðîèñõîäèò ñðàâíåíèåì ïðèçíàêîâ íîâîãî îáúåêòà
ñ ïðèçíàêàìè ïðåöåäåíòîâ.

Êëàññèôèêàöèÿ ïðîèñõîäèò ñðàâíåíèåì ìíîæåñò-
âà ïðèçíàêîâ íîâîãî îáúåêòà ñ ïðèçíàêàìè ïðåöåäåí-
òîâ (ïðèçíàêè ê ïðèçíàêàì).

Ïîäõîäû:

1) àíàëèç ôîðìàëüíûõ ïîíÿòèé (ÀÔÏ, FCA) �
ôîðìàëèçàöèÿ ïîíÿòèÿ â âèäå ïàðû îáú¼ì-
ñîäåðæàíèå.

2) ñòàòèñòè÷åñêèå ìåòîäû ðàñïîçíàâàíèÿ;

3) àëãåáðî-èíôîðìàöèîííûé ïîäõîä (ñì. ãëàâó 1);

4) ...

Ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò � òåîðèÿ àëãåáðàè÷åñ-
êèõ ðåø¼òîê, àëãåáðà ëîãèêè, òåîðèÿ èíôîðìàöèè.
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3. Ñèíòàêñè÷åñêèé (ñòðóêòóðíûé, ëèíãâèñòè÷åñêèé)
ïîäõîä. Îáúåêò îïèñûâàåòñÿ íàáîðîì ñâîèõ ýëåìåí-
òàðíûõ ÷àñòåé (ïîäîáðàçîâ), ñâÿçàííûõ ìåæäó â ñî-
îòâåòñòâèè ñ íåêîòîðûìè ïðàâèëàìè. Ïðèçíàêè îáú-
åêòà � åãî ïîäîáðàçû è ñòðóêòóðà èõ ñâÿçåé. Êëàññè-
ôèêàöèÿ îáúåêòà ïðîèñõîäèò îïðåäåëåíèåì ñòðóêòó-
ðû ñâÿçåé åãî ïîäîáúåêòîâ.

Ðàçíûå ïðàâèëà ñâÿçè ïîäîáðàçîâ ïîðîæäàþò ðàç-
íûå êëàññû îáúåêòîâ. Àíàëîãèÿ ìåæäó ñòðóêòóðîé
îáúåêòà è ñèíòàêñèñîì ÿçûêà äà¼ò âîçìîæíîñòü èñ-
ïîëüçîâàòü àïïàðàò ìàòåìàòè÷åñêîé ëèíãâèñòèêè.

Ïðè ñèíòàêñè÷åñêîì ïîäõîäå íåîáõîäèìî çàäàòü
ïðàâèëî ïîñòðîåíèÿ êëàññîâ èç ïðèìèòèâíûõ ýëåìåí-
òîâ.

4. Êîëëåêòèâíûå ðåøàþùèå ïðàâèëà. Êëàññèôèêà-
öèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ðåøàþùåìó ïðàâèëó, ó÷èòû-
âàþùåìó èíôîðìàöèþ îò ýëåìåíòàðíûõ êëàññèôèêà-
òîðîâ (ÝÊ).

1) ãîëîñîâàíèå ïî ðåçóëüòàòàì êëàññèôèêàöèè ÝÊ;

2) ðàçäåëåíèå ïðèçíàêîâîãî ïðîñòðàíñòâà íà îáëà-
ñòè êîìïåòåíöèè êëàññèôèêàòîðîâ;

3) àëãåáðà íàä îöåíêàìè çà êëàññ, âûðàáîòàííûõ
ÝÊ (àëãåáðàè÷åñêèé ïîäõîä).

5. Èñêóñòâåííûå íåéðîííûå ñåòè � ìíîãèå èç âûøå-
ïåðå÷èñëåííûõ çàäà÷ ðåøàþòñÿ àâòîìàòè÷åñêè, ïîä-
áîðîì ïàðàìåòðîâ ñåòè.
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Ñèíòàêñè÷åñêîå ðàñïîçíàâàíèå. Ïðèìåðû �
ðàñïîçíàâàíèå

� èçîáðàæåíèé è àíàëèç ñöåí: îáúåêòû îáû÷íî
ñëîæíû, ÷èñëî òðåáóåìûõ ïðèçíàêîâ ÷àñòî âå-
ëèêî ⇒ óäîáñòâî îïèñàíèÿ èõ ÷åðåç ïîäîáðàçû;

� ñèãíàëîâ: àêóñòè÷åñêèõ (ðå÷ü), ýëåêòðè÷åñêèõ
(ÝÊÃ, ÝÝÃ, ...), ýëåêòðîìàãíèòíûõ (îòðàæ¼í-
íûå ðàäèîëîêàöèîííûå), îïòè÷åñêèõ (èçîáðàæå-
íèÿ).

Cîñòàâëÿþùèå ïîäõîäà íà ïðèìåðå ðàñïîçíàâà-
íèÿ/îáðàáîòêè èçîáðàæåíèé.
1. Ïðåäîáðàáîòêà:

1.1 Êîäèðîâàíèå è àïïðîêñèìàöèÿ � ïðåäñòàâëåíèå
â âèäå, óäîáíîì äëÿ äàëüíåéøåé îáðàáîòêè:

� áèíàðèçàöèÿ ÷åðíî-áåëûõ èçîáðàæåíèé,
� äèñêðåòèçàöèÿ íåïðåðûâíîãî ñèãíàëà,
� ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè êîíå÷íûì íàáîðîì
êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ïî íåêîòîðîé
ñèñòåìå ôóíêöèé (Ôóðüå, Óîëøà, Õààðà,
Ðàäåìàõåðà, ...).

1.2 Ôèëüòðàöèÿ, âîññòàíîâëåíèå è óëó÷øåíèÿ îáú-
åêòà � ïîíèæåíèå óðîâíÿ øóìà, âîññòàíîâëåíèÿ
èñêàæåíèé, óëó÷øåíèÿ êà÷åñòâà.

2. Ïîñòðîåíèå îïèñàíèÿ îáúåêòà íà îñíîâå çàðàíåå çà-
äàííûõ ñèíòàêñè÷åñêèõ îïåðàöèé:

1) âûäåëåíèå ïðèìèòèâîâ � ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòåé
îáúåêòîâ;
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2) ïðåäñòàâëåíèå îáúåêòà â âèäå êîìïîçèöèè ïðè-
ìèòèâîâ â ñîîòâåòñòâèè ñ äàííîé ñòðóêòóðîé.

3. Ñèíòàêñè÷åñêèé àíàëèç (ãðàììàòè÷åñêèé ðàç-
áîð) � ïîëó÷åíèå ñèíòàêñè÷åñêîãî îïèñàíèÿ îáúåêòà
÷åðåç ïðèìèòèâû � ïîñòðîåíèå äåðåâà ãðàììàòè÷åñ-
êîãî ðàçáîðà.

Còðóêòóðíûé ïîäõîä îáåñïå÷èâàåò âûñîêîå áûñ-
òðîäåéñòâèå: ðàñïîçíàâàíèå ñâîäèòñÿ ê ñðàâíåíèþ
ñèìâîëüíûõ îïèñàíèé ñòðóêòóð, à íå èñõîäíûõ èçî-
áðàæåíèé ⇒ ïðåèìóùåñòâî ïðè ïîèñêå â áîëüøèõ
êîëëåêöèÿõ ãðàôè÷åñêèõ äîêóìåíòîâ.

Ôèëüòðàöèÿ, âîññòàíîâëåíèå è óëó÷øåíèå ñèã-
íàëà � èçìåíåíèå åãî ÷àñòîòíîãî ñîñòàâà (ñïåêò-
ðà).

Ðåçóëüòàò � ïîâûøåíèå êà÷åñòâà äàííûõ ⇒ îá-
ëåã÷åíèå îáíàðóæåíèÿ çàäàííûõ ýëåìåíòîâ ñèãíàëà,
èçîáðàæåíèÿ.

1. Äëÿ îáðàáîòêè äèñêðåòíûõ ëèíåéíûõ ñèãíàëîâ
ïðèìåíÿþò ëèíåéíóþ öèôðîâóþ ôèëüòðàöèþ, çàäà-
âàåìóþ îáîáùåííûì ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì öèôðî-
âîãî ôèëüòðà:

y(n) =
∑
i∈I

bix(n− i) +
∑
j∈J

ajy(n− j),

ãäå x(n) è y(n) � ñîîòâåòñòâåííî âõîäíîé è âûõîäíîé
ñèãíàëû,

bi, aj � êîýôôèöèåíòû ôèëüòðà,
I, J � ïàðàìåòðû ôèëüòðà: èíòåðâàëû Z,
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ñîäåðæàùèå 0.

×àñòíûå ñëó÷àè:

� aj = 0 äëÿ âñåõ j ∈ J � íåðåêóðñèâíûé ôèëüòð,
èíà÷å � ðåêóðñèâíûé;

� âñå êîýôôèöèåíòû ôèëüòðà ñóòü êîíñòàíòû �
ôèëüòð ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè,
èíà÷å � àäàïòèâíûé.

Ïðèìåðû 3.1 (öèôðîâûõ ôèëüòðîâ).

1. Ñãëàæèâàíèå ïÿò¼ðêàìè �

y(n) =
1

5

[
x(n−2)+x(n−1)+x(n)+x(n+1)+x(n+2)

]
.

2. Ôèëüòð íèæíèõ ÷àñòîò (ôèëüòð Õåììèíãà) �

y(n) =
1

8
x(n) +

1

4
x(n− 1) +

1

4
x(n− 2)+

+
1

4
x(n− 3) +

1

8
x(n− 4).

3. Ñãëàæèâàþùèé äèôôåðåíöèàòîð �

y(n) =
1

8

[
x(n−8)+x(n−7)+x(n−6)+x(n−5)−

− x(n− 3)− x(n− 2)− x(n− 1)− x(n)
]
.

4. ×èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå ïî ìåòîäó òðàïå-
öèé �

y(n) = y(n− 1) +
1

2
x(n) +

1

2
x(n− 1).
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2. Äëÿ ôèëüòðàöèè èçîáðàæåíèé èñïîëüçóþò îïåðà-
öèè, èíâàðèàíòíûå êî âðåìåíè è ê èçìåíåíèþ ïîëî-
æåíèÿ: ñãëàæèâàíèå, ïîâûøåíèå êîíòðàñòà, ...

Îñíîâíîé ïðè¼ì � ñâ¼ðòêà ñ îêíîì g(x, y), îïðåäå-
ë¼ííîì íà ïðÿìîóãîëüíèêå (u, v) è ðàâíîì 0 âíå åãî:

f(x, y) 7→ fg(x, y) = (f ∗ g)(x, y) =

=

∫
(u,v)∈D

g(x− u, y − v)f(u, v) du dv ≈

≈
∑

(u,v)∈D

g(x− u, y − v)f(u, v).

1) Ñãëàæèâàíèå � ïîäàâëåíèå øóìà, óñðåäíåíèå
çíà÷åíèé ïî íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè � èíòåãðèðîâà-
íèå ñ âåñîì.

Ïðèìåð:

g(x, y) =
1

|D|
, g(x, y) =

1

6
·

1/2 3/4 1/2
3/4 1 3/4
1/2 3/4 1/2

div � êîýôôèöèåíò íîðìèðîâàíèÿ, äëÿ òîãî ÷òîáû
ñðåäíÿÿ èíòåíñèâíîñòü îñòàâàëàñü íå èçìåíîé.

2) Ïîâûøåíèå êîíòðàñòà � äèôôåðåíöèðîâàíèå:

4f = ∂2f
∂x2 + ∂2f

∂y2 .

g1(x, y) =
−1 −2 −1
−2 +12 −2
−1 −2 −1

, g2(x, y) =
0 −1 0
−1 +5 −1
0 −1 0



82 517 ãð. Ãëàâà 3. Ñòðóêòóðíûé ïîäõîä

Âûäåëåíèå òåðìèíàëüíûõ ýëåìåíòîâ: ïðèìåð
Ïðèìåð: ñõåìà öåïíîãî êîäèðîâàíèÿ:

� íà èçîáðàæåíèå íàêëàäûâàþò ñåòêó è óçëû ñåò-
êè, íàèáîëåå áëèçêèå ê òî÷êàì èçîáðàæåíèÿ ñî-
åäèíÿþò îòðåçêàìè ïðÿìûõ;

� êàæäîìó ïîëó÷åííîìó îòðåçêó ïðèñâàèâàþò
âîñüìåðè÷íîå ÷èñëî.

Â ðåçóëüòàòå èçîáðàæåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòüþ/ÿìè âîñüìåðè÷íûõ ÷èñåë (7600212212).

Ñâîéñòâà öåïíîãî êîäèðîâàíèÿ:

� ëåãêî âûïîëíèìû îïåðàöèÿ ðàñòÿæåíèÿ, îïðå-
äåëåíèå äëèíû êðèâîé, ïîèñê ñàìîïåðåñå÷åíèé
è äð.

� ïðèìåíèìî äëÿ ãðàíèö ïðîèçâîëüíîé ñâÿçíîñòè.

Ìåòîä ïðèìåíÿëñÿ äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ ðóêîïå÷àò-
íîãî òåêñòà, êëàññèôèêàöèè ôîòîãðàôèé òðåêîâ ÷à-
ñòèö â ïóçûðüêîâîé è èñêðîâîé êàìåðàõ, ...
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3.2 ßçûêè îïèñàíèÿ îáðàçîâ

Âûáîð òåðìèíàëüíûõ ýëåìåíòîâ � ïåðâûé
ýòàï ïîñòðîåíèÿ ñèíòàêñè÷åñêîé ìîäåëè îáðàçîâ.

Òðåáîâàíèÿ ê òåðìèíàëüíûì ýëåìåíòàì (ïðèìè-
òèâàì):

� îíè äîëæíû ñëóæèòü îñíîâíûìè ýëåìåíòàìè
îáðàçîâ è îáåñïå÷èâàòü àäåêâàòíîå îïèñàíèå
îáúåêòà â òåðìèíàõ çàäàííûõ ñòðóêòóðíûõ îò-
íîøåíèé;

� èõ âûäåëåíèå è ðàñïîçíàâàíèå äîëæíû ëåãêî
îñóùåñòâëÿòüñÿ.

Ýòè òðåáîâàíèÿ ÷àñòî ïðîòèâîðå÷àò äðóã äðóãó.
Ïðèìåðû òåðìèíàëüíûõ ýëåìåíòîâ:

� äëÿ ðå÷åâûõ îáðàçîâ � ñîâîêóïíîñòü ôîíåì
(çâóêîâ, ìèíèìàëüíûõ ðàçëè÷èìûõ åäèíèö ÿçû-
êà).

� äëÿ ðóêîïèñíîãî òåêñòà � øòðèõè.

ßçûêè è ïîðîæäàþùèå ãðàììàòèêè

Îïðåäåëåíèå 3.2. Ïîðîæäàþùàÿ ãðàììàòèêà G åñòü
÷åòâåðêà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ

G = 〈T, N, S, R 〉,
ãäå

T � àëôàâèò òåðìèíàëüíûõ ñèìâîëîâ;

N � àëôàâèò íåòåðìèíàëüíûõ (âñïîìîãàòåëü-
íûõ) ñèìâîëîâ, T ∩N = ∅;

S ∈ N � íà÷àëüíûé (ñòàðòîâûé) ñèìâîë;
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R � ñîâîêóïíîñòü ïðàâèë âûâîäà (ïîäñòàíîâîê
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñèìâîëîâ).

V = T ∪N .
A+ � òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå àëôàâèòà A, âñå

ñëîâà êîíå÷íîé äëèíû áåç ïóñòîãî λ, |λ| = 0,
A∗ = A+ ∪ λ.

ßçûê L(G), ïîðîæäàåìûé ãðàììàòèêîé G �

L(G) = {x ∈ T ∗ | ∃ âûâîä S ⇒ x } ⊂ T ∗.

Ïîðîæäàþùèå ãðàììàòèêè ïî ôîðìå ïðàâèë ïîä-
ñòàíîâêè ðàçäåëåíû íà 4 òèïà (Í.Õîìñêèé, 1957).

Ãðàììàòèêè òèïà 0 � íåîãðàíè÷åííûå

Ñàìûé øèðîêèé êëàññ: íå èìååò êàêèõ-ëèáî îãðàíè÷åíèé íà
ïðàâèëà ïîäñòàíîâêè.

Ïðèìåð 3.3. T = { a, b, c }, N = {S,A,B }
R : S → aAbc Ab → bA

Ac → Bbcc bB → Bb

aB → aaA aB → λ

Ãðàììàòèêà ïîðîæäàåò ñëîâà âèäà

x = anbn+2cn+2, n > 0.

x = anbn+2cn+2, n > 0.
Âûâîä ñëîâà bbcc:

S ⇒ aAbc⇒ abAc⇒ abBbcc⇒ aBbbcc⇒ bbcc.

Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ýòîò êëàññ ñëèøêîì øèðîê.

Ãðàììàòèêè òèïà 1 � êîíòåêñòíî-çàâèñèìûå, ÊÇ.
Ïðàâèëà ïîäñòàíîâêè � âèäà α1Aα2 → α1βα2,
ãäå A ∈ N , β ∈ V +, α1, α2 ∈ V ∗.
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Ïðèìåð 3.4. T = { a, b, c }, N = {S,A,B }

R : S → abc S → aAbc

Ab → bA Ac → Bbcc

bB → Bb aB → aaA

aB → aa

Ãðàììàòèêà ïîðîæäàåò ñëîâà âèäà x = anbncn, n > 1.

Ãðàììàòèêè òèïà 2 � êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûå, ÊÑ (áåñêîí-
òåêñòíûå).

Ïðàâèëà ïîäñòàíîâêè � âèäà

A→ β,

ãäå A ∈ N, β ∈ V +, ò. å. çàìåíÿþò âñïîìîãàòåëüíûé ñèìâîë A
íà íåïóñòóþ öåïî÷êó ïðîèçâîëüíûõ ñèìâîëîâ âíå çàâèñèìîñòè
îò êîíòåêñòà (îêðóæåíèÿ) A.

Ïðèìåð 3.5. T = { a, b }, N = {S }

R : S → ab S → aSb

Ãðàììàòèêà ïîðîæäàåò ñëîâà âèäà x = anbn, n > 1.

Ãðàììàòèêè òèïà 3 � àâòîìàòíûå (ðåãóëÿðíûå).
Èìåþò ïðàâèëà ïîäñòàíîâîê âèäà

A→ aB (èëè, àëüòåðíàòèâíî, A→ Ba) è A→ a,

ãäå A ∈ N , B ∈ N ∗, a ∈ T .
Ýòî ñàìûå ïðîñòûå èç ôîðìàëüíûõ ãðàììàòèê:

îíè êîíòåêñòíî-ñâîáîäíû, íî ñ ñ îãðàíè÷åííûì âèäîì
ïðàâèë.

Ãðàììàòèêè òèïà 3 çàäàþò ðåãóëÿðíûå ÿçûêè.



86 517 ãð. Ãëàâà 3. Ñòðóêòóðíûé ïîäõîä

Ðèñ. 3.1. Âëîæåííîñòü âîçìîæíîñòåé ôîðìàëüíûõ
ãðàììàòèê

Ïðèìåð 3.6. T = { a, b }, N = {S,A }

R : S → aA A → aA A → b

Ýòà ãðàììàòèêà ïîðîæäàåò ñëîâà âèäà ÿçûê L0,
ñîñòîÿùèé èç ñëîâ âèäà x = anb, n > 1.

Ïðîãðàììíûå ãðàììàòèêè íå âõîäÿò â èåðàðõèþ
Õîìñêîãî. Â íèõ óñòàíàëèâàåòñÿ ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê
ïðèìåíåíèÿ ïðàâèë ïîäñòàíîâîê ñèìâîëîâ.

Îïðåäåëåíèå 3.7. Ïðîãðàììíàÿ ãðàììàòèêà Gp åñòü
ïÿò¼ðêà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ

Gp = 〈T, N, S, P, J 〉,

ãäå T, N, S � êàê â ãðàììàòèêàõ Õîìñêîãî;

P � ìíîæåñòâî ïðàâèë âûâîäà;

J � ìíîæåñòâî ìåòîê ïðàâèë: J = { 1, . . . , m }.



3.2. Ñòðóêòóðíûé ïîäõîä 87

Ïðàâèëà âûâîäà èç P èìåþò âèä

j α→ β H F,

ãäå j ∈ J � ìåòêà,

H,F ⊆ J � äâà ñïèñêà ìåòîê ïåðåõîäîâ ïðè óñïåõå
è íåóäà÷å ñîîòâåòñòâåííî,

α→ β � ïðàâèëî ïîäñòàíîâêè (ÿäðî), α ∈ T ∗NT ∗,
β ∈ T ∗.

Ïðîãðàììíàÿ ãðàììàòèêà äåéñòâóåò ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

1. Ñíà÷àëà ïðèìåíÿåòñÿ ïðàâèëî ñ ìåòêîé 1.

2. Ïðè ïîïûòêå ïðèìåíèòü ïðàâèëî j, òî åñëè ýòî

� âîçìîæíî, îíî ïðèìåíÿåòñÿ è âûïîëíÿåòñÿ
ïåðåõîä ê êàêîìó-òî ïðàâèëó èç ñïèñêà H;

� íåâîçìîæíî, âûïîëíÿåòñÿ ïåðåõîä ê
êàêîìó-òî ïðàâèëó èç ñïèñêà F .

Åñëè ñïèñîê ìåòîê, ê êîòîðîìó ïðîèñõîäèò îá-
ðàùåíèå, ïóñò, òî ÎÑÒÀÍÎÂ.

Ïðîãðàììíûå ãðàììàòèêè îãðàíè÷èâàþò âûáîð
ñëåäóþùåãî ïðàâèëà ïîäñòàíîâêè.

Ïðèìåð 3.8. Ïîñòðîèì àâòîìàòíóþ (G3), áåñêîíòåêñò-
íóþ (G2) è ïðîãðàììíóþ (Gp) ãðàììàòèêè, ïîðîæäà-
þùèå ÿçûê

L = { anbncn | 1 6 n 6 3 }.
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Âñå ãðàììàòèêè áóäóò èìåòü åäèíûé àëôàâèò òåð-
ìèíàëüíûõ ñèìâîëîâ

T = { a, b, c }.

Ãðàììàòèêè Õîìñêîãî, èìåþùèå âèä
G = 〈T,N, S,R 〉, áóäóò îòëè÷àòüñÿ àëôàâèòàìè
íåòåðìèíàëüíûõ ñèìâîëîâ N è ïðàâèëàìè R. Åñëè
ñ÷èòàòü, ÷òî

T =

{ }
è ïðè ïðèñîåäèíåíèè ýëåìåíòîâ T ê êîíöó ïðåäøå-
ñòâóþùåé ñòðåëêè ïðèñîåäèíÿåòñÿ íà÷àëî ñëåäóþ-
ùåé, òî L îïèñûâàåò ðàâíîñòîðîííèå òðåóãîëüíèêè ñ
äëèíàìè ñòîðîí 1, 2, 3.

1. Àâòîìàòíàÿ ãðàììàòèêà

N = { S, A1, A2, B10, B20, B30, B21, B31, B32,

C1, C2, C3 }

è R:
S → aA1 B10 → bC1 B32 → bC3

S → aB10 B20 → bB21 C1 → c
A1 → aA2 B21 → bC2 C2 → cC1

A1 → aB20 B30 → bB31 C3 → cC2

A2 → aB30 B31 → bB32

2. Áåñêîíòåêñòíàÿ ãðàììàòèêà
N = { S, A1, A2, B1, B2, B3, C } è R:
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S → aA1C A1 → aA2C B2 → bB1

A1 → b A2 → aB3C B1 → b
A1 → aB2C B3 → bB2 C → c

Áåñêîíòåêñòíàÿ ãðàììàòèêà (G2) ãîðàçäî êîìïàê-
òíåå àâòîìàòíîé (G3). Êîíòåêñòíî-çàâèñèìàÿ ãðàììà-
òèêà (G1) äëÿ äàííîãî ÿçûêà íå ïðèâåäåíà, òàê êàê
ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò G2.

3. Ïðîãðàììíàÿ ãðàììàòèêàGp = 〈T, N, S, P, J 〉
N = {S,B,C }, J = { 1, . . . , 5 } è P :

Ìåòêà ßäðî H F

1 S → aB 2, 3 ∅
2 B → aBB 2, 3 ∅
3 B → C 4 5
4 C → bC 3 ∅
5 C → c 5 ∅

Âñå ïðàâèëà äàííîé ãðàììàòèêè èìåþò âèä
A → β, A ∈ N, β ∈ T ∗, òàêàÿ ïðîãðàììíàÿ ãðàì-
ìàòèêà íàçûâàåòñÿ áåñêîíòåêñòíîé.

Áåñêîíòåêñòíàÿ ïðîãðàììíàÿ ãðàììàòèêà Gp,
îïèñûâàþùàÿ ðàññìàòðèâàåìûé ÿçûê îêàçàëàñü åù¼
áîëåå êîìïàêòíîé, ÷åì áåñêîíòåêñòíàÿ.

3.3 Êîíå÷íûå àâòîìàòû è ðåãóëÿðíûå

âûðàæåíèÿ

Àëüòåðíàòèâíûé ê àâòîìàòíîé ãðàììàòèêå ñïîñîá
çàäàíèÿ ðåãóëÿðíîãî ÿçûêà � èñïîëüçîâàíèå êîíå÷-
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íîãî íåäåòåðìèíèðîâàííîãî àâòîìàòà, ãåíåðèðóþùå-
ãî äàííûé ÿçûê.

Îïðåäåëåíèå 3.9. Êîíå÷íûé íåäåòåðìèíèðîâàííûé

àâòîìàò åñòü ïÿò¼ðêà Ã = 〈X, K, ϕ, P, ψ 〉, ãäå:

X � êîíå÷íûé âûõîäíîé àëôàâèò (ñèìâîëû X ãå-

íåðèðóþòñÿ àâòîìàòîì Ã),
K � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé àâòîìàòà,

ϕ � ïðåäèêàò íà K, îïðåäåëÿþùèé íà÷àëüíûå
ñîñòîÿíèÿ,

ψ � ïðåäèêàò íà K, îïðåäåëÿþùèé ôèíàëüíûå
ñîñòîÿíèÿ,

P � ïðåäèêàò íà K×X×K, îïðåäåëÿþùèé ìíî-
ãîçíà÷íóþ ôóíêöèþ ïåðåõîäîâ:
åñëè â (i − 1)-é ìîìåíò âðåìåíè àâòîìàò íàõî-
äèëñÿ â ñîñòîÿíèè k ′ è P (k ′, x, k) = 1, òî â i-é
ìîìåíò àâòîìàò ìîæåò âûäàòü ñèìâîë x è ïå-
ðåéòè â ñîñòîÿíèå k.

Çàìåòèì, ÷òî êîíå÷íûå àâòîìàòû íåïîëíû ïî
Òüþðèíãó.

ßçûê L(Ã) ⊂ X∗ àâòîìàòà Ã åñòü ìíîæåñò-
âî ñëîâ, êîòîðûå ìîãóò ïîÿâèòüñÿ íà åãî âûõîäå.
Ñëîâî x = x1 . . . xn ïðèíàäëåæèò ÿçûêó L(Ã), åñ-
ëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
k0, k1, . . . , kn ñîñòîÿíèé Ã, ÷òî

1) ϕ(k0) = 1 (k0 � íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå);

2) P (ki−1, xi, ki) = 1, i = 1, n (ïåðåõîä ki−1 → ki);
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3) ψ(kn) = 1 (kn � ôèíàëüíîå ñîñòîÿíèå).

Ýòî ýêâèâàëåíòíî èñòèííîñòè ïðåäèêàòà

F (x) =
∨
k0∈K

. . .
∨
kn∈K

ϕ(k0)N

n

&
i=1

P (ki−1, xi, ki)Nψ(kn),

ãäå F (x) � óòâåðæäåíèå ¾ñëîâî x = x1 . . . xn ïðèíàä-

ëåæèò ÿçûêó L(Ã)¿.

Êîìïàêòíàÿ çàïèñü ïðåäèêàòà F (x) � â âèäå ìàò-
ðè÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Îáîçíà÷èì:

ϕ = [ ϕ1 . . . ϕ|K| ] � âåêòîð-ñòðîêà, ϕk = ϕ(k);

ψ = [ ψ1 . . . ψ|K| ]T � âåêòîð-ñòîëáåö, ψk = ψ(k);

Pi =
∥∥ P (k ′, xi, k)

∥∥ � êâàäðàòíàÿ ïîðÿäêà |K|
(0, 1)-ìàòðèöà ïåðåõîäîâ, îòâå÷àþùàÿ âûõîäíî-
ìó ñèìâîëó xi, i = 1, n âñåãî ñóùåñòâóåò |X| òà-
êèõ ìàòðèö);

⊗ � ìàòðè÷íîå ïðîèçâåäåíèå ñ îïåðàöèÿìè ñëî-
æåíèÿ ∨ è óìíîæåíèÿ N.

Òîãäà

F (x) = ϕ ⊗
n⊗
i=1

Pi ⊗ ψ. (3.1)

Ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ýòîãî ïðåäèêàòà � O(|K|2n).

Öåëü ðàñïîçíàâàíèÿ � îïðåäåëèòü

x = x1 . . . xn
?
∈ L(Ã).

Ýòó çàäà÷ó ðåøàåò ðàñïîçíàþùèé äåòåðìèíèðî-
âàííûé àâòîìàò.
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Îïðåäåëåíèå 3.10. Êîíå÷íûé äåòåðìèíèðîâàííûé àâ-
òîìàò åñòü ïÿò¼ðêà A = 〈X, K, k0, q, K

′ 〉, ãäå
X � êîíå÷íûé âõîäíîé àëôàâèò (ñèìâîëû X ïî-

äàþòñÿ íà âõîä àâòîìàòà A),
K � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé àâòîìàòà,

k0 ∈ K � íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå,

q : K ×X → K � ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ,

K ′ ⊂ K � ìíîæåñòâî ôèíàëüíûõ ñîñòîÿíèé.

Åñëè â (i− 1)-é ìîìåíò âðåìåíè àâòîìàò A íàõî-
äèëñÿ â ñîñòîÿíèè k, à â i-é ìîìåíò íà åãî âõîä ïîäàí
ñèìâîë x, òî A îêàæåòñÿ â ñîñòîÿíèè q(k, x). Ïîýòîìó
ñëîâî x = x1 . . . xn, ïîäàííîå íà âõîä A îäíîçíà÷íî
îïðåäåëèò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ñîñòîÿíèé

k0, k1 = q(k0, x1), . . . , kn = q(ki−1, xn).

Àâòîìàò A ðàñïîçíà¼ò ïðèíàäëåæíîñòü ñëîâà x ÿçû-
êó L(A), åñëè kn ∈ K ′.

Ãåíåðèðóþùèé àâòîìàò êàê ãðàììàòèêà.
Ïóñòü

Ã = 〈X, K, ϕ, P, ψ 〉
� ãåíåðèðóþùèé àâòîìàò.

1. Íàçîâ¼ì X è K � òåðìèíàëüíûì è íåòåðìè-
íàëüíûì àëôàâèòàìè ñîîòâåòñòâåííî.

2. Ôóíêöèþ ϕ ïðåäñòàâèì â âèäå ïîäìíîæåñòâà
K0 = { k ∈ K | ϕ(k) = 1 } íà÷àëüíûõ ñîñòî-
ÿíèé (àêñèîì).
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3. Ôóíêöèè P è ψ âûðàçèì â âèäå ïîäìíîæåñòâ
òðîåê (k ′, x, k ′′) è ïàð (k, x), k, k ′, k ′′ ∈ K,
x ∈ X ñîîòâåòñòâåííî è áóäåì íàçûâàòü èõ ïðà-
âèëàìè âûâîäà, ñîâîêóïíîñòü êîòîðûõ îáîçíà-
÷èì R.

Ïðè ýòîì åñëè ñïðàâåäëèâî P (k ′, x, k ′′) = 1, òî
òðîéêó (k ′, x, k ′′)

(a) çàïèøåì â âèäå ïðàâèëà k ′ → xk ′′,

(b) à åñëè ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâî åù¼ è
ψ(k ′′) = 1, òî ââîäèì åù¼ è ïðàâèëî
k ′ → x.

Â ðåçóëüòàòå àâòîìàò Ã ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ðå-
ãóëÿðíîé ãðàììàòèêè êàê ÷åòâ¼ðêà

G(Ã) = 〈X, K, K0, R 〉,

êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò òîò æå ÿçûê L ⊂ X∗, ÷òî è èñ-
õîäíûé àâòîìàò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) ñëîâî, ñîñòîÿùåå èç åäèíñòâåííîãî ñèìâîëà, êî-
òîðîå ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç àêñèîì è ñ÷èòàåòñÿ âû-
âåäåííûì â äàííîé ãðàììàòèêå;

2) åñëè ñëîâî xk ′, x ∈ X∗, k ′ ∈ K âûâåäåíî è R
ñîäåðæèò ïðàâèëî k ′ → x ′k ′′, òî ñëîâî xx ′k ′′

òîæå ñ÷èòàåòñÿ âûâåäåííûì;

3) åñëè ñëîâî xk ′, x ∈ X∗, k ′ ∈ K âûâåäåíî è R
ñîäåðæèò ïðàâèëî k ′ → x ′, òî ñëîâî xx ′ òîæå
ñ÷èòàåòñÿ âûâåäåííûì.

ßñíî, ÷òî âîçìîæåí è îáðàòíûé ïåðåõîä � îò ðå-
ãóëÿðíîé ãðàììàòèêè ê àâòîìàòó.
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Íåäåòåðìèíèðîâàííûé êîíå÷íûé àâòîìàò è ðåãó-
ëÿðíàÿ ãðàììàòèêà � äâà ýêâèâàëåíòíûõ ñïîñîáà çà-
äàíèÿ ðåãóëÿðíûõ ÿçûêîâ.

Ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ. Ââåäåì ñëåäóþùèå òðè
îïåðàöèè íà ìíîæåñòâå ÿçûêîâ.

1. Èòåðàöèÿ ÿçûêà L åñòü ÿçûê, îáîçíà÷àåìûé L∗

è îïðåäåëÿåìûé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) λ ∈ L∗; 2)

{
x ∈ L∗,
y ∈ L, ⇒ x y ∈ L∗.

2. Êîíêàòåíàöèÿ L1L2 ÿçûêîâ L1 è L2 åñòü ÿçûê

L1L2 = { x y | x ∈ L1, y ∈ L2 }

3. Îáúåäèíåíèå L1 ∪ L2 ÿçûêîâ L1 è L2.

Ðåãóëÿðíûå ÿçûêè ìîæíî òàêæå çàäàòü ñ ïî-
ìîùüþ ðåãóëÿðíûõ âûðàæåíèé ïî ñëåäóþùèì ïðà-
âèëàì.

1. ∅ � ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå, îáîçíà÷àþùåå ïó-
ñòîå ìíîæåñòâî ñëîâ.

2. # � ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå, îáîçíà÷àþùåå
ÿçûê, ñîñòîÿùèé èç åäèíñòâåííîãî ïóñòîãî ñëî-
âà (íóëåâîé äëèíû).

3. Äëÿ êàæäîãî ñèìâîëà x ∈ X çàïèñü x � ðåãó-
ëÿðíîå âûðàæåíèå, îáîçíà÷àþùåå ÿçûê, ñîñòîÿ-
ùèé èç åäèíñòâåííîãî îäíîáóêâåííîãî ñëîâà x.
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4. Åñëè α � ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå ÿçûêà L, òî
(α)∗ � ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå äëÿ èòåðàöèè
ÿçûêà L∗.

5. Åñëè α1 è α2 � ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ ÿçûêîâ
L1 è L2 ñîîòâåòñòâåííî, òî

α1α2 � ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå äëÿ êîíêàòå-
íàöèè L1L2,

α1, α2 � ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå äëÿ îáúåäè-
íåíèÿ L1 ∪ L2.

Íàïðèìåð, a(b, c)∗ � ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå, çà-
äàþùåå ìíîæåñòâî ñëîâ, íà÷èíàþùèõñÿ ñèìâîëîì a,
âñëåä çà êîòîðûì èä¼ò ëþáàÿ (âîçìîæíî ïóñòàÿ) ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîñòàâëåííàÿ èç ñèìâîëîâ b è c.

Ïðèìåð 3.11 (çàïèñè ðåãóëÿðíîãî ÿçûêà). Çàäàäèì
ðàçëè÷íûìè ýêâèâàëåíòíûìè ñïîñîáàìè ÿçûê L, ñî-
ñòîÿùèé èç ïðîñòåéøèõ îïåðàòîðîâ ïðèñâàèâàíèÿ.
Ýòî ìíîæåñòâà ñëîâ âèäà

〈èäåíòèôèêàòîð〉 =

= 〈¾ñóììà ïðîèçâåäåíèé èäåíòèôèêàòîðîâ¿〉,

â àëôàâèòå X = { a, b, c, +, ×, = }.
Çäåñü èäåíòèôèêàòîð � ñëîâî äëèíû > 1, ñîñòî-

ÿùåå áóêâ a, b, c:

(a, b, c)(a, b, c)∗.

1. Ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå:

(a, b, c)(a, b, c)∗ = ((a, b, c)(a, b, c)∗(+,×))∗ (a, b, c)(a, b, c)∗.
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Ó âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ íèæå àâòîìàòîâ áóäåò
åäèíûé àëôàâèò

T = { a, b, c, =, +, × }
òåðìèíàëüíûõ ñèìâîëîâ

2. Íåäåòåðìèíèðîâàííûé àâòîìàò.
Âûõîäíîé àëôàâèò � X = T , ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé
K = {0, 1, 2, 3, 4} åñòü ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà.
Íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå � 0, êîíå÷íîå � 4.

Åñëè ñòðåëêå k ′ → k ′′ ïðèïèñàí ñèìâîë x, òî
P (k ′, x, k ′′) = 1 (äëÿ âñåõ äðóãèõ òðîåê ôóíêöèÿ
P = 0), ò. å. P ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1 íà ñëåäóþùèõ
òðîéêàõ:

(0, a, 1), (0, b, 1), (0, c, 1), (3, a, 3), (3, b, 3), (3, c, 3),

(1, a, 1), (1, b, 1), (1, c, 1), (3,+, 2), (3,×, 2),

(1,=, 2), (2, a, 4), (2, b, 4), (2, c, 4),

(2, a, 3), (2, b, 3), (2, c, 3), (4, a, 4), (4, b, 4), (4, c, 4).

3. Ðåãóëÿðíàÿ ãðàììàòèêà.
N = { 0, 1, 2, 3, 4 }, íà÷àëüíûé ñèìâîë S = 0, ïðà-
âèëà R:
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0→ a1, 0→ b1, 0→ c1, 3→ +2, 3→ ×2,

1→ a1, 1→ b1, 1→ c1, 2→ a4, 2→ b4, 2→ c4,

1→= 2, 4→ a4, 4→ b4, 4→ c4,

2→ a3, 2→ b3, 2→ c3, 4→ a, 4→ b, 4→ c,

3→ a3, 3→ b3, 3→ c3.

4. Äåòåðìèíèðîâàííûé àâòîìàò, ðàñïîçíàþùèé
ÿçûê L: Âõîäíîé àëôàâèò X = T , ìíîæåñòâî ñîñòî-
ÿíèé K = { 0, . . . , 5 }, íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå � 0, êî-
íå÷íîå � 3.

Ñòðåëêè çàäàþò ôóíêöèþ ïåðåõîäîâ: åñëè ñòðåëêà
íà÷èíàåòñÿ â âåðøèíå k ′, çàêàí÷èâàåòñÿ â âåðøèíå
k ′′ è íà íåé çàïèñàí ñèìâîë x, ýòî îáîçíà÷àåò, ÷òî
q(k ′, x) = k ′′.

Ëþáîå ïðàâèëüíîå ñëîâî àâòîìàò ïåðåâîäèò â ñî-
ñòîÿíèå 3, à ëþáîå íåïðàâèëüíîå � â êàêîå-òî äðóãîå.

Ïðè ñòðóêòóðíîì ïîäõîäå çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ
ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè àëãîðèòìà, êîòîðûé äëÿ ëþáîãî
ñëîâà x îïðåäåëÿåò, ïðèíàäëåæèò ëè îíî ÿçûêó L.
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Ýòà çàäà÷à íå òðóäíà, åñëè ðåãóëÿðíûé ÿçûê âû-
ðàæåí ñ ïîìîùüþ ãåíåðèðóþùåãî àâòîìàòà: ðàñïî-
çíàþùèé àâòîìàò îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ìíîæåñòâî ïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòåé, äëÿ êîòîðûõ ìàòðè÷íîå ïðîèçâåäå-
íèå (3.1) ðàâíî 1.

Øòðàôíûå àâòîìàòû è ÿçûêè. Äëÿ ôîðìàëèçà-
öèè ñëîæíûõ, íå÷¼òêî îïðåäåë¼ííûõ ïîíÿòèé (êëàñ-
ñîâ), à òàêæå âû÷èñëåíèÿ îöåíîê çà êëàññ, íåîáõîäèìî
çàäàíèå ôóíêöèè, âûðàæàþùåé ñòåïåíü óâåðåííîñòè
ïðèíàäëåæíîñòè îáúåêòà êëàññó. Ñ ýòîé öåëüþ ââå-
ä¼ì ïîíÿòèå øòðàôíûõ àâòîìàòîâ è ÿçûêîâ.

Ïóñòü X è K � äâà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâà, à òðè
ôóíêöèè

ϕ : K → R>0,

P : K ×X ×K → R>0,

ψ : K → R>0.

îïðåäåëÿþò ïîâåäåíèå ãåíåðèðóþùåãîøòðàôíîãî àâ-
òîìàòà F :

� àâòîìàò ìîæåò íà÷àòü ñâîþ ðàáîòó â ëþáîì ñîñ-
òîÿíèè k ∈ K, çàïëàòèâ ïðè ýòîì øòðàô ϕ(k);

� åñëè àâòîìàò â (i− 1)-é ìîìåíò íàõîäèëñÿ â ñî-
ñòîÿíèè k ′, òî â i-é ìîìåíò îí ìîæåò ñãåíåðè-
ðîâàòü ñèìâîë x ∈ X è ïåðåéòè â ñîñòîÿíèå k,
çàïëàòèâ øòðàô P (k ′, x, k);

� íàõîäÿñü â ëþáîì ñîñòîÿíèè k, àâòîìàò ìîæåò
çàâåðøèòü ðàáîòó, çàïëàòèâ øòðàô ψ(k).
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Øòðàôíîé ÿçûê Lf îïðåäåëÿåòñÿ

1) íåäåòåðìèíèðîâàííûì àâòîìàòîì

F̃ = 〈X, K, ϕ, P, ψ 〉 è

2) ÷èñëîì ε > 0.

Åãî ñîñòàâëÿþò òå è òîëüêî ñëîâà, øòðàô çà ãåíåðè-
ðîâàíèå êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò ε.

Ðåãóëÿðíûå ÿçûêè � ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî
øòðàôíûõ.

Ðàñïîçíàâàíèå ïðèíàäëåæíîñòè ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè x = x1, x2, . . . , xn çàäàííîìó øòðàôíîìó ÿçûêó
ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ ïðåäèêàòà

F̃ (x, ε) , min
k0

min
k1

. . .min
kn

{
ϕ(k0) +

+
n∑
i=1

P (ki−1, xi, ki) + ψ(kn)
}
6 ε

Ïîëóêîëüöî � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà, îòëè÷à-
þùàÿñÿ îò êîëüöà îòñóòñòâèåì òðåáîâàíèÿ ñóùåñòâî-
âàíèÿ ïðîòèâîïîëîæíîãî ïî ñëîæåíèþ ýëåìåíòà.

Ðàññìîòðèì àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíîå ïîëó-
êîëüöî Rmin,+ íàä R>0 ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ min
è óìíîæåíèÿ +.

Îáîçíà÷èì â íåì îïåðàöèþ ìàòðè÷íîãî ïðîèçâå-
äåíèÿ �. Òîãäà òà æå ôîðìóëà çàïèøåòñÿ êàê

F̃ (x, ε) , ϕ �
n⊙
i=1

Pi � ψ6 ε.
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Çàäà÷à îñòàåòñÿ ïðîñòîé: å¼ ôîðìóëèðîâêà óêà-
çûâàåò àëãîðèòì ðåøåíèÿ ñ âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæ-
íîñòüþ O(|K|2n).

3.4 Ëåâåíøòåéíîâñêàÿ àïïðîêñèìà-

öèÿ ïðîèçâîëüíîãî ñëîâà ñëîâîì

èç ðåãóëÿðíîãî ÿçûêà

Ââåäåíèå â ïðîáëåìó. Ïóñòü çàäàíû

� L � ðåãóëÿðíûé ÿçûê, çàäàâàåìûé ãåíåðèðóþ-
ùèì àâòîìàòîì Ã = 〈X, K, ϕ, P, ψ 〉;

� d : X∗ ×X∗ → R>0 � ôóíêöèÿ îòëè÷èÿ ñëîâà
x2 ∈ X∗ îò ñëîâà x1 ∈ X∗.

Îòëè÷èå íå îáÿçàòåëüíî îáðàçóåò ìåòðèêó íà
ìíîæåñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé: íàïðèìåð, ìî-
æåò áûòü äàæå íåñèììåòðè÷íîé ôóíêöèåé.

Çàäà÷à: ïîñòðîèòü àëãîðèòì, êîòîðûé äëÿ êàæäî-
ãî ñëîâà x ∈ X∗ è êàæäîãî ðåãóëÿðíîãî ÿçûêà L ⊂ X∗

âû÷èñëÿåò îòëè÷èå ñëîâà x îò ÿçûêà L � ÷èñëî

D(x) = min
y ∈L
{ d(y, x) }.

Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèÿ d
ïðèíàäëåæèò êëàññó ò. í. ëåâåíøòåéíîâñêèõ ôóíê-
öèé.
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Îïåðàöèè ðåäàêòèðîâàíèÿ ñëîâ. Îïðåäåëèì
òðè îïåðàöèè ïîñèìâîëüíîãî ðåäàêòèðîâàíèÿ ñëîâ è
äåéñòâèòåëüíûå íåîòðèöàòåëüíûå ôóíêöèè èõ ñòîè-
ìîñòè (âñå ñèìâîëû x, x ′ ∈ X, âñå ñëîâà x ∈ X∗):
INsert (âñòàâêà) ñòîèìîñòüþ in(x)

ïðåîáðàçîâûâàåò ñëîâî x1x2 â ñëîâî x1xx2;

CHange (çàìåíà) ñòîèìîñòüþ ch(x, x ′)

ïðåîáðàçîâûâàåò ñëîâî x1xx2 â ñëîâî x1x
′x2;

DElete (èñêëþ÷åíèå) ñòîèìîñòüþ de(x)

ïðåîáðàçîâûâàåò ñëîâî x1xx2 â ñëîâî x1x2.

Ñòîèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïåðàöèé åñòü
ñóììà ñòîèìîñòåé îïåðàöèé, âõîäÿùèõ â ýòó ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü; ñòîèìîñòü ïóñòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
îïåðàöèé ðàâíà 0.

Îïðåäåëåíèå 3.12. Ñòîèìîñòü d(x1, x2) ñàìîé äåø¼âîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðåäàêòîðñêèõ îïåðàöèé, ïðåîáðà-
çóþùåé x1 → x2 íàçûâàþò ëåâåíøòåéíîâûì îòëè-
÷èåì ñëîâà x2 îò ñëîâà x1.

Ïðèìåð: ÷òîáû ïåðåâåñòè ñëîâî ÊÎÍÜ â ñëîâî
ÊÎÒ íóæíî ñîâåðøèòü îäíî óäàëåíèå è îäíó çàìå-
íó, ïîýòîìó ðàññòîÿíèå Ëåâåíøòåéíà ïðè ñîñòàâëÿåò
ïðè de(x) = const è ch(x, x ′) = const

de(x) + ch(x, x ′).

Íàõîæäåíèå ñòîèìîñòè d(x1, x2) â îáùåì ñëó÷àå �
íåïðîñòàÿ çàäà÷à: ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñò-
âî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðåäàêòîðñêèõ îïåðàöèé ïðå-
îáðàçîâàíèÿ x1 → x2.
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Íàèâíûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ d(y, x). Ïðèâå-
ä¼ì èçâåñòíûé è ÷àñòî ïðèìåíÿåìûé àëãîðèòì âû÷èñ-
ëåíèÿ ôóíêöèé Ëåâåíøòåéíà, ÿâëÿþùèéñÿ ïðèìåðîì
ïñåâäîðåøåíèÿ.

Ïóñòü x = x1, . . . , xm, y = y1, . . . , yn ∈ X∗.
Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ñòîèìîñòè d(y, x) ïðåîáðà-

çîâàíèÿ y → x çàäàäèì íà ãðàôå Γ0(y, x), â êîòîðîì
ð¼áðà (ñòðåëêè) çàäàþò ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ïóòåé
èç ëåâîãî âåðõíåãî óãëà ãðàôà â ïðàâûé íèæíèé.

y λ

x y x

Êàæäîìó ïóòè ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ðåäàêòîðñêèõ îïåðàöèé ïðåîáðàçîâàíèÿ y → x ñëîâ:
ïðîõîæäåíèþ ïóòè ïî

� âåðòèêàëüíîé ñòðåëêå â i-é ñòðîêå ñîîòâåòñòâó-
åò âñòàâêà ñèìâîëà xi;

� ãîðèçîíòàëüíîé ñòðåëêå j-ì ñòîëáöå ñîîòâåò-
ñòâóåò èñêëþ÷åíèå ñèìâîëà yj;
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� äèàãîíàëüíîé ñòðåëêå â i-é è j-ì ñòîëáöå ñî-
îòâåòñòâóåò çàìåíà ñèìâîëîâ yj 7→ xi.

yj

xi
i-îé ñòðîêå ïðèïèñàí i-é ñèìâîë

ñëîâà x.
j-ìó ñòîëáöó ïðèïèñàí j-é ñèìâîë

ñëîâà y.

Ïðèìåð 3.13. Ïóñòü X = { a, b, c }.
Ïðåîáðàçóåì ïî äàííîìó àëãîðèòìó ñëîâî y = acbb â
ñëîâî x = abc ïî óêàçàííîìó ïóòè:

Ïðèñâîèì ñòðåëêàì íåîòðèöàòåëüíûå äëèíû, ðàâ-
íûå ñòîèìîñòè ðåäàêòîðñêèõ îïåðàöèé.

Äëèíà êàæäîé ñòðåëêè ðàâíà

âåðòèêàëüíîé â i-é ñòðîêå � ñòîèìîñòè in(xi);

ãîðèçîíòàëüíîé â j-ì ñòîëáöå � ñòîèìîñòè de(yj);

íàêëîííîé â i-îé ñòðîêå è j-îì ñòîëáöå � ñòîèìîñ-
òè ch(yj, xi).

Äëèíà êàæäîãî ïóòè åñòü ñòîèìîñòü ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè îïåðàöèé, êîòîðûå ýòîò ïóòü ïðåäñòàâëÿåò.
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Âðîäå áû: ïîèñê ñàìîé äåøåâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñ-
òè ðåäàêòîðñêèõ îïåðàöèé ïðåîáðàçîâàíèÿ y → x ñâî-
äèòñÿ ê ïîèñêó êðàò÷àéøåãî ïóòè íà ãðàôå îò âåðõ-
íåãî ëåâîãî óãëà ê ïðàâîìó íèæíåìó.

Ïîêàæåì îøèáî÷íîñòü äàííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ.

Ïóñòü â àëôàâèòå X = { a, b, c, d } äàíû ñëîâà
x = b, y = a; íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü d(y, x).

a λ

b a a

Ðåøåíèå. Ïî äàííîìó ãðàôó Γ0(y, x):

d(y, x) = min
{
ch(a, b), de(a) + in(b), in(b) +de(a)

}
.

Íî èìååòñÿ è ìíîãî äðóãèõ âàðèàíòîâ, íàïðèìåð:

a
ch(a,c)

−−−→ c
de(c)

−−−→ λ
in(d)

−−−→ d
ch(d,b)

−−−→ b

Ãðàô Γ0 ïðåäñòàâëÿåò ëèøü î÷åíü ìàëóþ ÷àñòü
âñåõ âîçìîæíûõ ðåäàêòîðñêèõ îïåðàöèé ïðåîáðàçîâà-
íèÿ a → b, è íàèâíûé àëãîðèòì ðåøàåò çàäà÷ó ïðà-
âèëüíî òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà Γ0 ñîäåðæèò ñàìóþ äå-
øåâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Âûâîä: çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ëåâåíøòåéíîâîãî îò-
ëè÷èÿ ñëîâà îò çàäàííîãî ÿçûêà äîëæíà áûòü ñòðîãî
ôîðìàëèçîâàíà.
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Ãðàô ïðåîáðàçîâàíèé ñëîâ. Ëåâåíøòåéíîâî
îòëè÷èå. Îïðåäåëèì áåñêîíå÷íûé íàïðàâëåííûé
ìóëüòèãðàô Γ:

� V (Γ) = X∗;

� E(Γ) ñîñòàâëÿþò äóãè 3 òèïîâ: in, ch è de; ïðè
ýòîì äâå âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþùèå ñëîâàì âè-
äà

1) x1x2 è x1xx2 ñîåäèíÿþò äóãè òèïà
� in äëèíû in(x) îò ïåðâîé âåðøèíû êî
âòîðîé è òèïà
� de äëèíû de(x) îò âòîðîé âåðøèíû ê
ïåðâîé;

2) x1yx2 è x1xx2 ñîåäèíÿþò äóãè òèïà
� ch äëèíû ch(y, x) îò ïåðâîé âåðøèíû
êî âòîðîé è äëèíû ch(x, y) îò âòîðîé âåð-
øèíû ê ïåðâîé.

Ëåâåíøòåéíîâî îòëè÷èå � ôóíêöèÿ

d : X∗ ×X∗ → R>0,

çíà÷åíèå êîòîðîé d(y, x) äëÿ ïàðû y, x åñòü äëèíà
êðàò÷àéøåãî ïóòè â Γ îò âåðøèíû y äî âåðøèíû x.

::::::::
Ëåììà 3.14 (î ïîðÿäêå ðåäàêòîðñêèõ îïåðàöèé). Äëÿ
ëþáûõ äâóõ ñëîâ y è x èç X∗ ñóùåñòâóåò êðàò÷àé-
øèé ïóòü

1) íà÷èíàþùèéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñòðåëîê
òèïà in,

2) çà êîòîðîé ñëåäóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòðå-
ëîê òèïà ch,



106 517 ãð. Ãëàâà 3. Ñòðóêòóðíûé ïîäõîä

3) è çàâåðøàþùèéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñòðå-
ëîê òèïà de,

ïðè÷¼ì ëþáàÿ èç ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ìîæåò
áûòü ïóñòîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

y, x1, x2, . . . , xn, x

� êðàò÷àéøèé ïóòü îò âåðøèíû y ê âåðøèíå x ,
êîòîðûé íå îáëàäàåò óêàçàííûì ñâîéñòâîì, ÷òî îáíà-
ðóæèâàåòñÿ ïðè ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïåðåõîäàõ îò xi−1

ê xi è îò xi ê xi+1:

xi−1
1−→ xi

2−→ xi+1.

Ýòî ìîæåò ïðîèçîéòè òîëüêî â 3-õ ñëåäóþùèõ ñè-
òóàöèÿõ.

1. Äóãà 1 èìååò òèï ch, à äóãà 2 � òèï in.
Ïóñòü îïåðàöèÿ CHange çàìåíÿåò â xi−1 ñèìâîë x

íà x ′, à îïåðàöèÿ INsert âñòàâëÿåò â xi ñèìâîë x
′′.

ßñíî, ÷òî ìîæíî ïîìåíÿòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
îïåðàöèé: ñíà÷àëà âñòàâèòü â ñèìâîë x ′′, à çàòåì çà-
ìåíèòü ñèìâîë x íà x ′; ïðè ýòîì ðåçóëüòàò xi+1 íå
èçìåíèòñÿ.

2. Äóãà 1 èìååò òèï de, à äóãà 2 � òèï in.
Ïóñòü îïåðàöèÿ DElete èñêëþ÷àåò èç xi−1 ñèìâîë

x, à îïåðàöèÿ INsert âñòàâëÿåò â xi ñèìâîë x
′.

ßñíî, ÷òî ìîæíî ïîìåíÿòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
îïåðàöèé: ñíà÷àëà âñòàâèòü â ñèìâîë x ′, à çàòåì èñ-
êëþ÷èòü ñèìâîë x; ïðè ýòîì ðåçóëüòàò xi+1 íå èçìå-
íèòñÿ.
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3. Äóãà 1 èìååò òèï de, à äóãà 2 � òèï ch.
Ýòî âîçìîæíî â äâóõ ñëó÷àÿõ: xi−1 = x ′xx ′′yx ′′′,
xi = x ′x ′′yx ′′′,
xi+1 = x ′x ′′zx ′′′,

èëè

 xi−1 = x ′yx ′′xx ′′′,
xi = x ′yx ′′x ′′′,
xi+1 = x ′zx ′′x ′′′.

Çàìåíÿåì â ïåðâîì ñëó÷àå âåðøèíó xi íà
x ′xx ′′zx ′′′, à âî âòîðîì � íà x ′zx ′′xx ′′′.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷èì íîâûé ïóòü ñ òîé æå
äëèíîé, íî â ýòîì ïóòè ïåðâàÿ ðàññìàòðèâàåìàÿ
ñòðåëêà áóäåò èìåòü òèï ch, à âòîðàÿ � òèï de.

Ðàññìîòðåííûå èçìåíåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
îïåðàöèé âîçìîæíû, ïîñêîëüêó áóêâû, íàä êîòîðû-
ìè ïðîâîäÿòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ � ðàçíûå.

Ïîñòóïàåì àíàëîãè÷íî, ìåíÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
îïåðàöèé: ñíà÷àëà çàìåíÿåì äàííûé ñèìâîë â xi−1 íà
òðåáóåìûé, à ïîòîì èñêëþ÷àåì ñèìâîë èç ïîëó÷åííî-
ãî ñëîâà.

Ïîñëåäîâàòåëüíî èçìåíÿÿ ïóòü îò y äî x ïî óêà-
çàííûì ïðàâèëàì, íàéäåì ïóòü, â êîòîðîì íè îäíà èç
óêàçàííûõ òðåõ ñèòóàöèé íå âñòðåòèòñÿ. �

Ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå ëåâåíøòåéíîâà îòëè-
÷èÿ � íà îñíîâå äîêàçàííîé ëåììû.

1. Îïðåäåëèì òðè ÷àñòíûõ îòëè÷èÿ din, dch è dde
ïî ïîñòðîåííîìó êðàò÷àéøåìó ïóòè: îíè ðàâíû äëè-
íàì ïóòè ïî ñòðåëêàì ñîîòâåòñòâóþùåãî òèïà; ïðè
y = x ïîëàãàåì âñå îòëè÷èÿ ðàâíûìè 0; à åñëè ïóòè
ïî ñòðåëêàì äàííîãî òèïà íåò, òî ïîëàãàåì ñîîòâåò-
ñòâóþùåå îòëè÷èå ðàâíûì ∞.
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2. Ââåä¼ì íîâûå ¾äëèííûå¿ ñòðåëêè â ãðàôå Γ
(ðàíåå ââåä¼ííûå � ¾êîðîòêèå¿):

� åñëè ñëîâî x ïîëó÷åíî èç y âñòàâêîé íåêîòî-
ðûõ ñèìâîëîâ, òî ââåä¼ì â ãðàô Γ äâå äëèííûå
ñòðåëêè: òèïà in îò y äî x äëèíû din(y, x)
è òèïà de îò x äî y äëèíû dde(x, y);

� åñëè ñëîâî x è y èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó,
ââåä¼ì â ãðàô Γ äëèííóþ ñòðåëêó òèïà ch îò
y äî x äëèíû dch(y, x).

ßñíî, ÷òî

� äëèíà êðàò÷àéøåãî ïóòè îò y äî x ïî êîðîò-
êèì ñòðåëêàì ðàâíà äëèíå êðàò÷àéøåãî ïóòè ïî
äëèííûì ñòðåëêàì,

� è îäèí èç ýòèõ êðàò÷àéøèõ ïóòåé ñîäåðæèò íå
áîëåå, ÷åì òðè äëèííûå ñòðåëêè òèïà in, ch è
de, èäóùèå äðóã çà äðóãîì â óêàçàííîì ïîðÿäêå.

Ìàòåìàòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ýòîãî âûñêàçûâà-
íèÿ �

d(y, x) = min
z1∈X∗

min
z2∈X∗

{
din(y, z1) +

+ dch(z1, z2) + dde(z2, x)
}

íè÷åãî íå äà¼ò äëÿ êîíñòðóêòèâíîãî âû÷èñëåíèÿ
d(y, x) (äâîéíîé ïåðåáîð ïî áåñêîíå÷íîìó ìíîæåñò-
âó), íî ïîëåçíî, òàê êàê óêàçûâàåò, ÷òî âû÷èñ-
ëåíèå ëåâåíøòåéíîâà îòëè÷èÿ ñâîäèòñÿ ê îòûñêà-
íèþ äâóõ âñïîìîãàòåëüíûõ ñëîâ z1 è z2, ïðè÷¼ì
|y| 6 |z1| = |z2| > |x|.
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Îñíîâíîé ðåçóëüòàò. Ïóñòü äëÿ êîíå÷íîãî àëôà-
âèòà X çàäàíû:

1) ðåãóëÿðíûé ÿçûê L êàê ïîäìíîæåñòâî ñëîâ
x = x1, . . . , xn èç X

∗, ãåíåðèðóåìûõ àâòîìàòîì

Ã = 〈X,K,ϕ, P, ψ 〉;

2) òðè ôóíêöèè in, ch è de íà X∗, (X∗)2 è X∗ ñî-
îòâåòñòâåííî, îïðåäåëÿþùèå ëåâåíøòåéíîâî îò-
ëè÷èå ñëîâ d : (X∗)2 → R>0.

Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ÐË: ñîçäàòü àëãîðèòì, êîòî-
ðûé äëÿ êàæäîãî ñëîâà x ∈ X∗ è êàæäîé øåñò¼ðêè
ôóíêöèé (ϕ, P, ψ, in, ch, de) âû÷èñëÿåò ëåâåíøòåé-
íîâñêîå îòëè÷èå

D(x) = min
y∈L

d(y, x).

Îñîáåííîñòè çàäà÷è ÐË
Îáû÷íî ðàññìàòðèâàþò ìíîãîìåðíûå çàäà÷è íà-

õîæäåíèÿ supx f(x), x ∈ G ⊆ Xn � îïòèìèçàöèè ïî-
òåðü, çàäàâàåìûõ öåëåâîé ôóíêöèåé f(x), â êîòîðûõ

� êîëè÷åñòâî ïåðåìåííûõ n (ìîæåò áûòü è áîëü-
øîå) çàðàíåå çàäàíî, â òî âðåìÿ, êàê â çàäà÷å
ÐË òðåáóåòñÿ íàéòè ñëîâî y ñ íåèçâåñòíîé çà-
ðàíåå äëèíîé èç áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà;

� îïòèìèçèðóåìàÿ â çàäà÷å ÐË ôóíêöèÿ d(y, x),
ïðåäñòàâëåíà íå ÿâíîé ôîðìóëîé, êàê îáû÷íî, à
â âèäå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è å¼ ïîèñêà.
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Îñíîâíàÿ çàäà÷à � îïòèìèçàöèÿ íàéäåííîé â ðå-
çóëüòàòå ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è ôóíêöèè
d(y, x). Âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à ñàìà ïî ñåáå äàëåêî
íå òðèâèàëüíà.

::::::::::
Òåîðåìà 3.15 (îñíîâíîé ðåçóëüòàò ïî çàäà÷å ÐË).
Ïóñòü X è K � äâà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâà, ϕ è ψ �
ïðåäèêàòû íà K, P � ïðåäèêàò íà K×X×K, îïðå-
äåëÿþùèå ðåãóëÿðíûé ÿçûê L ⊂ X∗ êàê ìíîæåñòâî
ñëîâ x1, x2, . . . , xn, äëÿ êîòîðûõ èñòèíåí ïðåäèêàò∨

k0∈K

. . .
∨
kn∈K

ϕ(k0)N

n

&
i=1

P (ki−1, xi, ki)N ψ(kn).

Ïóñòü òàêæå

in : X → R, ch : X ×X → R, de : X → R

� òðè íåîòðèöàòåëüíûå ôóíêöèè, îïðåäåëÿþùèå
ëåâåíøòåéíîâû îòëè÷èÿ d : X∗ ×X∗ → R è

D(x) = min
y∈L

d(y, x). (3.1)

Òîãäà äëÿ êàæäîé øåñòåðêè ôóíêöèé
(ϕ, P, ψ, in, ch, de) ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïàðà ïðåäè-
êàòîâ P ′ è ψ ′ íà K×X×K è K ñîîòâåòñòâåííî,
÷òî ðàâåíñòâî

D(x) = min
k0∈K

. . . min
kn ∈K

{
ϕ(k0) +

+
n∑
i

P ′(ki−1, xi, ki) + ψ ′(kn)
}
.

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî ñëîâà x1x2 . . . xn ∈ X∗.
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Ñëåäñòâèÿ è âûâîäû

� Âû÷èñëåíèå ÷èñëà D(x) ïî (3.1), âîïðåêè âñåé
ñëîæíîñòè åãî îïðåäåëåíèÿ, èìååò ñëîæíîñòü
O(|K|2n) ÷òî è ïðè ðàñïîçíàâàíèè ïðèíàäëåæ-
íîñòè ñëîâà x îáûêíîâåííîìó, íå øòðàôíîìó,
ðåãóëÿðíîìó ÿçûêó.

� Ñóììàðíàÿ ñëîæíîñòü îïðåäåëåíèÿ y
?
∈ L è âû-

÷èñëåíèÿ d(y, x) èìååò ïîðÿäîê

O
(
|K|2|y|+ |y||x|

)
.

Ò.å. âû÷èñëåíèå D(x) èìååò ñëîæíîñòü
O
(
|K|2|x|

)
, êîòîðàÿ íå çàâèñèò îò |y|, íà êîòîðîé

äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì, è áîëåå òîãî, ìåíüøå, ÷åì
ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ÷èñëà d(y, x) äëÿ íåêîòîðûõ
ñëîâ y ∈ L.

Ýòè âûòåêàþùèå èç òåîðåìû çàìå÷àòåëüíûå ñâîé-
ñòâà àïðèîðè íåïðàâäîïîäîáíû.

� Ðåäàêöèîííûì ïðåäïèñàíèåì íàçûâàåòñÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïî-
ëó÷åíèÿ èç ïåðâîé ñòðîêè âòîðîé êðàò÷àéøèì
îáðàçîì. Ê ðàññìîòðåííûì äåéñòâèÿì (âñòà-
âèòü, çàìåíèòü, óäàëèòü) äîáàâëÿþò MATch �
ñîâïàäåíèå.

Íàéòè òîëüêî ðàññòîÿíèå Ëåâåíøòåéíà � áîëåå
ïðîñòàÿ çàäà÷à, ÷åì íàéòè åù¼ è ðåäàêöèîííîå
ïðåäïèñàíèå.

� Åñëè ê ñïèñêó ðàçðåø¼ííûõ îïåðàöèé äîáàâèòü
òðàíñïîçèöèþ (äâà ñîñåäíèõ ñèìâîëà ìåíÿþòñÿ
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ìåñòàìè), ïðèõîäèì ê ïîíÿòèþ ðàññòîÿíèÿ Äà-
ìåðàó�Ëåâåíøòåéíà.
Îíî èñïîëüçóåòñÿ

� ïðè àíàëèçå òåêñòîâ: Äàìåðàó ïîêàçàë, ÷òî
80% îøèáîê ïðè íàáîðå òåêñòà ÷åëîâåêîì
ÿâëÿþòñÿ òðàíñïîçèöèÿìè;

� â áèîèíôîðìàòèêå.

Àëãîðèòì êîíñòðóêòèâíîãî ïîñòðîåíèÿ ïðåäèêà-
òîâ P ′ è ψ ′ ìîæåò áûòü íàéäåí â êíèãåÌ.È. Øëåçåí-
ãåð, Â. Ãëàâà÷. Äåñÿòü ëåêöèé ïî ñòàòèñòè÷åñêîìó è
ñòðóêòóðíîìó ðàñïîçíàâàíèþ îáðàçîâ. Èçâåñòíû èç-
äàíèÿ � Ê.: Íàóêîâà äóìêà è Kluwer Academic Publi-
shers; êíèãà äîñòóïíà â èíòåðíåòå.

Çàìå÷àíèÿ

1. Àëãîðèòì ðåàëèçóåò ìåòîä áëèæàéøåãî ñîñåäà
â ñëó÷àå, êîãäà L åñòü ðåãóëÿðíûé ÿçûê, à d �
åñòü ôóíêöèÿ Ëåâåíøòåéíà.

2. Àëãîðèòì òðåáóåò áîëüøîãî ïåðåáîðà (âîçìîæ-
íî ñîâìåñòíîãî) ïî ìíîæåñòâàì |K|3, |X|2.

3. Èçâåñòíû ðåçóëüòàòû ïî ëåâåíøòåéíîâîé àï-
ïðîêñèìàöèè íå òîëüêî â ðàìêàõ ðåãóëÿðíûõ
ÿçûêîâ, íî è â áîëåå îáùåì ñëó÷àå êîíòåêñòíî-
ñâîáîäíûõ ÿçûêîâ.
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Ãëàâà 4

Êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû â
àíàëèçå ñòðóêòóð

4.1 Êîìáèíàòîðèêà â êëàñòåðèçàöèè

Çàäà÷à êëàñòåðíîãî àíàëèçà. Ïóñòü äàíû l-
ìíîæåñòâî îáúåêòîâ, n-ìíîæåñòâî èõ ïðèçíàêîâ,
ìàòðèöà èíôîðìàöèé Xl×n è ÷èñëî k < l.

Çàäà÷à êëàñòåðíîãî àíàëèçà ñîñòîèò â òîì, ÷òî-
áû íà îñíîâàíèè äàííûõ èç X ðàçáèòü ìíîæåñòâî
îáúåêòîâ íà k êëàñòåðîâ (ïîäìíîæåñòâ) òàê, ÷òîáû
îáúåêòû îäíîãî êëàñòåðà áûëè ñõîäíûìè, à îáúåêòû,
ïðèíàäëåæàùèå ðàçíûì êëàñòåðàì � íå-ñõîäíûìè.
Ïðè ýòîì ðàçáèåíèå äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü íåêîòî-
ðîìó êðèòåðèþ îïòèìàëüíîñòè � öåëåâîé ôóíêöèè
(ôóíêöèîíàëó), âûðàæàþùåìó óðîâåíü æåëàòåëüíîñ-
òè äàííîãî ðàçáèåíèÿ.

Ïðÿìîé ìåòîä êëàñòåðèçàöèè � ïåðåáîðîì âñåâîç-
ìîæíûõ ðàçáèåíèé íà êëàñòåðû íàõîäÿò äîñòàâëÿþ-
ùåå îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè.

Òàêàÿ ïðîöåäóðà ïðàêòè÷åñêè âûïîëíèìà ëèøü
ïðè ìàëûõ l è k: íàïðèìåð, åñëè l = 9, k = 4 ÷èñ-
ëî âîçìîæíûõ ðàçáèåíèé ðàâíî 7770.

Îïðåäåëåíèå 4.1. ×èñëî S(n, k) ðàçáèåíèé n-
ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà íà k íåïóñòûõ ÷àñòåé íà-
çûâàåòñÿ ÷èñëîì Ñòèðëèíãà II ðîäà.
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Çàäà÷à: îïðåäåëèòü çíà÷åíèå S(n, k).
Ïåðåôîðìóëèðîâêà çàäà÷è â òåðìèíàõ óðíîâîé

ñõåìû: íàéòè ÷èñëî ðàñïðåäåëåíèÿ n ðàçëè÷èìûõ øà-
ðîâ ïî k íåðàçëè÷èìûì óðíàì (ÿùèêàì), íè îäíà èç
êîòîðûõ íå äîëæíà îñòàòüñÿ ïóñòîé.

Çàìå÷àíèå. Çàäà÷à ¾ïî÷òè íàîáîðîò¿ � íàéòè ÷èñ-
ëî w ðàñïðåäåëåíèé n íåðàçëè÷èìûõ øàðîâ ïî k ðàç-
ëè÷èìûì óðíàì, êîãäà íåêîòîðûå óðíû ìîãóò îñòàòü-
ñÿ ïóñòûìè, ðåøàåòñÿ ëåãêî:

� ïðîíóìåðóåì óðíû 1, . . . , k (óðíû ðàçëè÷èìû)
è íàðèñóåì ïîäðÿä n îäèíàêîâûõ íèêàê íå ïî-
ìå÷åííûõ êðóæêîâ, îáîçíà÷àþùèõ øàðû (îíè
íåðàçëè÷èìû);

� ðàñïðåäåëåíèå øàðîâ ïî óðíàì áóäåì îòìå÷àòü
âñòàâêîé k − 1 âåðòèêàëüíûõ øòðèõîâ ìåæäó
øàðàìè;

� âñåãî èìååòñÿ n + k − 1 ìåñò, èç êîòîðûõ k − 1
çàíèìàþò îòðåçêè (èëè n ìåñò � êðóæêè), ïî-
ýòîìó

w = C k−1
n+k−1 = C n

n+k−1.

Ýíóìåðàòîðû. Íàïîìèíàíèå îñíîâíûõ ïåðå÷èñëè-
òåëüíûõ ïðàâèë äëÿ äâóõ íåçàâèñèìûõ äðóã îò äðóãà
ñîáûòèé. Ïóñòü ïåðâîå ñîáûòèå ìîæåò ðåàëèçîâàòüñÿ
m ñïîñîáàìè, à âòîðîå � n ñïîñîáàìè.

Ïðàâèëî ñóììû: ðîâíî îäíî èç ýòèõ ñîáûòèé ìî-
æåò ïðîèçîéòè m+ n ñïîñîáàìè.

Ïðàâèëî ïðîèçâåäåíèÿ: îáà ñîáûòèÿ ìîãóò ïðîè-
çîéòè m · n ñïîñîáàìè.
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Ïðèìåð 4.2. Â ãðóïïå èç 15 ñòóäåíòîâ è 10 ñòóäåíòîê,
âîçìîæåí âûáîð

ñòàðîñòû � 15 + 10 = 25 ñïîñîáàìè;

ïàðû ¾ñòóäåíò-ñòóäåíòêà¿ � 15 · 10 = 150 ñïîñî-
áàìè.

Îïðåäåëåíèå 4.3. Ýíóìåðàòîðîì ñîáûòèÿ íàçûâàåòñÿ
âûðàæåíèå â êîòîðîì ñèìâîëû íåçàâèñèìûõ èñõîäîâ
ñîåäèíåíû

� âçàèìîèñêëþ÷àþùèå � îïåðàöèåé ñóììèðîâà-
íèÿ;

� ïðîèñõîäÿùèå ñîâìåñòíî � îïåðàöèåé ïðîèçâå-
äåíèÿ.

Òàêîé âûáîð óäîáåí òåì, ÷òî âûïîëíåíèå êîìáèíà-
òîðíûõ ïðàâèë ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ îáåñïå÷èâàåòñÿ
ñâîéñòâîì äèñòðèáóòèâíîñòè óêàçàííûõ àðèôìåòè÷å-
ñêèõ îïåðàöèé.

Ìåòîä ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé � ýôôåêòèâ-
íûé ñïîñîá ðåøåíèÿ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷.

Ïóñòü èìååòñÿ ìíîæåñòâî [n] = {1, . . . , n} ðàçëè-
÷èìûõ ýëåìåíòîâ, èç êîòîðîãî áåð¼òñÿ m-ýëåìåíòíàÿ
âûáîðêà, ïîðÿäîê ýëåìåíòîâ â êîòîðîé íå ñóùåñòâå-
íåí. Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ÷èñëî òàêèõ âûáîðîê.

Ñîïîñòàâèì ýëåìåíòàì ýòîãî ìíîæåñòâà ñèìâîëû
x1, . . ., xn. Êàæäûé ýëåìåíò ìîæåò ïîïàñòü èëè íå
ïîïàñòü â âûáîðêó, è ýòè èñõîäû íåñîâìåñòíû. Ôàêò
ïîïàäàíèÿ 1-ãî ýëåìåíòà â âûáîðêó îáîçíà÷èì x1, íå
ïîïàäàíèÿ � 1. Òîãäà ñîáûòèå, ñâÿçàííîå ñ 1-ì ýëå-
ìåíòîì îïèñûâàåòñÿ ýíóìåðàòîðîì 1 + x1.
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Àíàëîãè÷íî çàïèñûâàåì ýíóìåðàòîðû ñîáûòèé
âêëþ÷åíèÿ/íå âêëþ÷åíèÿ â âûáîðêó äëÿ âñåõ ýëå-
ìåíòîâ [n]. Ïîñêîëüêó ïîëó÷åíèå âûáîðêè � ñîâ-
ìåñòíàÿ ðåàëèçàöèÿ óêàçàííûõ ñîáûòèé, ïîëó÷àåì,
÷òî ýíóìåðàòîðîì ñîáûòèÿ, ñîñòîÿùåãî â âûáîðêå m-
ïîäìíîæåñòâà èç n-ìíîæåñòâà áóäåò

F (x1, . . . , xn) = (1 + x1) · (1 + x2) · . . . · (1 + xn).

Ðàñêðûâ ñêîáêè â äàííîé ôîðìóëå, ïîëó÷èì

F (x1, . . . , xn) =
n∑

m=0

∑
nm⊆[n]
|nm|=m

∏
i∈nm

xi.

Íàïðèìåð

F (x1, . . . , x4) = (1 + x1) · . . . · (1 + x4) =

= (x1x2x3x4) +

4 ïðîèçâåäåíèÿ ïî 3 ýëåìåíòà︷ ︸︸ ︷
(x1x2x3 + x1x2x4 + x1x3x4 + x2x3x4) +

+ (x1x2 + . . .+ x3x4)︸ ︷︷ ︸
6 ïîïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé

+ (x1 + x2 + x3 + x4)︸ ︷︷ ︸
4 ñëàãàåìûõ

+1.

×èñëî ìîíîìîâ âèäà
∏

i∈nm xi, ãäå nm � íåêîòîðîå
m-ýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî [n] è áóäåò ðàâíî èñêî-
ìîìó êîëè÷åñòâó m-âûáîðîê. Ýòî ÷èñëî ëåãêî îïðå-
äåëèòü.

Ïðåäñòàâèâ, ÷òî ýëåìåíòû ìíîæåñòâà íåðàçëè÷è-
ìû, ìîæåì ïîëîæèòü x1 = . . . = xn = x, è òîãäà
ïîëó÷èì, ÷òî ÷èñëî óêàçàííûõ ìîíîìîâ åñòü êîýô-
ôèöèåíò C m

n = n!
m!·(n−m)! ïðè x

m â ðàçëîæåíèè

(1 + x)n =
n∑

m=0

C m
n xm.
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Ïîëó÷åí èçâåñòíûé ðåçóëüòàò: C m
n åñòü ÷èñëî âûáî-

ðîê (áåç ïîâòîðåíèé è ó÷¼òà ïîðÿäêà â íèõ, èëè ñî-
÷åòàíèé) m îáúåêòîâ èç n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà.

Ïðè ýòîì (1 + x)n åñòü ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ
(ÏÔ) äëÿ êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè C 0

n , . . . , C
n
n .

Ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íàÿ, ýòà ÏÔ åñòü
ïîëèíîì.

Åñëè ïîðÿäîê ýëåìåíòîâ â âûáîðêå ñóùåñòâåíåí,
òî ÷èñëî Am

n òàêèõ m-âûáîðîê áóäåò, î÷åâèäíî, â m!
ðàç áîëüøå, ò. å. Am

n = C m
n ·m! = n!

(n−m)! , è ïðîèçâîäÿ-

ùåé ôóíêöèåé äëÿ íèõ áóäåò

(1 + x)n =
n∑

m=0

Am
n

xm

m!
.

Ýòî ïðèìåð ýêñïîíåíöèàëüíîé ïðîèçâîäÿùåé ôóíê-
öèè (ÝÏÔ), òî÷íåå � ïîëèíîìà.

Âûáîðêè è ðàçìåùåíèÿ: ðàçëè÷íûå ñëó÷àè

1. Âûáîðêè èç n-ìíîæåñòâà îáú¼ìà m ñ ïîâòîðå-
íèÿìè è ñ ó÷¼òîì ïîðÿäêà

1) Ïóñòü n = 1. Òîãäà èìååòñÿ îäíà òàêàÿ âûáîðêà
è ÝÏÔ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ( 1, 1, . . . ) äàííûõ âûáî-
ðîê áóäåò

1 + x+ 1 · x
2

2!
+ . . .+ 1 · x

m

m!
+ . . . = ex.

2) Ïðè n > 1 òàêèõ âûáîðîê áóäåò nm, à ÝÏÔ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ( 1, n, n2, . . . ) �(

1 + x+
x2

2!
+ . . .+

xm

m!
+ . . .

)n
= exn =

∑
m>0

nm
xm

m!
.



118 Ãëàâà 4. Êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû

3) Ïóñòü òåïåðü êàæäûé ýëåìåíò äîëæåí áûòü
âûáðàí íå ìåíåå îäíîãî ðàçà: ÝÏÔ ÷èñåë òàêèõ âûáî-
ðîê �(
x+

x2

2!
+ . . .

)n
= (ex−1)n

áèíîì

Íüþòîíà=
n∑
j=0

C j
n (−1)je(n−j)x =

=
n∑
j=0

C j
n (−1)j

∑
m>0

(n− j)mxm

m!
=

=
∑
m>0

xm

m!

(
n∑
j=0

C j
n (−1)j(n− j)m

)
︸ ︷︷ ︸

÷èñëî òàêèõ âûáîðîê

.

Ýòî íå òî, ÷òî íàì íóæíî (ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà
èç n ðàçëè÷èìûõ ýëåìåíòîâ íà k = m íåïóñòûõ ÷à-
ñòåé áåç ó÷¼òà ïîðÿäêà â ýòèõ ÷àñòÿõ è ñàìèõ ÷àñòåé
= ðàçìåùåíèå ðàçëè÷èìûõ øàðîâ ïî íåðàçëè÷èìûì
óðíàì, ïóñòûõ óðí íåò), íî ïðèãîäèòñÿ...

2. Ðàçìåùåíèÿ n ðàçëè÷èìûõ øàðîâ ïî k ðàçëè-
÷èìûì óðíàì.

Â çàäà÷å ðàçìåùåíèÿ øàðîâ ðàññóæäàåì àíàëîãè-
÷íî (çäåñü óðíà âûáèðàåòñÿ íåîäíîêðàòíî).

1) ÝÏÔ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà óðíà i äîëæíà ñîäåð-
æàòü ni øàðîâ:

(x1 + . . .+ xk)
n =

=
∑

n1+...+nk=n

n!

n1! . . . nk!︸ ︷︷ ︸
÷èñëî òàêèõ ðàçìåùåíèé=

ïîëèíîìèàëüíûé êîýôôèöèåíò

xn11 . . . xnkk .
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Íàïðèìåð, ðàñïðåäåëåíèå 21 ãîëîñóþùèõ â ãðóï-
ïû ïî 8, 7 è 6 ÷åëîâåê âîçìîæíî 21!

8! 7! 6! = 349 188 840
ñïîñîáàìè.

2) ÝÏÔ ÷èñëà ðàçìåùåíèé n ðàçëè÷èìûõ øàðîâ
â îäíîé óðíå, ò. å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ( 1, 1, . . . ) �

1 + x+
x2

2!
+ . . .+

xn

n!
+ . . . =

∑
n>0

= ex.

3) ÝÏÔ ÷èñëà kn ðàçìåùåíèé n ðàçëè÷èìûõ øà-
ðîâ â k ðàçëè÷èìûõ óðíàõ (1-é øàð � â ëþáîé èç k
óðí, 2-é òàêæå è ò.ä., ïîðÿäîê øàðîâ â óðíå íåñóùå-
ñòâåíåí) � äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ( 1, k, k2, . . . ):(

1 + x+
x2

2!
+ . . .

)k
= ekx =

= 1 + kx+ k2x
2

2!
+ . . .+ kn

xn

n!
+ . . .

= ÷èñëó âûáîðîê îáú¼ìà n ñ ïîâòîðåíèÿìè èç k ýëå-
ìåíòîâ ñ ó÷¼òîì ïîðÿäêà â âûáîðêå.

×èñëà Ñòèðëèíãà II ðîäà. Âîçâðàùàåìñÿ ê íà-
øåé çàäà÷å.

::::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 4.4. ×èñëî S(n, k) ñïîñîáîâ òàê ðàñïðå-
äåëèòü n > 1 ðàçëè÷èìûõ øàðîâ ïî k íåðàçëè÷èìûì
óðíàì (ïîðÿäîê øàðîâ â óðíàõ íåñóùåñòâåíåí), ÷òî
íè îäíà óðíà íå îêàçûâàåòñÿ ïóñòîé, ðàâíî

S(n, k) =
1

k!

k∑
j=0

C j
k (−1)j(k − j)n, 1 6 k 6 n.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè óðíà îäíà (k = 1), òî ÝÏÔ
äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (0, 1, 1, . . .) ïðè n = 0, 1, . . .
åñòü

x+
x2

2!
+ . . .+

xn

n!
+ . . . = ex − 1.

Åñëè èìååòñÿ óðí k, òî(
x+

x2

2!
+ . . .+

xn

n!
+ . . .

)k
= (ex−1)k

óæå âû÷èñëÿëè
=

=
∑
n>0

xn

n!

(
k∑
j=0

C j
k (−1)j(k − j)n

)
.

Ïîñêîëüêó óðíû íåðàçëè÷èìû, òî

S(n, k) =
1

k!

k∑
j=0

C j
k (−1)j(k − j)n

� ÷èñëà Ñòèðëèíãà II ðîäà. �

::::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 4.5 (×èñëà Ñòèðëèíãà II ðîäà: ðåêóððåíò-
íàÿ ôîðìóëà).

S(n, k) = S(n−1, k−1)+k·S(n−1, k) , n > 0, k > 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìàòðèâàåì ðàñïðåäåëåíèÿ n øà-
ðîâ ïî k óðíàì.

Âûäåëèì íåêîòîðûé øàð x. Òîãäà

1) åñëè x � åäèíñòâåííûé øàð â óðíå, òî ÷èñëî òà-
êèõ ðàñïðåäåëåíèé ñòîëüêî æå, ñêîëüêî ñóùåñò-
âóåò ðàñïðåäåëåíèé îñòàâøèõñÿ n− 1 øàðîâ ïî
îñòàâøèìñÿ k − 1 óðíàì, ò. å. S(n− 1, k − 1);
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2) åñëè âìåñòå ñ x â óðíå èìåþòñÿ è äðóãèå øàðû,
òî òàêèå ðàñïðåäåëåíèÿ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû
äîáàâëåíèåì x ê ëþáîé èç k íåïóñòûõ óðí, ñî-
äåðæàùèõ â ñóììå n − 1 øàðîâ, ò. å. èõ âñåãî
k · S(n− 1, k). �

Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàþò S(0, 0) = 1.
ßñíî, ÷òî S(n, 0) = S(n, k) = 0, k > n > 1.

×èñëà S(n, k) Ñòèðëèíãà II ðîäà ìîãóò çàäàâàòüñÿ
òàáëèöåé:

n�k 1 2 3 4 5 6 7 8

1 1
2 1 1
3 1 3 1
4 1 7 6 1
5 1 15 25 10 1
6 1 31 90 65 15 1
7 1 63 301 350 140 21 1

Ïðèìåð. Âñå S(4, 2) = 7 ðàçáèåíèé 4-ýëåìåíòíîãî
ìíîæåñòâà {1, 2, 3, 4} íà 2 áëîêà:

1 | 234, 2 | 134, 3 | 124, 4 | 123,

12 | 34, 13 | 24, 14 | 23.

::::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 4.6 (ôîðìóëà ñóììèðîâàíèÿ).

S(n, k) =
n−1∑
i=k−1

C i
n−1S(i, k − 1), k > 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûäåëèì ýëåìåíò x ðàññìàòðèâàåìî-
ãî n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà X.
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Çàòåì äëÿ êàæäîãî j = 0, . . . , n − k âûäåëèì èç
ýëåìåíòîâ Xrx áëîê ðàçìåðà j � ýòî ìîæíî ñäåëàòü
C j
n−1 ñïîñîáàìè � è ïðèñîåäèíèì x ê ýòîìó áëîêó.
Ïîñëå ýòîãî äëÿ êàæäîãî j ðàññìîòðèì âñå

S(n− j− 1, k− 1) ðàçáèåíèÿ îñòàâøåãîñÿ (n− j− 1)-
ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà.

Âñå âûøåîïèñàííûå ñèòóàöèè íåñîâìåñòíû, ò. å.
ïåðåáèðàþò ðàçíûå ðàçáèåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì,

S(n, k) =
n−k∑
j=0

C j
n−1S(n− j − 1, k − 1) .

Âûïîëíÿÿ çàìåíó ïåðåìåííîé i = n−j−1, ïîëó÷àåì

S(n, k) =
n−1∑
i=k−1

C n−i−1
n−1 S(i, k−1) =

n−1∑
i=k−1

C i
n−1S(i, k−1) .

�

4.2 ×èñëà Áåëëà

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà íàçûâà-
þò åãî áåëëèàíîì. Êîëè÷åñòâî òàêèõ ðàçáèåíèé n-
ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà (ìîùíîñòü áåëëèàíà) �

B(n) =
n∑
k=1

S(n, k), B(0)
def
= 1.

Âåëè÷èíû B(n) íàçûâàþò ÷èñëàìè Áåëëà. Íàïðè-
ìåð, B(3) = 5, B(8) = 4140.

Ýðèê Òåìïë Áåëë (Eric Temple Bell, 1883�1960) � øîò-
ëàíäñêèé ìàòåìàòèê, ðàáîòàâøèé â ÑØÀ. Îñíîâíûå òðóäû â
îáëàñòè òåîðèè ÷èñåë. Ðàçðàáàòûâàë ò.í. ¾òåíåâîå èñ÷èñëåíèå¿
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(umbral calculus). Âèöå-ïðåçèäåíò Àìåðèêàíñêîãî ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî îáùåñòâà è ÷ëåí Íàöèîíàëüíîé Àêàäåìèè Íàóê. Ïèñàë
ïîïóëÿðíûå êíèãè ïî ìàòåìàòèêå è èñòîðèè ìàòåìàòèêè, ìíî-
ãèå èç êîòîðûõ ñòàëè êëàññè÷åñêèìè, à òàêæå ñòèõè è ïîä ïñåâ-
äîíèìîì Äæîí Òýí � íàó÷íóþ ôàíòàñòèêó.

Áåëëèàí ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÷.ó. ìíîæåñò-
âî, óïîðÿäî÷åííîå ïî âêëþ÷åíèþ. ßñíî, ÷òî ýòî �
ðàíæèðîâàííîå ìíîæåñòâî, è ÷èñëî ýëåìåíòîâ ðàí-
ãà k (÷èñëî Óèòíè 2-ãî ðîäà W (k)) â áåëëèàíå n-
ìíîæåñòâà åñòü S(n, k).

Ðèñ. 4.1. Äèàãðàììà Õàññå áåëëèàíà ìíîæåñòâà [4]
.
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::::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 4.7 (ðåêóððåíòíàÿ ôîðìóëà).

B(n+ 1) =
n∑
i=0

C i
nB(i) =

n∑
i=0

C i
nB(n− i).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì âòîðîå ðàâåíñòâî, ò.ê. ïåð-
âîå ñëåäóåò èç íåãî â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè áèíîìèà-
ëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ.

Âûáèðàåì âûäåëåííûé ýëåìåíò èñõîäíîãî ìíî-
æåñòâà è äëÿ i = 0, . . . , n, ðàññìàòðèâàÿ ïîî÷åð¼äíî
âñå C i

n áëîêîâ ðàçìåðà i îñòàâøåãîñÿ n-ýëåìåíòíîãî
ìíîæåñòâà, ïðèñîåäèíÿÿ ê êàæäîìó èç íèõ ïî î÷åðå-
äè âûäåëåííûé ýëåìåíò.

Äëÿ îñòàâøèõñÿ n−i ýëåìåíòîâ ðàññìàòðèâàåì èõ
âñåâîçìîæíûå ðàçáèåíèÿ. �

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
B(n) 1 1 2 5 15 52 203 877 4 140 21 147

×èñëà Áåëëà áûñòðî ðàñòóò.
×èñëà B(n) ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû ïðè ïîìîùè

òðåóãîëüíèêà Áåëëà. Ïåðâàÿ ñòðîêà ñîäåðæèò 1, êàæ-
äàÿ ñëåäóþùàÿ íà÷èíàåòñÿ ÷èñëîì, ñòîÿùèì â êîíöå
ïðåäûäóùåé ñòðîêè, êàæäîå ñëåäóþùåå ÷èñëî â ñòðî-
êå ðàâíî ñóììå ÷èñåë, ñòîÿùèõ ñëåâà è ñëåâà-ñâåðõó
îò íåãî. ×èñëà Áåëëà îáðàçóþò ïîñëåäíèå ÷èñëà â
ñòðîêàõ.
Óáûâàþùèå ôàêòîðèàëüíûå ñòåïåíè:

xn = x(x− 1)(x− 2) . . . (x− n+ 1)︸ ︷︷ ︸
n ñîìíîæèòåëåé

, n > 0.

Ðàññìîòðèì äâà áàçèñà ïîëèíîìîâ:
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1) ñòàíäàðòíûé � 1, x, x2, . . . , xn, . . .;

2) èç óáûâàþùèõ ôàêòîðèàëüíûõ ñòåïåíåé �

1, x1, x2, . . . , xn, . . ..

Âûðàçèì îáû÷íûå ñòåïåíè xn ÷åðåç óáûâàþùèå
xn. Íåñêîëüêî ïåðâûõ ñëó÷àåâ äàþò

x0 =x0 , x2 =x2 + x1 ,

x1 =x1 , x4 =x4 + 6x3 + 7x2 + x1 .

x3 =x3 + 3x2 + x1 , x5 =x5 + 10x4 + 25x3 + 15x2 + x1 .

Çàìå÷àåì, ÷òî êîýôôèöèåíòû â ïîëèíîìàõ � ÷èñ-
ëà Ñòèðëèíãà II ðîäà èç ïðèâåä¼ííîé ðàíåå òàáëèöû,
ïðî÷èòàííûå íå ñëåâà íàïðàâî, à ñïðàâà íàëåâî.

Îïðåäåëåíèå 4.8 (÷èñåë Ñòèðëèíãà II ðîäà, ôîðìàëü-
íîå). ×èñëàìè Ñòèðëèíãà II ðîäà íàçûâàþòñÿ ÷èñëà
S(n, k), óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèÿì

xn =
n∑
k=0

S(n, k) · xk, n > 0,

S(n, 0) = 0, S(n, n+ k) = 0 äëÿ k > 0.

::::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 4.9.

xn =
n∑
k=0

S(n, k) · xk , n > 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ôîðìóëó ïî èíäóêöèè:

x · xk = xk+1 + k · xk, òàê êàê xk+1 = xk(x− k),

ñëåäîâàòåëüíî xn = x·xn−1 = x
∑

k S(n−1, k)·xk =

=
∑
k

S(n− 1, k) · xk+1 +
∑
k

S(n− 1, k)k · xk =

=
∑
k

S(n− 1, k − 1) · xk +
∑
k

S(n− 1, k)k · xk =

=
∑
k

(
kS(n−1, k)+S(n−1, k−1)

)
·xk =

∑
k

S(n, k)·xk.

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëà Ñòèðëèíãà II ðîäà ñóòü êîýô-
ôèöèåíòû ïåðåõîäà îò 2-ãî áàçèñà ê 1-ìó. �

4.3 Åù¼ êîìáèíàòîðíûå ÷èñëà

×èñëà Ôèáîíà÷÷è � ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè u = u0, u1, . . ., îïðåäåëÿåìûå ðåêóððåíòíûì
ñîîòíîøåíèåì

u0 = u1 = 1 , uk = uk−1 + uk−2, k > 2.

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

uk 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233

Ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

uk+1uk−1 − u2
k = (−1)k+1, k > 1. (4.1)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè áû â ýòîì ðàâåíñòâå ñïðàâà áûë
0, òî îíî áû îïèñûâàëî ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ.
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Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî, ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü u
âîçðàñòàþùàÿ, îíà àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìèòñÿ ê íå-
êîòîðîé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè.

Ïîñòðîèì ÏÔ

F (x) =
∑
k>0

ukx
k

äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è

u0 = u1 = 1, uk = uk−1 + uk−2, k > 2.

F (x) = 1+x+
∑
k>2

ukx
k = 1+x+

∑
k>2

(uk−1+uk−2)x
k =

= 1 + x+ x
∑
k>2

uk−1x
k−1 + x2

∑
k>2

uk−2x
k−2 =

= 1 + x+ x(F (x)− 1) + x2F (x) .

Òàêèì îáðàçîì

F (x) = 1+ 6 x+ xF (x)− 6 x+ x2F (x) ,

F (x)(1− x− x2) = 1 ,

F (x) =
1

1− x− x2
.

Ðàçëàãàåì ïîëó÷åííóþ ÏÔ â ðÿä ïî x.
Íàõîäèì ðàçëîæåíèå F (x) íà ïðîñòûå äðîáè:

1− x− x2 = (1− ax)(1− bx) = 1− (a+ b)x+ abx2{
ab = −1,
a+ b = 1,

⇒

a è b � êîðíè z2 − z − 1 = 0 , ò. å. a, b =
1±
√

5

2
.
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Ïóñòü a > b. Òîãäà

a =
1 +
√

5

2
=

1

ϕ
= ϕ+ 1, b =

1−
√

5

2
= −ϕ

ϕ ≈ 0, 61803 . . . � çîëîòîå ñå÷åíèå. Òåïåðü

F (x) =
1

(1− ax) · (1− bx)
=

A

1− ax
+

B

1− bx
.

A−Abx+B−Bax = 1 ⇒
{
A+B = 1
Ab+Ba = 0

⇒

⇒ A =
a

a− b
; B = − b

a− b
.

Ïîñêîëüêó
1

1− αx
=
∑
k>0

(αx)k, òî

F (x) = A
∑
k>0

akxk +B
∑
k>0

bkxk =
∑
k>0

ak+1 − bk+1

a− b
xk .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî a− b =
√

5, îêîí÷àòåëüíî

uk =
1√
5

(1 +
√

5

2

)k+1

−

(
1−
√

5

2

)k+1
.

Çàäàíèå: îïðåäåëèòå çíàìåíàòåëü ãåîìåòðè÷åñêîé
ïðîãðåññèè, ê êîòîðîé àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìèòñÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è.

Ìåòîäîì ëèíåéíûõ ðåêóððåíòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñ-
òåé áûëî íàéäåíî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ
÷èñåë Ôèáîíà÷÷è:
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P (x) = x2 − x− 1 = 0,

îíî èìååò êîðíè a, b = 1±
√

5
2 , è ñëåäîâàòåëüíî,

uk = β1a
k + β2b

k.

Èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé:{
β1 + β2 = 1
β1a+ β2b = 1

⇒


β1 =

1− b
a− b

=
a

a− b
= A

β2 =
a− 1

a− b
=
−b
a− b

= B

è ïîëó÷àåì óæå íàéäåííóþ ôîðìóëó.

×èñëà Êàòàëàíà
Çàäà÷à Ê-1. Â êàññó çà áèëåòàìè ñòîèò î÷åðåäü èç
2n ÷åëîâåê, ó êàæäîãî ïî êóïþðå â 100 èëè 50 ðóá.,
ïðè÷åì ýòèõ êóïþð â î÷åðåäè ïîðîâíó � ïî n 50- è
100-ðóáëåâîê. Áèëåò ñòîèò 50 ðóá., â íà÷àëå ïðî-
äàæè êàññà ïóñòà. Íàéòè ÷èñëî ñïîñîáîâ ðàñïîëî-
æèòü î÷åðåäü òàê, ÷òîáû êàññèð âñåãäà ìîã âûäàòü
ñäà÷ó.

Îòâåò: n-å ÷èñëî Êàòàëàíà.

Ôîðìàëèçóåì çàäà÷ó : çàêîäèðóåì î÷åðåäü ñ êóïþ-
ðàìè äâîè÷íûì íàáîðîì, çàìåíÿÿ 50-ðóáëåâêè åäèíè-
öàìè, à 100-ðóáëåâêè � íóëÿìè.

Çàäà÷à Ê-2. Íàéòè ÷èñëî ðàçëè÷èìûõ äâîè÷íûõ íà-
áîðîâ äëèíû 2n, â êîòîðûõ ïîðîâíó íóëåé è åäèíèö, è
íà ëþáîì íà÷àëüíîì îòðåçêå êàæäîãî òàêîãî íàáîðà
÷èñëî åäèíèö íå ìåíåå ÷èñëà íóëåé.

Åñëè áû îãðàíè÷åíèÿ íå áûëî, òî îòâåòîì áûëî áû

÷èñëî Cn
2n = (2n)!

n!n! .
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Ðåøèì çàäà÷ó ïåðåáîðîì äëÿ n = 3:

1 2 3 4 5 6
1) 1 1 1 0 0 0
2) 1 1 0 1 0 0
3) 1 1 0 0 1 0
4) 1 0 1 1 0 0
5) 1 0 1 0 1 0

Çàäà÷à Ê-3. Íàéòè ÷èñëî tk íåèçîìîðôíûõ äâîè-
÷íûõ äåðåâüåâ ñ k âåðøèíàìè.

Îòâåò: ýòî ÷èñëà Êàòàëàíà.
tk =?

ÏÔ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë tk:

C(x) = t0 + t1x+ t2x
2 + . . . =

∑
k>0

tkx
k.

Èäåÿ: ïðåäñòàâèì BT ñ k + 1-é âåðøèíîé êàê
êîðåíü + ëåâîå ïîääåðåâî + ïðàâîå ïîääåðåâî
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Îòñþäà t0 = 1, tk+1 =
k∑
j=0

tjtk−j, k > 0 è

C(x) = 1 +
∑
k>1

tkx
k = 1 +

∑
k>0

tk+1x
k+1 =

= 1 + x
∑
k>0

( k∑
j=0

tjtk−j

)
xk = 1 + xC2(x)

� ïî ïðàâèëó ïåðåìíîæåíèÿ ðÿäîâ:

A =
∑
i>0

ai, B =
∑
i>0

bi, A ·B =
∑
i>0

i∑
j=0

ajai−j.

Ðåøàÿ êâàäðàòíîå óðàâíåíèå

xC2(x)− C(x) + 1 = 0,

ïîëó÷èì

C(x) =
1±
√

1− 4x

2x
. (∗)

Ðàçëîæèì
√

1− 4x â ðÿä:

(1− 4x)1/2 =
∑
k>0

ak x
k.

Èìååì ïî áèíîìó Íüþòîíà
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a0 = 1 è äëÿ k > 0 : ak = (−1)k
(

1/2

k

)
4k =

=
1

k!

(
1

2

)(
1

2
−1

)(
1

2
−2

)
. . .

(
1

2
−k+1

)
·(−2)k·2k =

óìíîæàåì íà −2 êàæäóþ èç k ñêîáîê

=
1

k!
(−1)(−1 + 2)(−1 + 4) . . . (−1 + 2k − 2) · 2k =

= − 1

k!
1 · 3 · . . . · (2k − 3) · 2k .

Òàêèì îáðàçîì

(1− 4x)1/2 = 1−
∑
k>1

1 · 3 · . . . · (2k − 3) · 2k

k!
· xk =(

äîìíîæàåì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü

íà 2 · 4 · . . . · (2k − 2)
)

= 1 −
∑
k>1

(2k − 2)! · 2 · 2k−1

k! · 2 · 4 · . . . · (2k − 2)
· xk =(

äåëèì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà 2k−1

è çàìåíèì k! = k · (k − 1)!
)

= 1−
∑
k>1

(2k − 2)! · 2
k · (k − 1)! · (k − 1)!

xk =

= 1−
∑
k>1

2

k

(
2k − 2

k − 1

)
xk =

=
(
çàìåíà k 7→ k+1

)
= 1−

∑
k>0

2

k + 1

(
2k

k

)
xk+1 .

Ýòîò ðÿä íàäî ïîäñòàâèòü â (∗).
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Ïîíÿòíî, ÷òî èç óñëîâèÿ tk > 0 ïåðåä ðàäèêàëîì
íàäî áðàòü çíàê (−):

C(x) =
∑
k>0

1

k + 1

(
2k

k

)
xk è, òàêèì îáðàçîì

tk =
1

k + 1

(
2k

k

)
=

1

k + 1
C k

2k � ÷èñëà Êàòàëàíà.

Óáåæäàåìñÿ, ÷òî t3 = 1
4

(
6
3

)
= 4·5·6

1·2·3·4 = 5.

Çàìå÷àíèå. Â çàäà÷å îá î÷åðåäè â êàññó âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî î÷åðåäü â êàññó çàäåðæèòñÿ, ðàâíà n

n+1 è
ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå ñ ðîñòîì å¼ äëèíû.

Ýæåí-Øàðëü Êàòàëàí (Eugene-Charles Catalan, 1814�
1894) � áåëüãèéñêèé ìàòåìàòèê. Íàïèñàë áîëåå 200 ìåìóàðîâ.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë Êàòàëàíà áûëà èçâåñòíà åù¼ Ë. Ýé-
ëåðó.

n-å ÷èñëî Êàòàëàíà ìîæíî îïðåäåëèòü êàê êîëè-
÷åñòâî �

� ïðàâèëüíûõ ñêîáî÷íûõ ñòðóêòóð äëèíû 2n;

� íåèçîìîðôíûõ óïîðÿäî÷åííûõ áèíàðíûõ äå-
ðåâüåâ ñ êîðíåì è n+ 1 ëèñòüÿìè;

� e(2× n);

� ...

Âî II òîìå ìîíîãðàôèè Ð.Ñòåíëè ¾Ïåðå÷èñëèòåëü-
íàÿ êîìáèíàòîðèêà¿ ïðèâåäåíî 66 ðàçëè÷íûõ ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ çàäà÷, â êîòîðûõ ïîÿâëÿþòñÿ ÷èñëà Êà-
òàëàíà.
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4.4 Îáùàÿ êîìáèíàòîðíàÿ ñõåìà

Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ âûáîðà
Ìóëüòèìíîæåñòâî � îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ ìíî-

æåñòâà, äîïóñêàþùåå íàëè÷èå íåñêîëüêèõ ýêçåìïëÿ-
ðîâ îäíîãî è òîãî æå ýëåìåíòà.

Åñëè èìååòñÿ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ýêçåìïëÿðîâ:
{ ∗a, ∗b, 5 ∗ c } � n-ýëåìåíòíîå ìóëüòèìíîæåñòâî.

Ïðèìåðû: ó öåëîãî ÷èñëà èìååòñÿ ìóëüòèìíîæå-
ñòâî ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé, ó àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèÿ � ìóëüòèìíîæåñòâî êîðíåé. Ïóñòü èìååòñÿ n-
ýëåìåíòíîå ìóëüòèìíîæåñòâî { ∗a1, . . . , ∗an }, èç êî-
òîðîãî áåð¼òñÿ âûáîðêà îáú¼ìà m. Òîãäà ÏÔ òàêîãî
âûáîðà:

F (x1, . . . , xn) =
n∏
i=1

∑
j

αijx
j
i =

=
∑

m1+...+mn=m

um1, ...,mn
xm1

1 . . . xmn
n ,

ãäå

αij =

 1, åñëè ìîæåò áûòü âûáðàíî
j ýêçåìïëÿðîâ i-ãî îáúåêòà

0, èíà÷å,

mi � ÷èñëî âûáðàííûõ i-õ ýëåìåíòîâ,

um1, ...,mn
� ÷èñëî ñîîòâåòñòâóþùèõ âûáîðîê.

Åñëè âûáîð ýëåìåíòà i1 ýêâèâàëåíòåí r âûáîðàì
ýëåìåíòà i2, òî ÷èñëî ïåðåìåííûõ ñîêðàùàþò, ïîëàãàÿ
xi1 = xri2. Êîãäà âñå ïåðåìåííûå ìîãóò áûòü âûðàæå-
íû ÷åðåç îäíó èç íèõ, áóäåì èìåòü
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F (x) =
∑
m>0

umx
m.

×èñëà Áåëëà, Ñòèðëèíãà, Êàòàëàíà è äð. ìîãóò áûòü
ïîëó÷åíû êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè äàííîé ïðîèçâîäÿùåé
ôóíêöèè.

Ïðèìåðû 4.10. 1. Ïóñòü X � îáû÷íîå n-ìíîæåñòâî.
Òîãäà êàæäûé ýëåìåíò ìîæåò áûòü ëèáî âûáðàí, ëèáî
íå âûáðàí, ò. å. αi0 = αi1 = 1, αi2 = αi3 = . . . = 0.
Ñëåäîâàòåëüíî

F (x) = (1 + x1)(1 + x2) . . . (1 + xn) .

Åñëè íàñ èíòåðåñóåò òîëüêî îáú¼ì âûáîðêè m, òî ïî-
ëàãàåì x1 = . . . = xn = x è

F (x) = (1 + x)n =
n∑

m=0

C m
n x

m,

ò. å. òàêèõ âûáîðîê C m
n (ýòî ìû è òàê çíàëè).

2. Ïóñòü X = { 2 ∗ a1, 3 ∗ a2, a3, 4 ∗ a4 }.
Íàéä¼ì ÷èñëî 5-ýëåìåíòíûõ âûáîðîê èç X.

Ïóñòü um � ÷èñëî m-ýëåìåíòíûõ âûáîðîê èç X,
âîçìîæíû âûáîðêè îáú¼ìà m = 0, 1, . . . , 10.
Ïî îáùåé êîìáèíàòîðíîé ñõåìå ÏÔ òàêèõ âûáîðîê �

10∑
m=0

umx
m =

= (1+x+x2)(1+x+x2+x3)(1+x)(1+x+x2+x3+x4) =

= 1+4x+9x2+15x3+20x4+22x5+20x6+15x7+9x8+

4x9 + x10, è u5 = 22.
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3. Äàíî ìóëüòèìíîæåñòâî èç n ýëåìåíòîâ, èç êî-
òîðîãî áåð¼òñÿ âûáîðêà îáú¼ìà m, ïðè÷¼ì êàæäûé
ýëåìåíò ì/á âûáðàí íå áîëåå r ðàç, òîãäà

F (x) = (1 + x+ . . .+ xr)n =
nr∑
m=0

umx
m.

4. Åñëè ÷èñëî âûáèðàåìûõ ýëåìåíòîâ íåîãðàíè÷å-
íî, òî

F (x) =
(

1 + x+ x2 + . . .
)n

=
1

(1− x)n
.

Ðàçëàãàåì äàííóþ ôóíêöèþ â ðÿä, ôîðìàëüíî
ðàññìàòðèâàÿ áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû ïðè îò-
ðèöàòåëüíûõ ïàðàìåòðàõ:

1

(1− x)n
= (1−x)−n =

∑
m>0

(−1)m
(
−n
m

)
xm =

∑
m>0

umx
m.

Èòîãî èìååì

um = (−1)m
(
−n
m

)
,

((
n

m

))
=

= (−1)m
(−n)(−n− 1) . . . (−n−m+ 1)

m!
=

=
(n+m− 1)(n+m− 2) . . . n

m!
=

(
n+m− 1

m

)
=

=

(
n+m− 1

n− 1

)
= C m

n+m−1 = C
m
n .

Ïóñòü, íàïðèìåð, n = 3; A = { ∗a, ∗b, ∗c } è
m = 2. Åñëè áû ýòî áûëî îáû÷íîå ìíîæåñòâî, òî ÷èñ-
ëî âûáîðîê �
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(
n

m

)
=

(
3

2

)
= 3 : (a, b), (a, c), (b, c).

Åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ ìóëüòìíîæåñòâî, òî äîáàâëÿ-
þòñÿ (a, a), (b, b), (c, c):((

n

m

))
=

((
3

2

))
=

(
4

2

)
= 6.

C
m
n åñòü òàêæå è ÷èñëî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

x1 + x2 + . . .+ xn = m, xi ∈ N0, i = 1,m,

ïîðÿäîê ñëàãàåìûõ ñóùåñòâåíåí.
Ïðåäñòàâëÿåì m îäèíàêîâûõ øàðèêîâ ëåæàùèõ

íà ïðÿìîé â âèäå n ãðóïï, îòäåëÿåìûõ äðóã îò äðó-
ãà n − 1 ïàëî÷êàìè, è ïóñòü xi åñòü ÷èñëî øàðèêîâ
â i-é ãðóïïå. Âìåñòå ïàëî÷êè è øàðèêè ñîñòàâëÿþò
n+m− 1 ïðåäìåò, à íàçíà÷èòü n− 1 ïàëî÷åê ìîæíî

C n−1
n+m−1 = C m

n+m−1, n 6 m

ñïîñîáàìè.

Áûëî: ÷èñëî ðàñïðåäåëåíèé n íåðàçëè÷èìûõ øà-
ðîâ ïî m = k ðàçëè÷èìûì óðíàì, êîãäà íåêîòîðûå
óðíû ìîãóò îñòàòüñÿ ïóñòûìè �

w = C m−1
n+m−1 = C n

n+m−1, m 6 n

(ïî÷óâñòâóéòå ðàçíèöó ;))

5. Â òîì æå ìóëüòèìíîæåñòâå èç n ýëåìåíòîâ áå-
ð¼òñÿ âûáîðêà îáú¼ìàm, ïðè÷¼ì êàæäûé ýëåìåíò ä/á
âûáðàí õîòÿ áû 1 ðàç (ò. å. m > n > 1).

ÏÔ èñêîìûõ âûáîðîê åñòü
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F (x) =
∑
m>0

umx
m = ( x+ x2 + . . . )n =

=
(
x( 1 + x+ x2 + . . . )

)n
= xn( 1 + x+ x2 + . . . )n =

= xn
∑
m>0

((
n

m

))
xm =

∑
m>0

((
n

m

))
xm+n.

Çàìåíÿÿ m 7→ m− n, ïîëó÷àåì

F (x) =
∑
m>n

((
n

m− n

))
xm =

∑
m>n

(
m− 1

m− n

)
xm.

Çàäà÷à î ðàçìåíå ìîíåò: cêîëüêèìè ñïîñîáàìè
ìîæíî ðàçìåíÿòü 1 ðóá. ìîíåòàìè äîñòîèíñòâàìè 1,
5, 10 è 50 êîï.?
Ðåøåíèå. Ñòðîèì ÏÔ ïðåäñòàâëåíèé ñóììû â k êî-
ïååê:

F (x) =
∑
k>0

ukx
k = (1+x1+x

2
1+. . .)·. . .·(1+x4+x

2
4+. . .).

Ó÷èòûâàåì äîñòîèíñòâà ìîíåò: x1 = x, x2 = x5,
x3 = x10, x4 = x50. Ïîýòîìó

F (x) =
1

1− x
· 1

1− x5
· 1

1− x10
· 1

1− x50
.

Íàì æå íóæíî ëèøü çíà÷åíèå u100. Ïîýòîìó ìîæíî
äåéñòâîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Èìååì

u0 =u1 = u2 = u3 = u4 = 1,

u5 =u6 = u7 = u8 = u9 = 2, u10 = 4 .

10 êîï. = 10 · 1 êîï. = 5 êîï.+5 · 1 êîï. = 2 · 5 êîï.
� èòîãî 4 ñïîñîáà.
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Ïîëîæèì

A(x) =
1

1− x
· 1

1− x5
· 1

1− x10
= a0 + a1x+ a2x

2 + . . . ,

B(x) =
1

1− x
· 1

1− x5
= b0 + b1x+ b2x

2 + . . . ,

ïðè÷¼ì b0 = b1 = . . . = b4 = 1 (ïðåäñòàâëåíèå 0, 1,
2, 3 è 4 êîïååê) è, êðîìå òîãî,

1

1− x
= 1 + x+ x2 . . . .

Èìååì

A(x) = (1− x50) · F (x) ;

B(x) = (1− x10) · A(x) ;

1

1− x
= (1− x5) ·B(x).

Îòñþäà  ak = uk − uk−50 , ïðè k > 50 ,
bk = ak − ak−10 , ïðè k > 10 ,
1 = bk − bk−5 , ïðè k > 5 .

Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ: b5 = bk−5 + 1, k > 5 è

bk =

⌊
k

5

⌋
+ 1 , k > 0, ò. å.

B(x) : ( 1, 1, 1, 1, 1︸ ︷︷ ︸
5 øò.

, 2, 2, 2, 2, 2︸ ︷︷ ︸
5 øò.

, 3, 3, 3, 3, 3︸ ︷︷ ︸
5 øò.

, . . . ).

Àíàëîãè÷íî,{
uk = ak + uk−50 , k > 50 ,
ak = bk + ak−10 , k > 10 .
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Èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà � u100 = a100 +a50 +u0 è äàëåå:

a100 = b100 + b90 + . . .+ b60 + b50 + . . .+ b10 + a0

a50 = b50 + b40 + . . .+ b10 + a0 .

Ïîñêîëüêó u0 = a0 = 1, èìååì

u100 = b100 + b90 + b80 + b70 + b60+

+ 2 · (b50 + b40 + b30 + b20 + b10 + 1) + 1 =

= 21+19+17+15+13+2·(11+9+7+5+3+1)+1 =

= 85 + 2 · 36 + 1 = 86 + 72 = 158.

Çàìå÷àíèå. Â îáùåì ñëó÷àå, ÷èñëî ïðåäñòàâëåíèé
ñóììû â k åäèíèö ìîíåòàìè ïî r1, . . . , rm åäèíèö ðàâ-
íî êîýôôèöèåíòó uk â ðàçëîæåíèè ïî x ÏÔ

F (x) =
1

1− xr1
· . . . · 1

1− xrm
.

Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ÏÔ

F (x) =
1

1− x
· 1

1− x2
· 1

1− x3
· . . . .

Êîýôôèöèåíò un = p(n) ðàçëîæåíèÿ ýòîé ÏÔ â ðÿä
ïî x íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì ðàçáèåíèé n � ýòî ÷èñëî
ïðåäñòàâëåíèé n â âèäå ñóììû ïîëîæèòåëüíûõ öå-
ëûõ ñëàãàåìûõ áåç ó÷¼òà ïîðÿäêà. Äëÿ p(n) íåèçâåñò-
íî âûðàæåíèå â çàìêíóòîì âèäå.

Äëÿ ïåðâûõ çíà÷åíèé n èìååì

p(1) = 1, p(2) = 2, p(3) = 3, p(4) = 5,

p(6) = 11, p(7) = 15 .



4.5. 517 ãð. 141

Ðàìàíóäæàí ïîêàçàë, ÷òî

p(5n+ 4) ≡5 0 , p(7n+ 5) ≡7 0 , p(11n+ 6) ≡11 0 .

p(n) ∼ Ane
π
(√

2
3(n−

1
24)
)

ãäå An =
1

2π
√

2

(
π√

6
(
n− 1

24

) − 1

2
(
n− 1

24

)3/2

)
p(200) = 3 972 999 029 388� òî÷íîå çíà÷åíèå

Ñðèíèâ�àñà Ðàìàíóäæ�àí Àéåíã�îð (àíãë. Srinivasa Ra-
manujan Iyengar, 1887�1920) � ìàòåìàòè÷åñêèé ãåíèé Èíäèè.
Ó íåãî òàìèëüñêîå èìÿ áåç ôàìèëèè: Ðàìàíóäæàí � èìÿ, Ñðè-
íèâàñà � îò÷åñòâî, Àéåíãîð � êàñòà. Íå èìåÿ ñïåöèàëüíîãî
ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ, äîêàçàë ñïðàâåäëèâîñòü îêîëî
120 ðàíåå íåèçâåñòíûõ òåîðåòèêî-÷èñëîâûõ ôîðìóë.

Äîêàçàíî Ðàìàíóäæàíîì:

π =
9801

2
√

2
∞∑
k=0

(
(4k)!
(k!)4
· 1103+26390k

(4·99)4k

) .
Óæå ïðè k = 100 äîñòèãàåòñÿ îãðîìíàÿ òî÷íîñòü � 600 âåðíûõ
çíà÷àùèõ öèôð!√

1 + 2

√
1 + 3

√
1 + 4

√
1 + . . . = 3.

x3 + y3 + z3 = w3, ãäå

x = 3a2 + 5ab− 5b2, z = 4a2 − 4ab+ 6b2,

y = 5a2 − 5ab− 3b2, w = 6a2 − 4ab+ 4b2.

Ã. Õàðäè ïðîêîììåíòèðîâàë ðåçóëüòàòû Ðàìàíóäæàíà:
¾Îíè äîëæíû áûòü èñòèííûìè, ïîñêîëüêó åñëè áû îíè íå áû-
ëè èñòèííûìè, òî íè ó êîãî íå õâàòèëî áû âîîáðàæåíèÿ, ÷òîáû
èçîáðåñòè èõ¿. Ñàì Ðàìàíóäæàí ãîâîðèë, ÷òî ôîðìóëû åìó âî
ñíå âíóøàåò áîãèíÿ Íàìàãèðè Òõàéÿð.
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4.5 Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè

Çàäà÷à 4.1. Ïîêàçàòü, ÷òî S(n, n− 1) = C 2
n .

Ðåøåíèå. 1. Èç ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ÷è-
ñåë Ñòèðëèíãà II ðîäà

S(n, k) = kS(n− 1, k) + S(n− 1, n− 1)

ñëåäóåò (ïîä÷¼ðêíóò èòåðàòèâíûé ÷ëåí):

S(n, n− 1) =

= (n− 1)S(n− 1, n− 1)︸ ︷︷ ︸
= 1

+S(n− 1, n− 2) = . . .

. . . = (n− 1) + (n− 2) + . . .+ 1 =
n(n− 1)

2
= C 2

n .

2. S(n, n − 1) åñòü ÷èñëî ñïîñîáîâ ðàçìåñòèòü n
ïîìå÷åííûõ øàðîâ ïî n−1 íåïîìå÷åííûì óðíàì òàê,
÷òîáû íè îäíà èç óðí íå îêàçàëîñü ïóñòîé. ßñíî, ÷òî
âñå óðíû, êðîìå îäíîé áóäóò ñîäåðæàòü ïî 1 øàðó,
è åäèíñòâåííàÿ óðíà áóäåò ñîäåðæàòü 2 øàðà. ×èñëî
ñïîñîáîâ âûáðàòü 2 øàðà äëÿ ïîìåùåíèÿ â ýòó óðíó
ðàâíî C 2

n .

Çàäà÷à 4.2. Ïîêàçàòü, ÷òî S(n, n − 2) = 3C 4
n + C 3

n ,
n > 2.

Ðåøåíèå. Ïîëåçíàÿ ôîðìóëà ñóììèðîâàíèÿ áèíîìè-
àëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ ïî íèæíåìó èíäåêñó :

n∑
k=0

C m
k = C m+1

n+1 , C m
k = 0 ïðè m > k.
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Èç ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ÷èñåë Ñòèð-
ëèíãà II ðîäà ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåì (ïîä÷¼ðêíóò
èòåðàòèâíûé ÷ëåí):

S(n, n−2) = (n−2)S(n−1, n−2)+S(n− 1, n− 3) =

= (n−2)C 2
n−1+(n−3)S(n−2, n−3)+S(n−2, n−4) =

= (n− 2)C 2
n−1 + (n− 3)C 2

n−2 + S(n− 2, n− 4) = . . .

=
n−2∑
i=1

C 2
n−i(n−i−1) =

n−2∑
i=1

C 2
n−i(n−i−2)+

n−2∑
i=1

C 2
n−i .

Èìååì äàëåå

C 2
n−i(n− i− 2) =

(n− i)! (n− i− 2)

2!(n− i− 2)!
=

=
3!

2!
· (n− i)!

3!(n− i− 3)!
= 3 · C 3

n−i.

Çàòåì
n−2∑
i=1

C 3
n−i =

n−1∑
i=2

C 3
i =

n−1∑
i=0

C 3
i = C 4

n

� âòîðîå ðàâåíñòâî ïîëó÷åíî ïî Ck
n = 0 ïðè n < k,

ïîñëåäíåå � ïî ôîðìóëå ñóììèðîâàíèÿ ïî íèæíåìó
èíäåêñó.

Àíàëîãè÷íî
n−2∑
i=1

C 2
n−i =

n−1∑
i=2

C 2
i = C 3

n è ïîëó÷à-

åì òðåáóåìîå.

Çàäà÷à 4.3. Íàéòè ÿâíûé âèä îáùåãî ÷ëåíà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè u0 = 1, u1, u2, . . ., óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëî-
âèÿì
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k∑
j=0

ujuk−j = 1, k ∈ N. (∗)

Ðåøåíèå. Íàïîìèíàíèå:

A =
∑
i>0

ai , B =
∑
i>0

bi , A ·B = C =
∑
k>0

ck,

ck =
k∑
j=0

ajbk−j � ñâ¼ðòêà êîýôôèöèåíòîâ ai è bi .

Ïîëîæèì F (x) =
∑

k>0 uk x
k. ßñíî, ÷òî ëåâàÿ

÷àñòü (∗) åñòü êîýôôèöèåíò ïðè x â
(∑

k>0 uk x
k
)2
.

Ïîëîæèì F (x) =
∑
k>0

uk x
k. Òîãäà ïî (∗)

F 2(x) = 1 + x+ x 2 + . . . =
1

1− x
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

F (x) = (1− x)−1/2 =
∑
k>0

(
−1/2

k

)
(−1)kxk .

Íàõîäèì uk:

uk = (−1)k
(
−1/2

k

)
=

= (−1)k
(
−1

2

) (
−3

2

) (
−5

2

)
. . .
(
−2k−1

2

)
k!

=

=
1 · 3 · 5 · . . . · (2k − 1)

2k k!
=

(2k − 1)!!

2k k!
.

Çàäà÷à 4.4. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{

2k + 3k
}
k>0

íàéòè îáû÷íóþ è ýêñïîíåíöèàëüíóþ ÏÔ.
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Ðåøåíèå.

� Îáû÷íàÿ ÏÔ:

F (x) =
∑
k>0

ukx
k =

∑
k>0

2kxk +
∑
k>0

3kxk =

=
1

1− 2x
+

1

1− 3x
=

2− 5x

1− 5x+ 6x2
.

� Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ÏÔ:

F (x) =
∑
k>0

uk
xk

k!
=
∑
k>0

2kxk

k!
+
∑
k>0

3kxk

k!
= e2x+e3x.

Çàäà÷à 4.5. Ñ ïîìîùüþ ÏÔ äîêàçàòü òîæäåñòâî

C n
2n =

n∑
k=0

(
C k
n

) 2
.

Ðåøåíèå.

(1 + x)2n = (1 + x)n(1 + x)n ⇔

⇔
2n∑
i=0

C i
2nx

i =

(
n∑
k=0

C k
n x

k

)(
n∑

m=0

C m
n x

m

)
.

Ñðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè xn, ïîëó÷èì

C n
2n =

n∑
k=0

C k
nC

n−k
n =

n∑
k=0

(
C k
n

) 2
.

Çàäà÷à 4.6. Íàéòè ÏÔ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷¼ò-
íûõ è íå÷¼òíûõ íîìåðîâ ÷èñåë Ôèááîíà÷è.
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Ðåøåíèå. Ïóñòü F (x) � ÏÔ äëÿ (u0, u1, u2, u3 . . .).
Òîãäà F (−x) � ÏÔ äëÿ (u0, −u1, u2, −u3 . . .).

Èìååì
F (x) + F (−x)

2
� ÏÔ äëÿ (u0, 0, u2, 0 . . .).

Îòñþäà
F (y) + F (−y)

2

∣∣∣∣∣
y2=x

� ÏÔ äëÿ (u0, u2, u4, . . .)

è
F (y)− F (−y)

2y

∣∣∣∣∣
y2=x

� ÏÔ äëÿ (u1, u3, u5, . . .).

ÏÔ äëÿ ÷èñåë Ôèááîíà÷è: F (x) =
1

1− x− x2
.

Èìååì

1

2

(
1

1− y − y2
+

1

1 + y − y2

)
=

1− y2

1− 3y2 + y4
.

F (x)÷¼òí =
1− x

1− 3x+ x2
.

1

2y

(
1

1− y − y2
− 1

1 + y − y2

)
=

y

y · (1− 3y2 + y4)
.

F (x)íå÷¼òí =
1

1− 3x+ x2
.

Çàäà÷à 4.7. Âûâåñòè ôîðìóëó äëÿ îïðåäåëèòåëÿ 4n

òð¼õäèàãîíàëüíîé ìàòðèöû n-ãî ïîðÿäêà
3 2 0 0 . . . 0
1 3 2 0 . . . 0
0 1 3 2 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 1 3
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ìåòîäàìè ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé è ëèíåéíûõ ðåêóð-
ðåíòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé; ñ÷èòàåì, ÷òî 40 = 1.

Ðåøåíèå. 1 � ìåòîäîì ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé
Èìååì 41 = 3 è 4n+1 = 34n − 24n−1 äëÿ n > 1.

Íàéä¼ì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ

F (x) =
∑
n>0

unx
n = 1 + 3x+

∑
n>2

unx
n =

= 1 + 3x+
∑
n>2

(3un−1 − 2un−2)x
n =

= 1 + 3x+ 3x
∑
n>2

un−1x
n−1 − 2x2

∑
n>2

un−2x
n−2 =

= 1 + 3x+ 3x(F (x)− 1)− 2x2F (x) =

= 1 + 3xF (x)− 2x2F (x) ⇒

⇒ F (x)(1−3x+2x2) = 1 ⇒ F (x) =
1

1− 3x+ 2x2
.

1− 3x+ 2x2 = (1− ax)(1− bx) = 1− (a+ b)x+ abx2 .{
a+ b = 3 ,
ab = 2 ,

⇒ a = 1 , b = 2 .

1

(1− x)(1− 2x)
=

A

1− x
+

B

1− 2x
⇒

⇒ A− 2Ax+B −Bx = 1 ⇒

⇒
{
A+B = 1 ,
2A+B = 0 ,

⇒ A = −1 , B = 2 .

F (x) =
∑
n>0

un x
n =

−1

1− x
+

2

1− 2x
=
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=
∑
n>0

(−1)xn +
∑
n>0

2(2n)xn =

=
∑
n>0

(2n+1 − 1)xn ⇒ 4n = 2n+1 − 1.

2 � ìåòîäîì ë.ð.ñ.

Ñîîòíîøåíèå: 4n+2 − 34n+1 + 24n = 0.
Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå:

P (x) = x2 − 3x+ 2 = 0 ⇒ x1 = 1, x2 = 2.

Îáùåå ðåøåíèå: un = β1 + β2 · 2n.
Èñïîëüçóÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ �{

β1 + β2 = 1
β1 + 2β2 = 3

⇒
{
β2 = 2
β1 = −1

.

Ðåøåíèå: un = 2n+1 − 1.

Çàäà÷à 4.8. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçìåíÿòü
ìîíåòó 20 êîï. ìîíåòàìè ïî 1, 2, 3 è 5 êîï.?

Ðåøåíèå. Ñòðîèì ÏÔ ïî îáùåé êîìáèíàòîðíîé ñõå-
ìå.

F (x1, . . . x5) = ( 1+x1+x2
1+. . . )·( 1+x2+x2

2+. . . )·
( 1 + x3 + x2

3 + . . . ) · ( 1 + x4 + x2
4 + . . . ) =

(çàìåíà: x1 7→ x , x2 7→ x2 , x3 7→ x3 , x4 7→ x5)

= ( 1 + x+ x2 + . . . ) · ( 1 + x2 + x4 + . . . )·
( 1 + x3 + x6 + . . . ) · ( 1 + x5 + x10 + . . . ) =

=
1

1− x
· 1

1− x2
· 1

1− x3
· 1

1− x5
=
∑
k>0

ukx
k ;



4.5. 517 ãð. 149

uk � ÷èñëî ðàçìåíîâ k êîïååê.

Îáîçíà÷èì

A(x) =
1

1− x
· 1

1− x2
· 1

1− x3
=
∑
k>0

akx
k ,

a0 = a1 = 1; a2 = 2 ;

B(x) =
1

1− x
· 1

1− x2
=
∑
k>0

bkx
k , b0 = b1 = 1 ;

C(x) =
1

1− x
= 1 + x+ x2 + . . . .

Íåïîñðåäñòâåííî âû÷èñëÿåòñÿ

u0 = u1 = 1; u2 = 2, u3 = 3; u4 = 4, u5 = 6.

Èìååì

A(x) =
∑
k>0

akx
k = (1− x5) ·

∑
k>0

ukx
k ⇒

⇒ uk − uk−5 = ak , k > 5.

Àíàëîãè÷íî{
ak − ak−3 = bk , k > 3 ,
bk − bk−2 = 1 , k > 2 .

Èëè  uk = ak + uk−5 , k > 5 ,
ak = bk + ak−3 , k > 3 ,
bk = 1 + bk−2 , k > 2 .

Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ

B(x) : (1, 1, 2, 2, 3, 3, . . .) , èëè bk =

⌊
k

2

⌋
+ 1.
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Ðàñêðûâàåì

u20 = u15 +a20 = a20 +a15 +u10 = a20 +a15 +a10 +u5.

a20 = b20 + b17 + b14 + b11 + b8 + b5 + a2 = 44,

a15 = b15 + b12 + b9 + b6 + b3 + a0 = 27,

a10 = b10 + b7 + b4 + a1 = 14.

Îêîí÷àòåëüíî, u20 = 44 + 27 + 14 + 6 = 91.

Çàäà÷à 4.9. Íàéòè àñèìïòîòèêó (ñêîðîñòü ðîñòà) ÷è-
ñåë Êàòàëàíà tk ïðè k →∞.

Ðåøåíèå. Èìååì

tk =
1

k + 1

(
2k

k

)
=

1

k + 1
· (2k)!

k! k!
,

è èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ñòèðëèíãà n! ∼
√

2πn (n/e)n �

tk ≈
4k

k
√
πk

.
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Ãëàâà 5

Ñëó÷àéíûå ãðàôû

5.1 Äèñêðåòíàÿ âåðîÿòíîñòü

Îáîçíà÷åíèÿ è íàïîìèíàíèÿ
bxc � ïîë: arg max

n∈N0

{n 6 x }, 0 6 x;

dxe � ïîòîëîê: arg min
n∈N0

{x 6 n }, 0 6 x;

Kn � ïîëíûé ãðàô íà n âåðøèíàõ;
2M � áóëåàí (ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ) ìíî-

æåñòâà M .
2n � êîíå÷íàÿ áóëåâà àëãåáðà ñ n àòîìàìè.

Ñëó÷àéíîå ñîáûòèå � ìîæåò ïðîèçîéòè èëè íå
ïðîèçîéòè â ðåçóëüòàòå íåêîòîðîãî èñïûòàíèÿ (îïû-
òà).

P[A] � âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A ∈ {0, 1},
0 6 P[A] 6 1.

P[A] = 1− P[A],

P[A+B] = P[A] + P[B]− P[A ·B],

P

[∑
i

Ai

]
6
∑
i

P[A],

P[A ·B] = P[A] · P[B], åñëè ñîáûòèÿ íåçàâèñèìû,

= P[A] · P[B | A] = P[B] · P[A | B], èíà÷å.

Åñëè ïðîâîäèòñÿ n èñïûòàíèé ïî ñõåìå Áåðíóëëè
ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíè÷íîãî óñïåõà p, òî âåðîÿòíîñòü
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P>1 íàáëþäàòü õîòÿ áû îäèí óñïåõ �

P>1 = 1− (1− p)n︸ ︷︷ ︸
âåðîÿòíîñòü íàáëþäàòü

íè îäíîãî óñïåõà

= np−n(n− 1)

2
p2+. . . 6 np

Ñëó÷àéíîé íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà, êîòîðàÿ â ðå-
çóëüòàòå èñïûòàíèÿ ìîæåò ïðèíÿòü íåêîòîðîå âîç-
ìîæíîå çíà÷åíèå, íåèçâåñòíîå çàðàíåå.

Èëè: ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà (ñ.â.) � ôóíêöèÿ, çàäàí-
íàÿ íà ìíîæåñòâå ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ ñëó÷àéíîãî
ýêñïåðèìåíòà è ïåðåâîäÿùàÿ èõ â íåêîòîðîå ìíîæåñò-
âî ÷èñåë.

E[X] � ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñ.â. X;

D[X] = E[X2]− (E[X])2 � äèñïåðñèÿ ñ.â. X.

Íåðàâåíñòâî ×åáûø¼âà äëÿ íåîòðèöàòåëüíîé ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû X ñ êîíå÷íûì ìàòåìàòè÷åñêèì
îæèäàíèåì E[X]:

P[X > ε] 6
E[X]

ε
.

Àñèìïòîòèêà ïðè n→∞.

O: f(n) = O(g(n)) ⇔
∣∣f(n)
g(n)

∣∣ 6 const
� îãðàíè÷åííîñòü ñâåðõó;

Ω: f(n) = Ω(g(n)) ⇔
∣∣f(n)
g(n)

∣∣ > const
� îãðàíè÷åííîñòü ñíèçó;

Θ: f(n) = Θ(g(n)) ⇔ � îãðàíè÷åííîñòü è ñâåðõó,
è ñíèçó;

o: f(n) = o(g(n)) ⇔ f(n)
g(n) → 0.
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Äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà: îïðåäåëåíèå
è ïðèìåðû

Îïðåäåëåíèå 5.1. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà íàçûâàåòñÿ
äèñêðåòíîé, åñëè ïðîñòðàíñòâî å¼ ýëåìåíòàðíûõ èñ-
õîäîâ (íîñèòåëü) Ω = {ω0, ω1, . . . } íå áîëåå, ÷åì
ñ÷¼òíî.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü p0, p1, . . ., ãäå pk = P[ωk],
k = 0, 1, . . .,

∑
k pk = 1, íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíûì ðàñ-

ïðåäåëåíèåì èëè ôóíêöèåé âåðîÿòíîñòè.

Ïðèìåðû 5.2. � Ðàñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè B(p, q):
Ω = { 0, 1 }, p0 = p, p1 = 1− p = q.

� Áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå Bi(n, k): ðåçóëü-
òàò n èñïûòàíèé ïî ñõåìå Áåðíóëëè ñ âåðî-
ÿòíîñòüþ 0 < p < 1 êàæäîå, q = 1 − p,
Ω = { 0, 1, . . . , n }:

1 = (p+ q)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
pkqn−k︸ ︷︷ ︸
pk

� âåðîÿòíîñòü íàáëþäåíèÿ k óñïåõîâ,
0 6 k 6 n.

� Îòðèöàòåëüíîå áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëå-
íèå (ðàñïðåäåëåíèå Ïàñêàëÿ) NBi(k, p):
Ω = { 0, 1, . . . }, 0 < q < 1, p = 1 − q:

1 =

(
1− q
1− q

)n
= (1− q)n · 1

(1− q)n
=
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= (1−q)n·
∑
k>0

C
k
nq

k =
∑
k>0

(
n+ k − 1

n− 1

)
pn(1− p)k︸ ︷︷ ︸

pk

� ðàñïðåäåëåíèå äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû ðàâíîé êîëè÷åñòâó ïðîèçîøåäøèõ íåóäà÷
â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èñïûòàíèé Áåðíóëëè ñ âå-
ðîÿòíîñòüþ óñïåõà p, ïðîâîäèìîé äî n-ãî óñïå-

õà; C
k
n � ñì. ñ. 136.

� Ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà Po(λ):
Ω = { 0, 1, . . . }, λ > 0.

1 = e−λeλ = e−λ
(

1 + λ+
λ2

2!
+ . . .

)
=
∑
k>0

λke−λ

k!︸ ︷︷ ︸
pk

Âåðîÿòíîñòü P[A] ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ A ⊆ Ω åñòü∑
ω∈A

p(ω).

Êëàññè÷åñêèé ñïîñîá çàäàíèÿ âåðîÿòíîñòåé: êîëè-
÷åñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ êîíå÷íî è âñå îíè èìå-
þò îäèíàêîâóþ âåðîÿòíîñòü. Òîãäà âåðîÿòíîñòü ëþ-
áîãî ñîáûòèÿ ïðè êîíå÷íîì |Ω| îïðåäåëÿåòñÿ êàê îò-
íîøåíèå åãî ìîùíîñòè ê îáùåìó ÷èñëó ýëåìåíòàðíûõ
èñõîäîâ.

Ïðèìåð 5.3. Ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå
HGe(k;N,D, n): èìååòñÿ ìíîæåñòâî èç N îáúåêòîâ,
èç êîòîðûõ D äåôåêòíûõ; åñëè èç äàííîãî ìíî-
æåñòâà äåëàåòñÿ ñëó÷àéíàÿ n-âûáîðêà, òî êàêîâà
âåðîÿòíîñòü, ÷òî â íåé îêàæåòñÿ ðîâíî d äåôåêòíûõ
îáúåêòîâ?
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N−D︷ ︸︸ ︷◦ ◦ . . . ◦
D︷ ︸︸ ︷• • . . . • N 0 6 D 6 N

◦ . . . ◦︸ ︷︷ ︸
n−d

• . . . •︸ ︷︷ ︸
d

n 0 6 d 6 n 6 N

pd =
C n−d
N−D · C d

D

C n
N

.

5.2 Ïîíÿòèå î âåðîÿòíîñòíîì ìåòîäå

Äîêàçàòåëüñòâà â ìàòåìàòèêå:
� â êîíñòðóêòèâíûõ äîêàçàòåëüñòâàõ ïðîâîäèò-
ñÿ ïðåäúÿâëåíèå òðåáóåìîãî îáúåêòà èëè àëãî-
ðèòì åãî ïîñòðîåíèÿ;

� â ýêçèñòåíöèàëüíûõ äîêàçàòåëüñòâàõ äîêàçû-
âàåòñÿ, ëèøü ÷òî îáúåêò ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó
ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì íåêîòîðîãî íåïóñòîãî ìíî-
æåñòâà; ê íèì îòíîñÿòñÿ äîêàçàòåëüñòâà ñ ïðè-
ìåíåíèåì âåðîÿòíîñòíîãî ìåòîäà.

Âåðîÿòíîñòíûé ìåòîä, ïðåäëîæåííûé Ï. Ýðä¼-
øåì â ñåðåäèíå XX â., ñòàë ìîùíûì èíñòðóìåíòîì
äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãèõ çàäà÷ äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè.
Èäåÿ ìåòîäà î÷åíü ïðîñòà:

äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ îáúåêòà ñ äàí-
íûìè ñâîéñòâàìè îïðåäåëÿþò ïîäõîäÿùåå âåðîÿò-
íîñòíîå ïðîñòðàíñòâî îáúåêòîâ, à çàòåì ïîêàçûâàþò,
÷òî ïðè ñëó÷àéíîì âûáîðå îáúåêòà âåðîÿòíîñòü íà-
ëè÷èÿ ó íåãî èíòåðåñóþùèõ ñâîéñòâ ñòðîãî ïîëîæè-
òåëüíà.
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ßñíî, ÷òî äàííîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî äîëæíî
îáåñïå÷èâàòü íåíóëåâóþ âåðîÿòíîñòü âûáîðà ëþáîãî
ñâîåãî îáúåêòà.

Ïàë Ýðä¼ø (âåíã. Erd�os P�al, 1913�1996) � âåíãåðñêèé
¾ñòðàíñòâóþùèé ìàòåìàòèê¿. Ðàáîòàë â ñàìûõ ðàçíûõ îáëà-
ñòÿõ ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè: êîìáèíàòîðèêà, òåîðèÿ ãðàôîâ,
òåîðèÿ ÷èñåë, ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç, òåîðèÿ ìíîæåñòâ, òåî-
ðèÿ âåðîÿòíîñòåé... Êîëè÷åñòâî íàïèñàííûõ èì íàó÷íûõ ñòà-
òåé, òàê æå êàê è ÷èñëî åãî ñîàâòîðîâ íå èìååò àíàëîãîâ ñðåäè
ñîâðåìåííûõ ìàòåìàòèêîâ.

Åãî èìÿ íîñèò íåñêîëüêî äåñÿòêîâ òåîðåì, ãèïîòåç (íåêîòî-
ðûå èç êîòîðûõ áûëè âïîñëåäñòâèè äîêàçàíû), êîíñòàíò, íåðà-
âåíñòâ, ãðàôîâ, ïðîñòðàíñòâ, ìîäåëåé... Ëàóðåàò ìíîæåñòâà
ìàòåìàòè÷åñêèõ íàãðàä è îñíîâàòåëü ïðåìèè Ýðä¼øà.

×èñëà Ðàìñåÿ

Îïðåäåëåíèå 5.4. ×èñëî Ðàìñåÿ R(k, l) åñòü òàêîå íàè-
ìåíüøåå öåëîå n, ÷òî ïðè ëþáîé ðàñêðàñêå ðåá¼ð ïîë-
íîãî n-âåðøèííîãî ãðàôà â ñèíèé è êðàñíûé öâåòà
ñóùåñòâóåò ëèáî êðàñíàÿ êëèêà k-êëèêà, ëèáî ñèíÿÿ
êëèêà l-êëèêà.

Ãèïîòåçà: R(3, 3)
?
= 5.

Ò.å. ìîæíî ëè ð¼áðà ïîëíîãî
5-âåðøèííîãî ãðàôà ðàñêðàñèòü
â ñèíèé è êðàñíûé öâåòà òàê,
÷òîáû íå îêàçàëîñü íè ñèíåãî,
íè êðàñíîãî òðåóãîëüíèêà?
Ìîæíî: ��−→, ò. å. R(3, 3) > 6.

Ïîêàæåì, ÷òî R(3, 3) 6 6, îòêóäà áóäåò ñëåäîâàòü,
÷òî R(3, 3) = 6.
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1. ßñíî, ÷òî ëþáîé ðàñêðàñêå ð¼áåð ãðàôà K6 â
ñèíèé è êðàñíûé öâåòà êàæäîé åãî âåðøèíå èíöè-
äåíòíà ëèáî íå ìåíåå 3 ñèíèõ ð¼áåð, ëèáî íå ìåíåå
3 êðàñíûõ.

2. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó v ∈ V (K6)
è ïóñòü åé èíöèäåíòíî 3 êðàñíûõ ðåáðà (v, v1), (v, v2),
(v, v3). Òîãäà äëÿ ð¼áåð (v1, v2), (v2, v3) è (v3, v1) âîç-
ìîæíû 2 ñëó÷àÿ:

1) âñå îíè ñèíèå, è òîãäà îíè îáðàçóþò ñèíèé òðå-
óãîëüíèê;

2) õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ ð¼áåð êðàñíîå, íàïðèìåð,
(v1, v2), è òîãäà ð¼áðà (v, v1), (v1, v2), (v2, v) îá-
ðàçóþò êðàñíûé òðåóãîëüíèê.

3. Åñëè âåðøèíå v ∈ V (K6) åé èíöèäåíòíî 3 ñè-
íèõ ðåáðà, ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû.
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Áûòîâîé âàðèàíò çíà÷åíèÿ R(3, 3) = 6: â ãðóïïå
èç 6 ÷åëîâåê ëþáûå òðîå ëèáî çíàêîìû äðóã ñ äðóãîì,
ëèáî äðóã äðóãà íå çíàþò.

Ô. Ï. Ðàìñåé1) ïîêàçàë, ÷òî ÷èñëî R(k, l) êîíå÷íî
äëÿ ëþáûõ k è l.

×èñëà Ðàìñåÿ òðóäíîâû÷èñëèìû: êîëè÷åñòâî Cn
âñåâîçìîæíûõ 2-ðàñêðàñîê ð¼áåð ïîëíîãî n-âåðøèí-

íîãî ãðàôà ðàâíî 2(n
2), è, íàïðèìåð

|V (K40)| = 40·39/2 = 780, C40 = 2780 ≈ 6,36·10234.

ßñíî, ÷òî R(1, l) = 1 è R(2, l) = l.
Íåêîòîðûå èçâåñòíûå çíà÷åíèÿ R(k, l) è èõ îöåíêè:

R(k, l) 3 4 5 6 7

3 6 9 14 18 23

4 9 18 25 36...41 49...61

5 14 25 43...49 58...87 80...143

6 18 36...41 58...87 102...165 113...298

Ï. Ýðä¼ø è Ä. Ñåêåðåø óñòàíîâèëè ðåêóððåíòíîå
íåðàâåíñòâî

R(k, l) 6 R(k − 1, l) +R(k, l − 1), k > 2, l > 2,

îòêóäà ñëåäóþò îöåíêè R(k, l) 6 Ck−1
k+l−2 è

R(k, k) 6 (4− δ(k))k, δ(k)→ 0.

1)Ôðýíê Ïëàìïòîí Ðàìñåé (Frank Plumpton Ramsey, 1903�1930) � àí-
ãëèéñêèé ìàòåìàòèê, óñïåâøèé âíåñòè òàêæå çíà÷èòåëüíûé âêëàä â ôè-
ëîñîôèþ è ýêîíîìè÷åñêóþ íàóêó. Îí äîêàçàë (1930), ÷òî óïîðÿäî÷åííûå
êîíôèãóðàöèè íåèçáåæíî ïðèñóòñòâóþò â ëþáîé áîëüøîé ñòðóêòóðå.
Â ñòàòüå 1935 ã. Ï. Ýðä¼ø è Ä. Ñåêåðåø ïåðåîòêðûëè ÷èñëà Ðàìñåÿ è

äîêàçàëè ïðî íèõ ñóùåñòâåííî áîëåå òî÷íûå óòâåðæäåíèÿ, ÷åì óñòàíîâ-
ëåííûå Ô. Ï. Ðàìñååì.
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Ýðä¼ø ïîëàãàë, ÷òî â ñëó÷àå êðàéíåé íåîáõîäèìî-
ñòè ÷åëîâå÷åñòâî åù¼ ñïîñîáíî íàéòè R(5, 5), íî íå
R(6, 6). Îí íàø¼ë ñïîñîá ïîëó÷èòü íèæíþþ îöåíêó
äèàãîíàëüíûõ ÷èñåë Ðàìñåÿ, èñïîëüçóÿ âåðîÿòíîñò-
íûé ìåòîä.

Ïðèìåíåíèå âåðîÿòíîñòíîãî ìåòîäà: íèæíÿÿ
îöåíêà äèàãîíàëüíîãî ÷èñëà Ðàìñåÿ

::::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 5.5. Åñëè C k

n ·21−C 2
k < 1, òî R(k, k) > n.

Òàêèì îáðàçîì, R(k, k) > b2k/2c äëÿ âñåõ k > 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ ðàñêðàñêó ðå-
áåð ãðàôà Kn â êðàñíûé è ñèíèé öâåòà ðàâíîâåðîÿòíî
è íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà.

Îïðåäåëèì äëÿ êàæäîé k-êëèêè Kk ãðàôà
Kn, k 6 n ñîáûòèå

M(Kk) = 1 ⇔ ïîäãðàô Kk � ìîíîõðîìàòè÷åñêèé

(èëè îäíîöâåòíûé, âñå åãî ðåáðà ÿâëÿþòñÿ ëèáî ÿâ-
ëÿþòñÿ êðàñíûìè, ëèáî ñèíèìè).

ßñíî, ÷òî

P[M(Kk)] =
2

2C
2
k

= 21−C 2
k = pk

(äâà âàðèàíòà èç 2C
2
k âîçìîæíûõ 2-öâåòíûõ ðàñêðàñîê

âñåõ C 2
k ð¼áåð ïîäãðàôà).

Ò. ê. ñóùåñòâóåò C k
n âàðèàíòîâ âûáîðà ïîäãðàôà

Kk, òî âåðîÿòíîñòü P>1 òîãî, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå îäíî
èç ñîáûòèé M(Kk) ïðîèçîéäåò �

0 6 P>1 = 1− (1− pk)C
k
n 6 C k

n · 21−C 2
k < 1.
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Òîãäà âåðîÿòíîñòü 1−P>1, ÷òî íè îäíîãî òàêîãî ñîáû-
òèÿ íå ïðîèçîéä¼ò ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà, ò. å. ñóùåñò-
âóåò 2-ðàñêðàñêà ãðàôàKn áåç îäíîöâåòíûõ (êðàñíûõ
èëè ñèíèõ) k-êëèê è R(k, k) > n.

Åñëè k > 3 è n = b2k/2c, òî

C k
n 21−C 2

k =
n · (n− 1) · . . . · (n− k + 1)

k!
·21−k2/2+k/2 <

<
nk

k!
· 2

1+k/2

2k2/2
6
6 2k2/2

k!
· 2

1+k/2

6 2k2/2
< 1,

ñëåäîâàòåëüíî, R(k, k) > n = b2k/2c äëÿ âñåõ k > 3. �

Ïðèíöèï Äèðèõëå: åñëè n êðîëèêîâ ðàññàæåíû â
k êëåòîê, òî ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî â îäíîé èç êëåòîê
íàõîäèòñÿ áîëåå îäíîãî êðîëèêà, ìîæíî åñëè n > k,
à åñëè k > n, òî êàê ìèíèìóì îäíà êëåòêà ïóñòà.
Âàðèàíò � ¾ïðèíöèï ãîëóáåé è ÿùèêîâ¿ (Pigeonhole
principle). Òåîðèÿ Ðàìñåÿ îáîáùàåò ýòîò ïðèíöèï.

×èñëà Ðàìñåÿ â îáùåì ñëó÷àå: R(k1, k2; r),
2 6 r � ìîùíîñòü ïîäìíîæåñòâ âåðøèí ãðàôà, ò. å.
ðàññìàòðèâàþòñÿ ãèïåðãðàôû; ó íàñ r = 2.

Ôàêòè÷åñêè òåîðèÿ Ðàìñåÿ óòâåðæäàåò, ÷òî ëþáàÿ
áîëüøàÿ ñòðóêòóðà îáÿçàòåëüíî ñîäåðæèò óïîðÿäî-
÷åííóþ ïîäñòðóêòóðó = ïîëíàÿ íåóïîðÿäî÷åííîñòü
íåâîçìîæíà. Ýòî îòíîñèòñÿ, íàïðèìåð, ê áåñ÷èñëåí-
íûì ãðóïïàì çâ¼çä Âñåëåííîé, áîëüøîé ñîâîêóïíîñòè
ñëó÷àéíî ðàçáðîñàííûõ êàìåøêîâ èëè ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ÷èñåë, ïîëó÷åííûõ áðîñàíèåì èãðàëüíîé êîñòè.

Èç äîêàçàòåëüñòâà R(k, k) > b2k/2c, k > 3 ñëåäóåò,
÷òî ñóùåñòâóåò ðåáåðíàÿ 2-ðàñêðàñêà ãðàôà Kn áåç
îäíîöâåòíûõ êëèê K2 log2 n.
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Êàê íàéòè òàêóþ ðàñêðàñêó ÿâíî?
Ïîëíàÿ ïðîâåðêà îäíîãî ïîäãðàôà Kk �

2C
2
k = 2k

2/2−k/2 âàðèàíòîâ.
Äëÿ áîëüøèõ k ïðè n = b2k/2c âûïîëíåíî

C k
n · 21−C 2

k <
21+k/2

k!

( n

2k2/2

)k
6

21+k/2

k!
� 1,

ïîýòîìó ñëó÷àéíàÿ ðàñêðàñêà ãðàôà Kn ñ áîëüøîé
âåðîÿòíîñòüþ íå ñîäåðæèò îäíîöâåòíûõ ïîäãðàôîâ
K2 log2 n.

Ïðèìåíåíèå âåðîÿòíîñòíîãî ìåòîäà: òóðíèðû

Îïðåäåëåíèå 5.6. Òóðíèð T íà ìíîæåñòâå èç n èãðîêîâ
åñòü ðåçóëüòàò îðèåíòàöèè ðåáåð Kn.

Òóðíèð T îáëàäàåò ñâîéñòâîì Sk, åñëè äëÿ êàæ-
äîãî k-ýëåìåíòíîãî ïîäìíîæåñòâà èãðîêîâ íàéäåò-
ñÿ õîòÿ áû îäèí èãðîê, êîòîðûé ïîáåæäàåò èõ âñåõ �
ïîáåäèòåëü.

Íàïðèìåð, öèêëè÷åñêè îðèåíòèðîâàííûé òðåóãîëü-
íèê ñ V = {1, 2, 3} è E = {(1, 2), (2, 3), (3, 1)}
îáëàäàåò ñâîéñòâîì S1 (íî íå S3!).

1

3 2

[
[]

�
��

u

Ïðîáëåìà Øþòòå � âåðíî ëè, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîíå÷-
íîãî k ñóùåñòâóåò òóðíèð T (ñ áîëåå ÷åì k âåðøèíà-
ìè), îáëàäàþùèé ñâîéñòâîì Sk?
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Ñëó÷àéíûé òóðíèð � òóðíèð, ïîëó÷àåìûé èç ïîë-
íîãî ãðàôà âûáîðîì äëÿ êàæäîé ïàðû åãî âåðøèí u è
v íåçàâèñèìî è ðàâíîâåðîÿòíî ëèáî äóãè (u, v), ëèáî
äóãè (v, u).

Ïðè ýòîì âñå 2C
2
n âîçìîæíûõ òóðíèðîâ íà ìíî-

æåñòâå V ðàâíîâåðîÿòíû.

Èäåÿ: åñëè n äîñòàòî÷íî âåëèêî ïî ñðàâíåíèþ ñ k,
òî ñëó÷àéíûé òóðíèð íà ìíîæåñòâå V = {1, . . . , n} ñ
áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ îáëàäàåò ñâîéñòâîì Sk.

::::::::::
Òåîðåìà 5.7 (Ýðä¼ø, 1963). Åñëè C k

n

(
1− 2−k

)n−k
< 1,

òî ñóùåñòâóåò òóðíèð íà n âåðøèíàõ, îáëàäàþùèé
ñâîéñòâîì Sk.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé òóðíèð íà
ìíîæåñòâå V = {1, . . . , n}.

Äëÿ êàæäîãî k-ýëåìåíòíîãî ïîäìíîæåñòâà âåð-
øèí K ⊆ V îïðåäåëèì ñîáûòèå Nk, ñîñòîÿùåå â òîì,
÷òî íå ñóùåñòâóåò ïîáåäèòåëÿ K.

Ïîñêîëüêó äëÿ êàæäîé âåðøèíû v ∈ V r K âå-
ðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî v íå åñòü ïîáåäèòåëü K ðàâíà
1 − 2−k, è âñå n − k ñîáûòèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàç-
ëè÷íûì âûáîðàì âåðøèí v, íåçàâèñèìû, òî

P[Nk] =
(
1− 2−k

)n−k
.

Îöåíèì âåðîÿòíîñòü P>1 òîãî, ÷òî õîòÿ áû îäíî
ñîáûòèå Nk ïðîèçîøëî:

P>1 = P

∑
K⊆V
|K|=k

Nk

 6 ∑
K⊆V
|K|=k

P[Nk] = C k
n

(
1− 2−k

)n−k
< 1.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ íè îä-
íî èç ñîáûòèé Nk íå ïðîèñõîäèò, îòêóäà ñëåäóåò ñó-
ùåñòâîâàíèå òóðíèðà íà n âåðøèíàõ, îáëàäàþùèé
ñâîéñòâîì Sk. �

5.3 Ìîäåëè ñëó÷àéíûõ ãðàôîâ

Ìîäåëü G(n, p) Ýðä¼øà�Ðåíüè � èñòîðè÷åñêè
ïåðâàÿ ìîäåëü ñëó÷àéíîãî ãðàôà.

Íà ìíîæåñòâå Vn = {1, . . . , n} âåðøèí ââîäèì
ìíîæåñòâî ð¼áåð E, ñîåäèíÿÿ ïàðó âåðøèí ðåáðîì ñ
çàäàííîé âåðîÿòíîñòüþ p ∈ (0, 1) íåçàâèñèìî îò âñåõ
îñòàëüíûõ ïàð âåðøèí. Òàêèì îáðàçîì, ðåáðà ïîÿâ-
ëÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñî ñõåìîé Áåðíóëëè, èç C 2

n èñ-
ïûòàíèé ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíè÷íîãî óñïåõà p.

ßñíî, ÷òî E � ñëó÷àéíîå ìíîæåñòâî. Ñëó÷àéíûé
ãðàô â ìîäåëè Ýðä¼øà�Ðåíüè: (Vn, E) ∈ G(n, p).

Â àêñèîìàòèêå Êîëìîãîðîâà ïîëó÷èì äèñêðåòíîå
âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî

Ωn = {G = (Vn, E)}, Fn = 2Ωn,

Pn,p[G] = p|E|(1− p)C 2
n−|E|.

Ýëåìåíòû ñèãìà-àëãåáðû Fn � íàáîðû ãðàôîâ.
Âåðîÿòíîñòü, ñ êîòîðîé ãðàô íà n âåðøèíàõ îáëàäàåò
äàííûì ñâîéñòâîì A:

Pn,p[A] =
∑
G∈A

Pn,p[G],

ãäå ìíîæåñòâî A ∈ Fn ñîñòîèò èç âñåõ ãðàôîâ, äëÿ
êîòîðûõ âûïîëíåíî ñâîéñòâî A.
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::::::::::
Òåîðåìà 5.8. Ïóñòü c � const è p = p(n) ∼ c

n â ìî-
äåëè G(n, p). Òîãäà êîëè÷åñòâî òðåóãîëüíèêîâ â ñëó-
÷àéíîì ãðàôå èìååò àñèìïòîòè÷åñêè ïóàññîíîâñêîå
ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì λ = c3

6 .

Ñâîéñòâî A âûïîëíåíî ïî÷òè âñåãäà èëè ñ áîëü-
øîé âåðîÿòíîñòüþ2), åñëè

Pn,p[A]→ 1 ïðè n→∞.

::::::::::
Òåîðåìà 5.9. Ïóñòü G ∈ G(n, p) è p = p(n) = c

lnn

n
,

c � const. Òîãäà ïî÷òè âñåãäà åñëè

� c > 1, òî ãðàô G ñâÿçåí,

� c < 1, òî ãðàô G íå ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ñëó÷àé c > 1.
Ââåäåì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó íà ïðîñòðàíñòâå G(n, p):

Xn = Xn(G) =

{
0, åñëè G ñâÿçåí,
k, åñëè ó G ðîâíî k êîìïîíåíò.

Ò. î. Xn ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 0, 1, 2, . . ..

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè n→∞

Pn,p[Xn = 0]→ 1, ÷òî ðàâíîñèëüíî Pn,p[Xn > 1]→ 0.

Ïî íåðàâåíñòâó ×åáûø¼âà: Pn,p[Xn > 1] 6 E[Xn], è íàì
îñòàåòñÿ îáîñíîâàòü ñòðåìëåíèå ê íóëþ E[Xn].

Ïðåäñòàâèì Xn â âèäå ñóììû

Xn = Xn,1 + . . .+Xn,n−1,

ãäå Xn,k = Xn,k(G) � ÷èñëî k-âåðøèííûõ êîìïîíåíò ãðàôà G.
Çàíóìåðóåì âñå k-ýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà

âåðøèí Vn ñëó÷àéíîãî ãðàôà â íåêîòîðîì (ïðîèçâîëüíîì) ïî-
ðÿäêå: K1, . . . , KC k

n
. Òîãäà, â ñâîþ î÷åðåäü �

2) whp � with high probability)
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Xn,k = Xn,k,1 + . . .+Xn,k,C k
n
,

ïîñêîëüêó

Xn,k,i = Xn,k,i(G) =

=

{
1, åñëè Ki îáðàçóåò êîìïîíåíòó G,
0, èíà÷å.

Â èòîãå
E[Xn] =

n−1∑
k=1

C k
n∑

i=1

E[Xn,k,i].

Î÷åâèäíî,

E[Xn,k,i] = Pn,p[Ki îáðàçóåò êîìïîíåíòó â G] 6

6 Pn,p[ èç Ki â Vn rKi íåò ð¼áåð â G].

Ïîëó÷àÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî, ìû ïðåíåáðåãëè óñëîâèåì
ñâÿçíîñòè òîé ÷àñòè ãðàôà G, êîòîðàÿ ¾ñèäèò¿ íà ìíîæåñòâå
âåðøèí Ki (òàêóþ ÷àñòü ïðèíÿòî íàçûâàòü èíäóöèðîâàííûì

ïîäãðàôîì, ñèìâîëè÷åñêè G|Ki
).

Äàëåå,

Pn,p [èç Ki â V rKi íåò ðåáåð â G] = (1− p)k(n−k),

è, çíà÷èò,

E[Xn] 6
n−1∑
k=1

C k
n∑

i=1

(1− p)k(n−k) =
n−1∑
k=1

C k
n (1− p)k(n−k).

Ïîñëåäíÿÿ ñóììà ñèììåòðè÷íà â òîì ñìûñëå, ÷òî å¼ ñëàãàåìûå
ïðè k è n− k ðàâíû. Ðàññìîòðèì k = 1:

n(1− p)n−1 6 ne−p(n−1) = ne−
c(lnn)(n−1)

n =

= n

(
1

n

)c(1+o(1))

= o(1), ïîñêîëüêó c > 1.

Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ðàññóæäåíèÿ ñîñòîèò â äîêàçàòåëüñòâå
òîãî, ÷òî ñëàãàåìûå ñ k > 1 è k < n − 1 ïðåíåáðåæèìî ìàëû
ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâûì ñëàãàåìûì.
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Ñîîòâåòñòâóþùóþ âûêëàäêó ìû ïðîïóñòèì. Åñëè æå ïî-
âåðèòü â å¼ ñïðàâåäëèâîñòü, òî ïîëó÷èòñÿ, ÷òî âñÿ ñóììà äî-
ìèíèðóåòñÿ ïåðâûì è ïîñëåäíèì ñëàãàåìûìè, à ñòàëî áûòü, è
îíà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

Òåîðåìà äëÿ ñëó÷àÿ c > 1 äîêàçàíà.

2. Ñëó÷àé c < 1.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Xn êîëè÷åñòâî èçîëèðîâàííûõ âåðøèí â ñëó-
÷àéíîì ãðàôå. Çàïèøåì

Xn = Xn,1 + . . .+Xn,n,

ãäå

Xn,k = Xn,k(G) =

 1, åñëè âåðøèíà k ∈ Vn
� èçîëèðîâàííàÿ â G;

0, èíà÷å.

Òîãäà E[Xn] = E[Xn,1] + . . .+ E[Xn,n].
Â ñâîþ î÷åðåäü

E[X + n, k] = Pn,p[k � èçîëèðîâàííàÿ â G] = (1− p)n−1.
Òàêèì îáðàçîì,

E[Xn] = n(1− p)n−1 = n (1− p)n(1 + o(1)) =

= (1 + o(1))ne−c lnn = (1 + o(1))n1−c.

Çàìåòèì, ÷òî ââèäó íåðàâåíñòâà c < 1 âûïîëíåíî E[Xn]→∞.
Ïîñ÷èòàåì äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Xn:

D[Xn] = E[X2
n]− (E[Xn])2 =

= E[Xn,1 + . . .+Xn,n]2 − (E[Xn])2 =

= E[X2
n,1 + . . .+ E[X2

n,n] +
∑
i 6=j

E[Xn,iXn,j]− (E[Xn])2 =

= E[Xn,1] + . . .+ E[Xn,n] +
∑
i 6=j

E[Xn,iXn,j]− (E[Xn])2 =

= E[Xn] +
∑
i 6=j

E[Xn,iXn,j]− (E[Xn])2.

Äàëåå,

E[Xn,iXn,j] = P[i è j èçîëèðîâàíû â G] =
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= (1− p)2n−1 = (1 + o(1))(1− p)2n,

∑
i 6=j

E[Xn,iXn,j] = n(n− 1)(1 + o(1))(1− p)2n =

= (1 + o(1))n2−2c = (1 + o(1))(E[Xn])2.

Â èòîãå

D[Xn] = E[Xn] + (1 + o(1))(E[Xn])2 − (E[Xn])2 =

= o
(
(E[Xn])2

)
.

Ïî íåðàâåíñòâó ×åáûø¼âà

Pn,p[G ñâÿçåí] 6 Pn,p[Xn = 0] = Pn,p[X60] =

= Pn,p[−Xn > 0] =

= Pn,p

[
E[Xn]−Xn > E[Xn]

]
6 D[Xn]

(E[Xn])2
= o(1).

è âòîðàÿ ÷àñòü òåîðåìû äîêàçàíà. �

Íàäåæíîñòü ñåòè: îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ

1. Ñîõðàíåíèå ñâÿçàííîñòè ãðàôà ïðè p→ 0.
Ïðè n → ∞, p = c lnn

n → 0 (äîâîëüíî áûñòðî), íî
ïðè c > 1 ãðàô îñòà¼òñÿ ñâÿçíûì.

2. Ðåçêèé ñêà÷îê ñâÿçíîñòè.
Ôóíêöèÿ p(n) = lnn

n ñëóæèò ãðàíèöåé ïåðåõîäà îò
¾ïî÷òè âñåãäà ñâÿçíîñòè¿ ê ¾ïî÷òè âñåãäà íåñâÿçíî-
ñòè¿.

Òàêîé ïåðåõîä ïðèíÿòî íàçûâàòü ôàçîâûì, à ñîîò-
âåòñòâóþùóþ ôóíêöèþ p(n) � ïîðîãîâîé.

::::::::::
Òåîðåìà 5.10. Ïóñòü p = c

lnn

n
â ìîäåëè G(n, p).

Òîãäà åñëè c > 3, òî ïðè n > 100

Pn,p[G ñâÿçåí, ] > 1− 1

n
.
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Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ñîäåðæèò â ñåáå åùå áî-
ëåå ãëóáîêóþ èíôîðìàöèþ î ïðèðîäå ñâÿçíîñòè-
íàäåæíîñòè. Îíà áûëà äîêàçàíà ñàìèìè Ýðä¼øåì è
Ðåíüè (ñì. [1�3]).

::::::::::
Òåîðåìà 5.11 (Ýðä¼ø è Ðåíüè). Ïóñòü p = p(n) =

c

n
â ìîäåëè G(n, p). Òîãäà åñëè

� c < 1, òî íàéäåòñÿ òàêàÿ êîíñòàíòà β = β(c),
÷òî ïî÷òè âñåãäà ðàçìåð êàæäîé ñâÿçíîé
êîìïîíåíòû ñëó÷àéíîãî ãðàôà íå ïðåâîñõîäèò
β lnn;

� c > 1, òî íàéäåòñÿ òàêàÿ êîíñòàíòà γ = γ(c),
÷òî ïî÷òè âñåãäà â ñëó÷àéíîì ãðàôå åñòü ðîâ-
íî îäíà êîìïîíåíòà ðàçìåðà > γn.

Ñíîâà ôàçîâûé ïåðåõîä � ñ ïîðîãîâîé ôóíêöèåé
p = 1

n : åñëè âåðîÿòíîñòü ðåáðà â c > 1 ðàç

� íèæå ïîðîãà, òî âñå ñâÿçíûå êîìïîíåíòû ãðàôà,
ñêîðåå âñåãî, êðîøå÷íûå (èìåþùèå ëîãàðèôìè-
÷åñêèé ðàçìåð îò îáùåãî ÷èñëà âåðøèí n);

� âûøå ïîðîãà, òî, ñêîðåå âñåãî, íàéäåòñÿ êîìïî-
íåíòà ñ ÷èñëîì âåðøèí ïîðÿäêà n. Òàêàÿ êîì-
ïîíåíòà íàçûâàåòñÿ ãèãàíòñêîé.

Ýâîëþöèÿ ãðàôà. Óòî÷íåíèÿ òåîðåìû Ýðä¼øà�
Ðåíüè:

� ïðè c > 1, ïîìèìî åäèíñòâåííîé ãèãàíòñêîé
êîìïîíåíòû, âñå îñòàëüíûå êîìïîíåíòû ñíîâà
ëîãàðèôìè÷åñêèå;
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� âåðíû íå òîëüêî íåðàâåíñòâî

Hug = ¾ðàçìåð ãèãàíñêîé êîìïîíåíòû¿ > γn,

íî è àñèìïòîòèêà Hug ∼ γn.

Èçìåíåíèå ñâîéñòâ ñëó÷àéíîãî ãðàôà ïðè èçìåíåíèè
âåðîÿòíîñòè ðåáðà p � ýâîëþöèÿ ãðàôà.

Òåðìèíîëîãèÿ À. Ì. Ðàéãîðîäñêîãî: èñòîðèÿ ìèðà
â ìîäåëè G(n, p).

p� 1
n � âåñü ãðàô ïîäåëåí íà íåñâÿçàííûå ìåæ-
äó ñîáîé ëîãàðèôìè÷åñêèå êóñî÷êè (¾ôåîäà-
ëèçì¿);

p� 1
n � ãèãàíòñêàÿ êîìïîíåíòà (¾èìïåðèÿ¿);

p� lnn
n � ¾èìïåðèÿ¿ óíè÷òîæàåò ¾îêðàèíû¿ è äî-
áèâàåòñÿ âñåîáùåé ñâÿçíîñòè (¾ìèðîâîå ãîñïîä-
ñòâî¿).

Óñòðîéñòâî ¾ìèðà¿ ¾âíóòðè ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ¿

ò. å. ïðè: p ∼ 1

n
� âñ¼ ñëîæíî; äëÿ p ∼ lnn

n
.

::::::::::
Òåîðåìà 5.12. Ïóñòü p =

lnn+ c+ o(1)

n
è

G ∈ G(n, p). Òîãäà

Pn,p [G ñâÿçåí ]→ e−e
−c
.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè p = lnn
n âåðîÿòíîñòü ñòðå-

ìèòñÿ ê e−1.

Çäåñü óæå ðå÷ü íå èä¼ò î ¾ïî÷òè âñåãäà ñâÿçíîñòè¿
èëè ¾ïî÷òè âñåãäà íåñâÿçíîñòè¿: àñèìïòîòè÷åñêàÿ âå-
ðîÿòíîñòü ñâÿçíîñòè åñòü, íî îíà ëåæèò â ñòðîãèõ ïðå-
äåëàõ îò 0 äî 1.
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Çàêîí íóëÿ è åäèíèöû. ßçûê ëîãèêè ïåðâîãî
ïîðÿäêà

Ãîâîðÿò, ÷òî ñâîéñòâî ñëó÷àéíîãî ãðàôà ïîä÷èíÿ-
åòñÿ çàêîíó 0 è 1, åñëè îíî ïî÷òè íàâåðíîå ëèáî âû-
ïîëíÿåòñÿ, ëèáî íåò.

ßçûê ëîãèêè ïåðâîãî ïîðÿäêà LG-I äëÿ îïèñàíèÿ
ñâîéñòâ ãðàôîâ � ñîäåðæèò ñèìâîëû:

� ïðåäìåòíûõ ïåðåìåííûõ � x, y, . . ., îáîçíà÷à-
þò âåðøèíû ãðàôà;

� îòíîøåíèÿ ∼ ñìåæíîñòè âåðøèí è = � èõ ðà-
âåíñòâà;

� ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê � ¬, ∨, N, ��, ≡;
� êâàíòîðîâ � ∀, ∃ ïî ïðåäìåòíûì ïåðåìåííûì;

� ñêîáîê (, ) � âñïîìîãàòåëüíûå ñèìâîëû, îáåñ-
ïå÷èâàþùèå ïðàâèëüíîå ÷òåíèå âûðàæåíèé.

Ïðàâèëà îáðàçîâàíèÿ êîíå÷íûõ âûðàæåíèé (ôîðìóë
ÿçûêà) � îáû÷íûå èçâåñòíû ÷èòàòåëþ.

Ïðèìåðû 5.13 (ôîðìóë LG-I ). 1. Ãðàô ñîäåðæèò òðå-
óãîëüíèê:

∃x ∃ y ∃z : (x ∼ y)N (y ∼ z)N (z ∼ x).

2. Îòñóòñòâèå èçîëèðîâàííîé âåðøèíû:

∀x ∃ y : x ∼ y.

3. Ðàäèóñ ãðàôà íå áîëüøå 2:

∃x∀ y : ¬(x = y)N¬(x ∼ y) �� ∃ z : (x ∼ z)N(z ∼ y).
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Íå âñå ñâîéñòâà ãðàôà âûðàçèìû íà ÿçûêå LG-I,
íàïðèìåð ¾ãðàô ñâÿçåí¿:

∀x ∀ y ∃n ∈ N0 ∃x1, . . . , xn :

(x ∼ x1)N (x1 ∼ x2)N . . . N (xn ∼ y),

ïîñêîëüêó óòâåðæäåíèå ∃n ∈ N0 íåâûðàçèìî íà ÿçû-
êå I-ãî ïîðÿäêà3). Ñîâîêóïíîñòü ñâîéñòâ, îïèñûâàå-
ìûõ ÿçûêîì ëîãèêè ïåðâîãî ïîðÿäêà âåñüìà áîãàòà,
èíòåðåñíà è ïîä÷èíÿåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî êðàñèâûì
çàêîíàì.

::::::::::
Òåîðåìà 5.14. Ïðè p = const ñâîéñòâî ãðàôà
G ∈ G(n, p), êîòîðîå âîçìîæíî çàïèñàòü íà ÿçûêå
ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó 0 è 1.

Òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ èãðû Ýðåí-
ôîéõòà. Ðàññìîòðèì å¼ âàðèàíò íà ãðàôàõ.

Èãðà Ýðåíôîéõòà EHR [G,H, t ]. Ïóñòü G è H �
äâà ãðàôà ñ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ ìíîæåñòâàìè âåð-
øèí. Èãðó âåäóò äâà èãðîêà � Íîâàòîð (Í) è Êîíñåð-
âàòîð (Ê)4). Èãðîêè õîäÿò ïî î÷åðåäè, îòìå÷àÿ âåð-
øèíû â ãðàôàõ.

Ñíà÷àëà Íîâàòîð îáúÿâëÿåò t � êîëè÷åñòâî õîäîâ,
êîòîðîå ñäåëàåò êàæäûé èãðîê. Çàòåì

1-é ïîëóõîä Í : Íîâàòîð âûáèðàåò îäèí èç ãðàôîâ è
îòìå÷àåò íåêîòîðóþ âåðøèíó â í¼ì.

3) ýòî âûðàæåíèå â ñëàáîé ëîãèêå II-ãî ïîðÿäêà, èñïîëüçóþùåé íåëîãè-
÷åñêîå ïîíÿòèå íàòóðàëüíîãî ÷èñëà

4) Â îðèãèíàëå � Spoiler (ðàçðóøèòåëü) è Duplicator (ïîâòîðèòåëü); èñ-
ïîëüçóÿ òå æå èíèöèàëû, èõ èíîãäà íàçûâàþò Ñàìñîí è Äàëèëà.
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1-é ïîëóõîä Ê : Êîíñåðâàòîð îòìå÷àåò êàêóþ-ëèáî
âåðøèíó â äðóãîì ãðàôå.

Äàëåå îïÿòü Í âûáèðàåò ãðàô è îòìå÷àåò íåêîòîðóþ
âåðøèíó â í¼ì, Ê îòìå÷àåò êàêóþ-ëèáî âåðøèíó â
äðóãîì ãðàôå è ò. ä.

Ê êîíöó èãðû âûáðàíî, íå âàæíî êåì, ïî t âåðøèí
èç êàæäîãî ãðàôà.

Ïóñòü x1, . . . , xt � âåðøèíû, âûáðàííûå èç V (G),
à y1, . . . , yt � âåðøèíû, âûáðàííûå èç V (H) íà õîäå
i = 1, t. Ýòè óïîðÿäî÷åííûå íàáîðû îïðåäåëÿþò îòîá-
ðàæåíèå ϕ ïîäãðàôà G′ íà ïîäãðàô H ′ íà âûáðàííûõ
âåðøèíàõ. Êîíñåðâàòîð âûèãðûâàåò, åñëè ϕ � èçî-
ìîðôèçì, ò. å. G′ ∼= H ′, èíà÷å âûèãðûâàåò Í.

Ïîñêîëüêó EHR [G,H, t ] � äåòåðìèíèðîâàííàÿ
èãðà ñ ïîëíîé èíôîðìàöèåé áåç íè÷üèõ, òî îäèí èç
èãðîêîâ äîëæåí èìåòü âûèãðûøíóþ ñòðàòåãèþ.

::::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 5.15. Ïóñòü G è H � ãðàôû.

1. G ∼= H åñëè è òîëüêî åñëè â èãðå Ýðåíôîéõòà
Êîíñåðâàòîð èìååò âûèãðûøíóþ ñòðàòåãèþ.

2. Åñëè G � H è îäèí èç ýòèõ ãðàôîâ îáëàäàåò, à
äðóãîé � íå îáëàäàåò íåêîòîðûì ñâîéñòâîì S,
âûðàçèìûì íà ÿçûêå I-ãî ïîðÿäêà, òî ñóùåñò-
âóåò òàêîå t = t(S), ÷òî Íîâàòîð èìååò âû-
èãðûøíóþ ñòðàòåãèþ â èãðå EHR [G,H, t ].

Èãðà Ýðåíôîéõòà EHR [G,H, t ]: ïîèãðàåì
1. Åñëè ãðàôû èçîìîðôíû, òî âûèãðûøíàÿ ñòðà-

òåãèÿÊîíñåðâàòîð � ïîìå÷àòü âåðøèíó, èçîìîðôíóþ
âûáðàííîé Í.
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2. Äëÿ ñèãíàòóðû σ = {=, <} ïîêàæåì, ÷òî äâå
îäíîòèïíûå àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû (ÀÑ) ýòîé ñèã-
íàòóðû ñ íîñèòåëÿìè N è Z íå ÿâëÿþòñÿ èçîìîðô-
íûìè (ñðåäè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë åñòü íàèìåíüøåå, à
ñðåäè öåëûõ � íåò).

Ïîêàæåì, ÷òî â èãðå Ýðåíôîéõòà äëÿ ýòèõ ÀÑ íî-
âàòîð Íîâàòîð èìååò âûèãðûøíóþ ñòðàòåãèþ.

� Íîâàòîð îáúÿâëÿåò, ÷òî èãðà áóäåò ïðîâåäåíà â
t = 2 õîäà è ïîìå÷àåò ÷èñëî 1.

� Â îòâåòÊîíñåðâàòîð îáÿçàí ïîìåòèòü íåêîòîðîå
÷èñëî m ∈ Z.

� Íà 2-ì õîäó Íîâàòîð ïîìå÷àåò â Z ëþáîå ÷èñëî,
ñòðîãî ìåíüøåå m.

Òåïåðü Êîíñåðâàòîð ïðîèãðûâàåò ïðè ëþáîì îòâåò-
íîì õîäå: ïîìåòèòü íà N ÷èñëî, ìåíüøåå 1, îí íå ìî-
æåò.

3. Ïîêàæåì â òîé æå ñèãíàòóðå, ÷òî ÀÑ Z è Q
íå èçîìîðôíû (ïîðÿäîê íà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñëàõ ïëî-
òåí, à íà öåëûõ � íåò), ò. å. ÷òî â èãðå Ýðåíôîéõòà
íîâàòîð Íîâàòîð âñåãäà ìîæåò âûèãðàòü.

� Íîâàòîð îáúÿâëÿåò, ÷òî èãðà áóäåò ïðîâåäåíà â
t = 3 õîäà è íà ïåðâûõ äâóõ õîäàõ ïîìå÷àåò
÷èñëà 0 è 1 èç Z.

� Â îòâåò Êîíñåðâàòîð ïîìå÷àåò íåêîòîðûå ÷èñëà
q1, q2 ∈ Q (q1 < q2, èíà÷å Íîâàòîð çàâåäîìî
âûèãðàåò).

� Íà 3-ì õîäó Íîâàòîð ïîìå÷àåò ïîìå÷àåò â Q
ëþáîå ÷èñëî, ëåæàùåå ñòðîãî ìåæäó q1 è q2.
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Ò. ê. â Z ìåæäó 0 èëè 1 íåò öåëûõ ÷èñåë, Êîíñåðâàòîð
ïðîèãðûâàåò ïðè ëþáîì ñâî¼ì õîäå.

4. Ïóñòü S îáîçíà÷àåò ñâîéñòâî ∀x ∃ y : x ∼ y îò-
ñóòñòâèÿ èçîëèðîâàííîé âåðøèíû, ãðàô G èìååò èçî-
ëèðîâàííóþ âåðøèíó (îáëàäàåò ñâîéñòâîì S), à H �
íå èìååò.

Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà Êîíñåðâàòîð íå èìååò âûèã-
ðûøíîé ñòðàòåãèè â èãðå Ýðåíôîéõòà.

� Íîâàòîð îáúÿâëÿåò, ÷òî èãðà áóäåò ïðîâåäåíà â
t = 2 õîäà è îòìå÷àåò èçîëèðîâàííóþ âåðøèíó
x â G.

� Â îòâåò Êîíñåðâàòîð ïîìå÷àåò ïðîèçâîëüíóþ
âåðøèíó â y1 ∈ H.

� Íà 2-ì õîäó Íîâàòîð ïîìå÷àåò âåðøèíó â
y2 ∈ H, ñìåæíóþ ñ y1.

Òåïåðü Êîíñåðâàòîð ãàðàíòèðîâàíî ïðîèãðûâàåò, ò. ê.
íå ìîæåò âûáðàòü â G âåðøèíó, ñìåæíóþ ñ x.

Ñòðàòåãèè: Íîâàòîð âûáèðàåò íåêîòîðûå ¾ñïåöè-
ôè÷åñêèå ýëåìåíòû¿, à Êîíñåðâàòîð íà äðóãîé ñòðóê-
òóðå ñòàðàåòñÿ âûáðàòü ýëåìåíòû ¾ìàêñèìàëüíî ïî-
õîæèå¿ íà íèõ.

Ôðàíöóçñêî-àëæèðñêèé ìàòåìàòèê Ð.Ôðàèññå â ñâîåé äîê-
òîðñêîé äèññåðòàöèè (1953) ïðåäëîæèë ìåòîä ¾âïåð¼ä-íàçàä¿
äëÿ îïðåäåëåíèÿ, ÿâëÿþòñÿ ëè äâå àëãåáðàè÷åñêèå ñòðóêòó-
ðû ÀÑ ýëåìåíòàðíî ýêâèâàëåíòíûìè (â íèõ îäíîâðåìåííî
èñòèíû èëè ëîæíû îäíè è òå æå ôîðìóëû äàííîé ñèãíàòó-
ðû ÀÑ). ×óòü ïîçæå ìåòîä ïåðåîòêðûë Àñàí Äàáñîâè÷ Òàéìà-

íîâ (1917�1990). Â òåðìèíàõ èãðû ìåòîä ïåðåôîðìóëèðîâàí
À. Ýðåíôîéõòîì5).

5)Àíæ�åé Ýðåíô�îéõò (Andrzej Ehrenfeucht, 1932) � ïîëüñêî-àìåðèêàí-
ñêèé ìàòåìàòèê.
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Èäåÿ ìåòîäà Ôðàèñå-Ýðåíôîéõòà � îäíà èç ñàìûõ óíèâåð-
ñàëüíûõ â ëîãèêå ÕÕ â.: îíà îêàçàëàñü ïëîäîòâîðíî ïðèìåíè-
ìîé ê øèðîêîìó ñïåêòðó ëîãèê è ÀÑ.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ p = p(n) óäîâëå-
òâîðÿåò çàêîíó 0 èëè 1, åñëè ïðè n → ∞ äëÿ ãðàôà
G(n, p(n)) åìó ïîä÷èíÿåòñÿ ëþáîå åãî ñâîéñòâî, âû-
ðàçèìîå íà ÿçûêå I-ãî ïîðÿäêà.

::::::::::
Òåîðåìà 5.16. Ôóíêöèÿ p = p(n) óäîâëåòâîðÿåò çà-
êîíó 0 èëè 1 åñëè è òîëüêî åñëè äëÿ ëþáîãî t

lim
m,n→∞

P
[
Êîíñåðâàòîð âûèãðûâàåò èãðó

EHR [G(n, p(n)), H(m, p(m)), t ]
]

= 1,

ãäå G(n, p(n)), H(m, p(m)) � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå
ãðàôû â ìîäåëè Ýðä¼øà�Ðåíüè ñ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ
ìíîæåñòâàìè âåðøèí.

Çàìå÷àíèå. Êîãäà çàäàíî âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëå-
íèå ïî (G,H), ñóùåñòâóåò âåðîÿòíîñòü P òîãî, ÷òî
èãðà EHR [G,H, t ] áóäåò âûèãðàíà Êîíñåðâàòîðîì,
è ýòà âåðîÿòíîñòü P äîëæíà ñòðåìèòüñÿ ê åäèíèöå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì òîëüêî íåîáõîäèìîñòü.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çíà÷åíèå p = p(n) íå óäîâëå-

òâîðÿåò çàêîíó 0 èëè 1. Ïóñòü ñâîéñòâî S òàêîå, ÷òî
äëÿ 0 < c < 1 ñïðàâåäëèâî

lim
n→∞

P
[
ãðàô G(n, p(n))îáëàäàåò ñâîéñòâîì S

]
= c.

Ïóñòü t = t(A) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ òåîðåìû.
Ñ ïðåäåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ 2c(1 − c) > 0 ðîâíî
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îäèí èç ãðàôîâ G(n, p(n)) è H(n, p(n)) áóäåò îáëà-
äàòü ñâîéñòâîì S, ïîýòîìó ïîáåäèò Í, ÷òî ïðîòèâîðå-
÷èò ïðåäïîëîæåíèþ. �

Ýòà òåîðåìà � ñâîåîáðàçíûé ìîñò ìåæäó ìàòåìà-
òè÷åñêîé ëîãèêîé è ñëó÷àéíûìè ãðàôàìè.

::::::::::
Òåîðåìà 5.17. Ïðè p = n−α, ãäå α > 0 � ðàöèîíàëüíîå
÷èñëî, ñâîéñòâî ãðàôà G ∈ G(n, p), êîòîðîå âîçìîæ-
íî çàïèñàòü íà ÿçûêå ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïîä÷èíÿåòñÿ
çàêîíó 0 è 1.

Ïîêàæåì ñóùåñòâåííîñòü ðàöèîíàëüíîñòè α. Ðàñ-
ñìîòðèì ñâîéñòâî S = ãðàô ñîäåðæèò òðåóãîëüíèê.
Ïî òåîðåìå 5.8 ñ c = 1 èìååì

P[S] ∼ 1− e−1/6,

ò. å. ýòà âåðîÿòíîñòü íå ðàâíà íè 0, íè 1.

5.4 Ìîäåëè Èíòåðíåòà

Êàêèì çàêîíàì ïîä÷èíÿåòñÿ ðîñò Èíòåðíåòà?
� âîïðîñ åñòåñòâåííî âîçíèê â 1990-å, êîãäà Èíòåðíåò
òîëüêî çàðîæäàëñÿ è âîçíèêëà íåîáõîäèìîñòü ïîñòðî-
èòü àäåêâàòíóþ ìîäåëü åãî ðàçâèòèÿ.

À.-Ë. Áàðàáàøè è Ð. Àëüá�åðò6) íàøëè ðÿä âàæ-
íûõ ýìïèðè÷åñêèõ çàêîíîìåðíîñòåé â ïîâåäåíèè Èí-

6) �Àëüáåðò-Ë�àñëî Áàðàá�àøè (Albert-L'aszl'o Barab�asi, 1967) � ôèçèê,
ðàáîòàåò â Óíèâåðñèòåòàõ ÑØÀ. ×ëåí Àìåðèêàíñêîãî ôèçè÷åñêîãî îá-
ùåñòâà, èíîñòðàííûé ÷ëåí âåíãåðñêîé Àêàäåìèè íàóê.
Ðèê�à Àëüá�åðò (R�eka Albert, 1972) � ïðîôåññîð ôèçèêè è áèîëîãèè â

Ïåíñèëüâàíñêîì óíèâåðñèòåòå (ÑØÀ).
Íà ìîìåíò ïóáëèêàöèè ñîâìåñòíîé ðàáîòû Ð. Àëüáåðò � àñïèðàíòêà

À.-Ë. Áàðàáàøè.



5.4. 517 ãð. 177

òåðíåòà. Ýòè çàêîíîìåðíîñòè âïîñëåäñòâèè ôîðìàëè-
çîâûâàëè ìíîãèå àâòîðû. Ìîäåëè Áàðàáàøè�Àëüáåðò
ïðèìåíÿþò äëÿ îïèñàíèÿ òàêæå ñîöèàëüíûõ, áèîëî-
ãè÷åñêèõ, òðàíñïîðòíûõ è ò.ä. ñåòåé.

Òåðìèíîëîãèÿ

Âåðøèíû � ñòðóêòóðíûå åäèíèöû â Èíòåðíåòå:
ñàéòû (Èíòåðíåò-ãðàô), õîñòû (õîñò-ãðàôû),
ñòàòè÷åñêèå-html ñòðàíèöû (HyperText Markup
Language, âåá-ãðàôû), âëàäåëüöû è ïð.

Ð¼áðà (äóãè) � ñîåäèíÿþò âåðøèíû, ìåæäó êîòîðû-
ìè èìåþòñÿ ññûëêè, ò. å. èìåþòñÿ êðàòíûå � è
ðåáðà, è ïåòëè.

Ïëîòíûé ãðàô � ãðàô, â êîòîðîì ÷èñëî ð¼áåð áëèç-
êî ê ìàêñèìàëüíîìó.

Ðàçðåæåííûé ãðàô (ïðîòèâîïîëîæíîå ñâîéñòâî) �
ãðàô, èìåþùèé ìàëîå ÷èñëî ð¼áåð.

Ðàññòîÿíèå â ãðàôå � ÷èñëî ð¼áåð â êðàò÷àéøåì ð¼-
áåðíîì ïóòè.

Äèàìåòð ñâÿçàííîãî ãðàôà � ìàêñèìàëüíîå ðàññòî-
ÿíèå ìåæäó âåðøèíàìè, ñèìâîëè÷åñêè diam G.

Åñëè äèàìåòð ìàë, òî ãðàô òåñíûé.

Íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî � ñîâîêóïíîñòü âåðøèí
ãðàôà íèêàêèå äâå èç êîòîðûõ íå ñîåäèíå-
íû ðåáðîì (èíäóöèðîâàííûé ýòèì ìíîæåñòâîì
ïîäãðàô ñîñòîèò èç èçîëèðîâàííûõ âåðøèí).
Ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð íåçàâèñèìîãî ìíîæåñò-
âà ãðàôà G îáîçíà÷àþò α(G).
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Õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî χ(G) � ìèíèìàëüíîå ÷èñëî
öâåòîâ, â êîòîðûå ìîæíî ðàñêðàñèòü âåðøèíû
ãðàôà òàê, ÷òîáû êîíöû ëþáîãî ðåáðà èìåëè
ðàçíûå öâåòà.

Îáõâàò girth(G) � äëèíà êðàò÷àéøåãî öèêëà â G.

Ãèãàíòñêàÿ êîìïîíåíòà. Ïóñòü äàíà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ãðàôîâ {Gn = (VnEn) } òàêàÿ, ÷òî
lim
n→∞
|Vn| = +∞.

Ãîâîðÿò, ÷òî ãðàôû Gn ñîäåðæàò ãèãàíòñêóþ
êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè, åñëè ∃ γ > 0 ∀n:∣∣ íàèáîëüøàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè Gn

∣∣ > γ
∣∣Vn∣∣.

Ñòåïåíè âåðøèí � indeg v, outdeg v, deg v � âõî-
äÿùàÿ, èñõîäÿùàÿ è ïîëíàÿ ñòåïåíü âåðøèíû v.

Âòîðûå ñòåïåíè âåðøèí � ìîæíî îïðåäåëèòü ïî-
ðàçíîìó: ÷èñëî âåðøèí íà ðàññòîÿíèè 2 îò v,
÷èñëî âåðøèí íà ðàññòîÿíèè 6 2 îò v, ñóììà
ñòåïåíåé âåðøèí íà ðàññòîÿíèè 1 îò v è äð.

Ïåéäæðàíê � ... (ðàññìîòðèì äàëåå).

Web-ãðàô � îðãðàô, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâ-
ëÿþòñÿ äîêóìåíòû (â îñíîâíîì ñòàòè÷åñêèå html-
ñòðàíèöû) ñåòè Èíòåðíåò, à äóãàìè � ãèïåðòåêñòîâûå
ññûëêè ìåæäó íèìè. Èìååò ñîòíè ìèëëèîíîâ âåðøèí.

Â ñòðóêòóðå web-ãðàôà òàêæå áûëî âûäåëåíî óäè-
âèòåëüíî áîëüøîå ÷èñëî ñïåöèôè÷åñêèõ òîïîëîãè÷å-
ñêèõ ñòðóêòóð, òàêèõ êàê äâóäîëüíûå êëèêè íåáîëü-
øîãî ðàçìåðà (äî 10 html-ñòðàíèö). Ýòî ñâÿçûâàþò ñ
íàëè÷èåì íåÿâíûõ êèáåð-ñîîáùåñòâ: ãðóïï ðåñóðñîâ
ñõîäíîé òåìàòèêè, èìåþùèõ îáùèå ¾àâòîðèòåòíûå¿
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ñòðàíèöû. Äâóäîëüíûå êëèêè èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê
ÿäðî ïîäîáíûõ ñîîáùåñòâ � îíè ñîñòîÿò èç ìíîæåñòâà
¾ôàíàòñêèõ¿ è ¾àâòîðèòåòíûõ¿ ñòðàíèö, ïðè÷åì âñå
ñòðàíèöû èç ïåðâîãî ìíîæåñòâà ññûëàþòñÿ íà ñòðà-
íèöû âòîðîãî.

Íà ïðàêòèêå èñïîëüçóþò ¾ìèíè¿ web-ãðàôû, ñãå-
íåðèðîâàííûå íà îñíîâå íåêîòîðîé ìîäåëè. Îñíîâíàÿ
çàäà÷à ìîäåëèðîâàíèÿ � îõâàòèòü âñå åãî îñîáåííî-
ñòè, è ñîçäàíèå íîâîé ìîäåëè îáû÷íî ÿâëÿëîñü îòâå-
òîì íà îáíàðóæåíèå íåèçâåñòíûõ ñâîéñòâ web-ãðàôà.

Ïîñòðîåíèå õîðîøåé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè èí-
òåðíåòà ñðàçó æå äà¼ò êà÷åñòâåííî íîâûå èíñòðóìåí-
òû äëÿ óëó÷øåíèÿ èíôîðìàöèîííîãî ïîèñêà, âûÿâ-
ëåíèÿ ñïàìà, ïðîãíîçèðîâàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ èí-
ôîðìàöèè â ñîöèàëüíûõ ñåòÿõ è â èíòåðíåòå â öåëîì.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè èíòåðíåòà
îêàçûâàþòñÿ âåñüìà ïîõîæèìè íà ìîäåëè áèîëîãè÷å-
ñêèõ ñîîáùåñòâ, ìîäåëè ìåæáàíêîâñêîãî âçàèìîäåé-
ñòâèÿ è äð.

Íàáëþäåíèÿ Áàðàá�àøè�Àëüá�åðò.
1. Âåá-ãðàô âåñüìà ðàçðåæåí: ó íåãî â k-

âåðøèíîì ïîäãðàôå ïðèìåðíî kt ðåáåð, ãäå k > 1 �
êîíñòàíòà, ÷òî îòëè÷àåòñÿ ïî ïîðÿäêó îò ÷èñëà C2

k ð¼-
áåð ó ïîëíîãî k-âåðøèííîãî ãðàôà.

2. Äèàìåòð âåá-ãðàôà íåâåëèê: â 1999 ã. îí èìåë
âåëè÷èíó 5...7 � ãðàô òåñåí (ïðè óñëîâèè íåîðèåíòè-
ðîâàííîñòè äóã).

Ýòî � èçâåñòíîå ñâîéñòâî ñîöèàëüíûõ ñåòåé �
¾ìèð òåñåí¿ (small-word phenomenon, ñâîéñòâî ¾ìà-
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ëîãî ìèðà¿):

� ëþáûå äâà ÷åëîâåêà â ìèðå çíàêîìû ÷åðåç 5...6
ðóêîïîæàòèé;

� ñ ëþáîãî ñàéòà ìîæíî ïåðåéòè íà ëþáîé äðóãîé
çà 5...7 ïåðåõîäîâ (åñëè íàõîäèìñÿ â ãèãàíòñêîé
êîìïîíåíòå).

Åñëè ó÷èòûâàòü îðèåíòàöèþ ð¼áåð, òî äèàìåòð
≈ 10...20. Ýòè ïàðàìåòðû íå ìåíÿþòñÿ äîëãèå ãîäû.

3. Âåá-ãðàô õàðàêòåðèçóåòñÿ ñòåïåííûì çàêîíîì
ðàñïðåäåëåíèÿ ñòåïåíåé âåðøèí: âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî íåêîòîðàÿ âåðøèíà v âåá-ãðàôà èìååò ñòåïåíü d,
îöåíèâàåòñÿ êàê

P [ deg v = d ] ≈ c

dλ
,

ãäå λ = const, à c � íîðìèðóþùèé ìíîæèòåëü, âû-
÷èñëÿåìûé èç óñëîâèÿ

∑
P = 1.

Ðåàëüíûå áèîëîãè÷åñêèå, ñîöèàëüíûå, òðàíñïîðò-
íûå è ò.ä. ñåòè ïîä÷èíÿþòñÿ òàêîìó æå ñòåïåííîìó
çàêîíó ñ ðàçíûìè λ ∈ (2, 3):

âåá-ãðàôû λ ≈ 2,1; õîñò-ãðàôû λ ≈ 2,3.

Ïîïûòàåìñÿ ïðèìåíèòü ìîäåëü Ýðä¼øà�Ðåíüè
äëÿ îïèñàíèÿ ðîñòà Èíòåðíåòà è ïîäîáíûõ ñåòåé.

1. Ïîäáîðîì âåðîÿòíîñòè p ìîæíî äîáèòüñÿ ðàç-
ðåæåííîñòè è òåñíîòû (ïðè p = Θ(1/n), õîòÿ
è íå ñ íàáëþäàåìûìè ïàðàìåòðàìè).

2. Ñòåïåííîé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñòåïåíåé âåð-
øèí íå ìîæåò áûòü ïîëó÷åí â ñõåìå Áåð-
íóëëè. Äåéñòâèòåëüíî, â ìîäåëè G(n, p) ñòåïåíü
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êàæäîé âåðøèíû ñëó÷àéíîãî ãðàôà áèíîìèàëü-
íà ñ ïàðàìåòðàìè n − 1 è p, è ïðè p = Θ(1/n)
äàííîå áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå àïïðîêñè-
ìèðóåòñÿ ïóàññîíîâñêèì, à íå ñòåïåííûì.

Âûâîä: ìîäåëü Ýðä¼øà�Ðåíüè íå ïðèìåíèìà äëÿ îïè-
ñàíèÿ ðîñòà Èíòåðíåòà.

Ìîäåëè ïðåäïî÷òèòåëüíîãî ïðèñîåäèíåíèÿ.
Ìîäåëü Áîëëîáàøà-Ðèîðäàíà

Ïðåäëîæåíèÿ Ë.-À. Áàðàáàøè è Ð. Àëüáåðò ïî ìî-
äåëèðîâàíèþ ïðîöåññà ôîðìèðîâàíèÿ Èíòåðíåòà:

� ñ÷èòàåì, ÷òî â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ïîÿâëÿ-
åòñÿ íîâûé ñàéò, êîòîðûé ñòàâèò ôèêñèðîâàííîå
êîëè÷åñòâî ññûëîê íà ñâîèõ ïðåäøåñòâåííèêîâ;

� âåðîÿòíîñòü, ñ êîòîðîé íîâûé ñàéò ïîñòàâèò
ññûëêó íà îäèí èç ïðåæíèõ ñàéòîâ, ïðîïîðöè-
îíàëüíà ÷èñëó óæå èìåâøèõñÿ íà òîò ñàéò ññû-
ëîê.

Ýòî ìîäåëü ïðåäïî÷òèòåëüíîãî ïðèñîåäèíåíèÿ (pre-
ferential attachment) � ¾èìóùåìó äàñòñÿ, à ó íåèìó-
ùåãî îòíèìåòñÿ¿.

Áàðàáàøè è Àëüáåðò íèêàê íå êîíêðåòèçèðîâàëè,
êàêóþ èìåííî èç òàêèõ ìîäåëåé îíè ïðåäëàãàþò ðàñ-
ñìàòðèâàòü. Ïîêàçàíî, ÷òî ýòè ìîäåëè ìîãóò áûòü èñ-
êëþ÷èòåëüíî ðàçíîðîäíûìè ïî ñâîèì ñâîéñòâàì.

Îäíó èç íàèáîëåå àäåêâàòíûõ ôîðìàëèçàöèé ìî-
äåëè Áàðàáàøè�Àëüáåðò ïðåäëîæèëè â íà÷àëå 2000-õ
ãîäîâ Á. Áîëëîáàø è Î. Ðèîðäàí.
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Ìîäåëü Áîëëîáàøà-Ðèîðäàíà
(äèíàìè÷åñêàÿ ìîäèôèêàöèÿ)

Ñíà÷àëà ñòðîèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ
ãðàôîâ G1

1, G
2
1, . . ., â êîòîðîé ó ãðàôà ñ íîìåðîì n

÷èñëî âåðøèí è ðåáåð ðàâíî n;
Çàòåì èç íå¼ ôîðìèðóåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüG1

k,
G2
k, . . ., â êîòîðîé ó ãðàôà ñ íîìåðîì n ÷èñëî âåðøèí

ðàâíî n, à ÷èñëî ðåáåð � kn, k ∈ N.
Êîíêðåòíî:

1. Íà÷èíàåì ñ ãðàôà G1
1 ñ îäíîé âåðøèíîé è îäíîé

ïåòë¼é.

2. Êîãäà ãðàô Gn−1
1 ñ n−1 âåðøèíîé n−1 ð¼áðàìè

ïîñòðîåí, äîáàâèì ê íåìó âåðøèíó n è ðåáðî
(n, i), i ∈ {1, . . . , n}, ïðè ýòîì

� ïåòëÿ (n, n) âîçíèêíåò ñ âåðîÿòíîñòüþ
1/(2n− 1);

� ðåáðî (n, i) âîçíèêíåò ñ âåðîÿòíîñòüþ
deg i/(2n − 1), ãäå deg i � ñòåïåíü âåð-
øèíû i â ãðàôå Gn−1

1 .

Ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé çàäàíî êîððåêòíî:

n−1∑
i=1

deg i

2n− 1
+

1

2n− 1
=

2(n− 1)

2n− 1
+

1

2n− 1
= 1,

Ñëó÷àéíûé ãðàôGn
1 , óäîâëåòâîðÿþùèé ïðèíöè-

ïó ïðåäïî÷òèòåëüíîãî ïðèñîåäèíåíèÿ, ïîñòðî-
åí.
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3. Ñòðîèì ãðàô Gn
k . Äëÿ ýòîãî áåðåì ãðàô Gkn

1 è
1) äåëèì ìíîæåñòâî åãî âåðøèí íà ïîñëåäîâà-
òåëüíûå ÷àñòè ðàçìåðà k;

2) îáúÿâëÿåì êàæäóþ ÷àñòü âåðøèíîé, à ðåáðà
ñîõðàíÿåì: ð¼áðà âíóòðè ÷àñòè îáðàçóþò êðàò-
íûå ïåòëè, à ìåæäó äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ÷àñòÿ-
ìè � êðàòíûå ðåáðà.

Â ðåçóëüòàòå âåðøèí ñòàëî n, à ðåáåð � îñòàëîñü
ïî-ïðåæíåìó kn.

Ðèñ. 5.1. Ìîäåëü Áîëëîáàøà�Ðèîðäàíà: èëëþñòðàöèÿ
ê ïîñëåäíåìó øàãó

Ìîäåëü Áîëëîáàøà-Ðèîðäàíà
(ñòàòè÷åñêàÿ ìîäèôèêàöèÿ) � ïî ñâîèì õàðàêòåðèñ-
òèêàì ïðàêòè÷åñêè íåîòëè÷èìà îò äèíàìè÷åñêîé.

Ïîñòðîèì ëèíåéíóþ õîðäîâóþ äèàãðàììó (lineari-
zed chord diagram, LCD):

1) çàôèêñèðóåì íà îñè àáñöèññ íà ïëîñêîñòè 2n òî-
÷åê 1, 2, . . . , 2n;
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2) ðàçîáüåì ýòè òî÷êè íà ïàðû, à ýëåìåíòû êàæ-
äîé ïàðû ñîåäèíèì äóãîé, ëåæàùåé â âåðõíåé
ïîëóïëîñêîñòè.

Äóãè â LCD ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ, ëåæàòü äðóã ïîä
äðóæêîé, íî íå ìîãóò èìåòü îáùèõ âåðøèí.

Êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ LCD:

ln = (2n− 1)(2n− 3) . . . 1 =

=
(2n)!

2n(2n− 2)(2n− 4) . . . 2
=

=
(2n)!

2nn(n− 1)(n− 2) . . . 1
=

(2n)!

2nn!
.

Åñëè LCD ñëó÷àéíàÿ, òî âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ êàæ-
äîé � 1/ln.

Ïî êàæäîé LCD ïîñòðîèì ãðàô:
1) èä¼ì ñëåâà íàïðàâî ïî îñè àáñöèññ, ïîêà íå

âñòðåòèì âïåðâûå ïðàâûé êîíåö êàêîé-ëèáî äó-
ãè; ïóñòü åãî íîìåð i1;

2) îáúÿâëÿåì íàáîð {1, . . . , i1} ïåðâîé âåðøèíîé
áóäóùåãî ãðàôà (ñêëåèâàåì èõ);

3) ñíîâà èäåì îò i1 + 1 íàïðàâî äî ïåðâîãî ïðàâîãî
êîíöà i2 êàêîé-ëèáî äóãè è îáúÿâëÿåì âòîðîé
âåðøèíîé ãðàôà íàáîð i1 + 1, . . . , i2; è ò. ä.

Ïîëó÷àåì n âåðøèí, à ðåáðà ïîðîæäàåì äóãàìè: âåð-
øèíû ñîåäèíÿåì ðåáðîì, åñëè ìåæäó ñîîòâåòñòâóþ-
ùèìè íàáîðàìè åñòü äóãà; ðåáðà îðèåíòèðóåì ñïðàâà
íàëåâî, ïåòëè âîçíèêàþò àíàëîãè÷íî: ãðàô ñ n âåð-
øèíàìè è n ðåáðàìè ïîñòðîåí.

Ãðàô ñ n âåðøèíàìè è kn ðåáðàìè ïîëó÷àåì êàê
â äèíàìè÷åñêîé ìîäåëè.
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::::::::::
Òåîðåìà 5.18 (Áîëëîáàø è Ðèîðäàí). Îáîçíà÷èì
Dn = lnn

ln lnn; òîãäà äëÿ ëþáîãî k > 2 è ëþáîãî ε > 0

P
[ ∣∣ diamGn

k −Dn

∣∣ 6 ε
]
→ 1, n→∞.

Âûâîä: äèàìåòð ãðàôà Gn
k ïëîòíî ñêîíöåíòðèðî-

âàí îêîëî Dn.
Ó âåá-ãðàôà ïîðÿäêà 107�108 âåðøèí; ïîäñòàâëÿÿ

ýòè çíà÷åíèÿ, ïîëó÷èì

5,8 6 Dn 6 6,2

� ôàíòàñòè÷åñêîå ïîïàäàíèå! Dn < 7 äàæå ïðè
n = 109.

Â ðàìêàõ ìîäåëè Áîëëîáàøà�Ðèîðäàíà ïîëó÷åíû
îöåíêè ðàñïðåäåëåíèé (ïðè ðàçíûõ å¼ ìîäèôèêàöè-
ÿõ/óïðîùåíèÿõ è îãðàíè÷åíèÿõ íà ïàðàìåòðû)

� âòîðûõ ñòåïåíåé âåðøèí;

� êîëè÷åñòâà ð¼áåð ìåæäó âåðøèíàìè çàäàííûõ
ñòåïåíåé;

� êëàñòåðíûõ êîýôôèöèåíòîâ (îäèí èç èõ âèäîâ:
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñîñåäè âåðøèíû ñîåäèíå-
íû ðåáðîì);

� ÷èñëà êîïèé ôèêñèðîâàííîãî ãðàôà: òðåóãîëü-
íèêîâ, òåòðàýäðîâ è ò.ä.; íàëè÷èå êëèê îáúÿñíÿ-
åòñÿ äåéñòâèÿìè ñïàìåðîâ, êîòîðûå èñêóññòâåí-
íî ðàññòàâëÿþò ññûëêè, æåëàÿ ïîâûñèòü ðåé-
òèíãè ñàéòîâ, çàïëàòèâøèõ çà ðàñêðóòêó;

� ïåéäæðàíêà.

Òåîðåòè÷åñêèå ðàñïðåäåëåíèÿ â ðàçíîé ñòåïåíè
ñîâïàäàþò ñ ýìïèðè÷åñêè íàáëþäàåìûìè. Íàïðèìåð,
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� ñòåïåííîé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñòåïåíåé âåð-
øèí ïîëó÷åí ñ λ = 3;

� ÷èñëî òðåóãîëüíèêîâ â ìîäåëè îöåíèâàåòñÿ êàê
Θ(ln3 n), à ðåàëüíî � nα;

� â ìîäåëè ïðàêòè÷åñêè îòñóòñòâóþò ïëîòíûå
äâóäîëüíûå ïîäãðàôû è ò. ä.

Ïðåäëîæåíû è äðóãèå ìîäåëè Èíòåðíåòà: ìîäåëü
êîïèðîâàíèÿ, Õîëìà�Êèìà, Êóïåðà�Ôðèçà, Áàêëè�
Îñòãàóçà è äð. Îíè ïîêàçûâàþò ðàçíóþ òî÷íîñòü îïè-
ñàíèÿ ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ ãðàôîâ.

5.5 Ïåéäæðàíê

Ïåéäæðàíê PR(i) � õàðàêòåðèñòèêà âåðøèíû i
âåá-ãðàôà (V,E), óòî÷íÿþùàÿ ïîíÿòèå 1-é ñòåïåíè,
2-é ñòåïåíè è ò.ä.

PR(i) = d
∑
j→i

PR(j)

outdeg j
+

d

|V |
∑
j ∈D

PR(j) +

+
1− d
|V |

, i = 1, 2, . . . , |V |,

ãäå D � ìíîæåñòâî âåðøèí, èñõîäÿùèå ñòåïåíè êî-
òîðûõ ðàâíû 0, d ∈ (0, 1) � äåìïôèðóþùèé ôàêòîð
(êîíñòàíòà).

(1 − d) � âåðîÿòíîñòü òåëåïîðòàöèè: ñ÷èòàåì,
÷òî ïîëüçîâàòåëü ïðè áëóæäàíèè ïî ñåòè ñ âåðîÿòíî-
ñòüþ d ïåðåõîäèò ïî ññûëêå, à ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 − d
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� íà ñëó÷àéíóþ ñòðàíèöó ò. å. âîçìîæåí ïåðåõîä íà
ëþáóþ ñòðàíèöó.

Ïåéäæðàíê (PageRank) � ìåòîä âû÷èñëåíèÿ âåñà
ñòðàíèöû ïóò¼ì ïîäñ÷¼òà âàæíîñòè ññûëîê íà íå¼.

Ïðèìåð 5.19. 1.


PR(A) = d · PR(A) +

d

2
· PR(B) +

1− d
2

,

PR(B) =
d

2
· PR(B) +

1− d
2

.
PR(A) =

1

2− d
,

PR(B) =
1− d
2− d

. d ∈ (0, 1) ⇒ PR(A) > PR(B).

Íàïðèìåð, ïðè d = 0,85: PR(A) = 0,87, PR(B) = 0,13.

2.

outdeg A = 3
outdeg B = 2
outdeg C = 2



PR(A) = d

(
PR(A)

3
+
PR(C)

2

)
+

1− d
3

,

PR(B) = d

(
PR(A)

3
+
PR(B)

2

)
+

1− d
3

,

PR(C) = d

(
PR(A)

3
+
PR(B)

2
+
PR(C)

2

)
+

1− d
3

.
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Ïðè d ∈ (0, 1) : PR(C) > PR(A) > PR(B),
d = 0,85 ⇒ PR(C) ≈ 0,45, PR(A) ≈ 0,29,
PR(B) ≈ 0,26.

Ïåéäæðàíê ïðèäóìàëè Ë. Ïåéäæ è Ñ. Áðèí7).

Ïåéäæðàíê: âû÷èñëåíèå.
Â èñõîäíîé ìîäåëè Áîëëîáàøà�Ðèîðäàíà Gn

m ïåéäæ-
ðàíê íå ñ÷èòàëè (òàì òðóäíî ðàáîòàòü ñ ïåòëÿìè).

Ïîçæå áûë ïðåäëîæåí àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ
ïåéäæðàíêà â åù¼ îäíîé êîíêðåòèçàöèè ìîäåëè Áà-
ðàáàøè�Àëüáåðò:

� íà÷èíàåì ñ âåðøèíû 0 áåç ïåòåëü, íî ïîëàãàåì
å¼ âåñ m;

� äîáàâëÿåì âåðøèíó 1 è èç íå¼ ñòàâèì m ññûëîê
íà 0, ïîëàãàåì âåñ âåðøèíû 0 ðàâíûì 2m, à âåñ
âåðøèíû 1 ðàâíûì m;

� äàëüíåéøèå âåðøèíû, ïîÿâëÿÿñü íà ñâåò, âû-
ñòàâëÿþò ñâîè m ññûëîê íåçàâèñèìî, êàæäóþ
ñ âåðîÿòíîñòüþ, ïðîïîðöèîíàëüíîé âåñàì ñóùå-
ñòâóþùèõ âåðøèí, êîòîðûå ðàâíû ñóììå èõ âõî-
äÿùèõ ñòåïåíåé è m:

P[n+1→ i] =
indeg i+m

n∑
k=0

(indeg k +m)
=

indeg i+m

2mn+m
.

7)Ëîóðåíñ ¾Ëàððè¿ Ïåéäæ (Lawrence ¾Larry¿ Page, 1973) � ðàçðàáîò-
÷èê è ñîîñíîâàòåëü (ñîâìåñòíî ñ Ñåðãååì Áðèíîì) ïîèñêîâîé ñèñòåìû
Google.
Ñåðãåé Ìèõàéëîâè÷ Áðèí (àíãë. Sergey Brin, 1973) � àìåðèêàíñêèé

ïðåäïðèíèìàòåëü è ó÷¼íûé â îáëàñòè ÂÒ, IN è ýêîíîìèêè. Ðîäèòåëè Ñåð-
ãåÿ Áðèíà � âûïóñêíèêè Ìåõìàòà ÌÃÓ (1970 è 1971 ãîäîâ).
Ë. Ïåéäæ è Ñ. Áðèí âõîäÿò â ÷èñëî ñàìûõ áîãàòûõ ëþäåé ïëàíåòû

(17-å è 20-å ìåñòà â Forbes-2014).
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Ïîêàçàíî, ÷òî â äàííîé ìîäåëè ïëîòíîñòü ïåé-

äæðàíêà pn(x) ≈ Θ
(
x−

3+d
1+d

)
� ñòåïåííîé çàêîí.

Ïðè d = 0, 85 ïîëó÷èì λ ≈ 2, 1, ÷òî áëèçêî ê ýì-
ïèðè÷åñêèì äàííûì.

Ïðèìåð 5.20 (âû÷èñëåíèÿ PageRank).

PR(C) > PR(E), õîòÿ indeg C < indeg E, íî
ññûëêà íà C èñõîäèò èç î÷åíü âàæíîé ñòðàíèöû B⇒
îíà èìååò áîëüøîé âåñ.

Áåç òåëåïîðòàöèè âñå ïîëüçîâàòåëè â êîíå÷íîì
èòîãå ïîïàäàþò íà ñòðàíèöû A, B èëè Ñ. Ïðè íà-
ëè÷èè òåëåïîðòàöèè èç À ìîæíî ïîïàñòü íà ëþáóþ
ñòðàíèöó â ýòîé Ñåòè, äàæå ïðè indeg A = 0.

Ìîäåëü ïîèñêà â èíòåðíåò

� Ñòðàíèöû Èíòåðíåòà íåýêâèâàëåíòíû è ýòà
íåýêâèâàëåíòíîñòü îïèñûâàåòñÿ âåëè÷èíîé
PR(v), v ∈ Vn.
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� Âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà ìåæäó ñòðàíèöàìè ñî-
äåðæàò äâå êîìïîíåíòû: îáóñëîâëåííóþ ðåàëü-
íûìè ñâÿçÿìè ìåæäó íèìè è âîçìîæíîñòüþ ïî-
ïàäàíèÿ íà ëþáóþ ñòðàíèöó (òåëåïîðòàöèÿ).

� Åñëè ïî çàïðîñó ïîëüçîâàòåëÿ íàéäåíî ìíîæåñò-
âî ñòðàíèö W ⊂ Vn, òî ðåëåâàíòíóþ èíôîðìà-
öèþ íóæíî èñêàòü íà ñòðàíèöàõ, èìåþùèõ íàè-
áîëüøåå çíà÷åíèå PR(v), v ∈ W .

� Â íàñòîÿùåå âðåìÿ êëàññè÷åñêèå ïåéäæðàíêè
óæå íå óïîòðåáëÿþòñÿ.

� Èçó÷àëîñü ðàñïðåäåëåíèå ðåéòèíãà PageRank
(PR) â web-ãðàôå. Èññëåäîâàíèå ïîêàçàëî, ÷òî
ýòî ðàñïðåäåëåíèå, òàêæå êàê è ÷èñëî ññûëàþ-
ùèõñÿ ñòðàíèö, ïîä÷èíÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî-
ìó çàêîíó ñ êîýôôèöèåíòîì 2,1, íî êîððåëÿöèÿ
ìåæäó ýòèìè ïàðàìåòðàìè î÷åíü íåâåëèêà, à
çíà÷èò, ñòðàíèöà ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì âõîäÿ-
ùèõ ññûëîê ìîæåò ïîëó÷èòü î÷åíü íèçêèé PR8).

Íàäñòðîéêà äëÿ áðàóçåðà Google Toolbar

� PageRank êàæäîé âåá-ñòðàíèöû � öåëîå ÷èñëî
îò 0 äî 10 (âàæíîñòü ýòîé ñòðàíèöû ñ òî÷êè çðå-
íèÿ Google).

� Ìåõàíèçì ðàñ÷¼òà PageRank è ÷òî â òî÷íîñòè
îáîçíà÷àåò ýòî çíà÷åíèå, íå ðàñêðûâàåòñÿ.

� Ïî íåêîòîðûì äàííûì, ýòè çíà÷åíèÿ îáíîâëÿ-
þòñÿ ëèøü íåñêîëüêî ðàç â ãîä è ïîêàçûâàþò

8)Ïîäîáíûé ðåçóëüòàò î÷åíü îáðàäîâàë ÈÏÑ, â ÷àñòíîñòè Google, âå-
äóùóþ ïîñòîÿííóþ áîðüáó ñ êîìïàíèÿìè-îïòèìèçàòîðàìè ñàéòîâ (SEO).
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çíà÷åíèÿ PageRank ñòðàíèö íà ëîãàðèôìè÷åñ-
êîé øêàëå.

Çàìå÷åíà îñîáåííîñòü: Page Rank âûøå 5 ìî-
ãóò ïîëó÷èòü ñàéòû òîëüêî äîâîëüíî ñòàðûå èëè
î÷åíü áîëüøèå ïðîåêòû (ñàéòû) ñ áîëüøèì êî-
ëè÷åñòâîì ïîñåùåíèé.

� Ïîèñêîâàÿ ñèñòåìà Google èñïîëüçóåò áîëåå 200
ðàíæèðóþùèõ ñèãíàëîâ, ëèøü îäíèì èç êîòî-
ðûõ ÿâëÿåòñÿ PageRank, íî îí äî ñèõ ïîð èãðàåò
ñóùåñòâåííóþ ðîëü.

Áîðüáà ñî ñïàìîì
Ëèíêîâûå êîëüöà: ññûëêè ïî êðóãó. Êàê ¾ðàñêðó-
òèòü¿ ñàéò S � îí äîëæåí ïîìåñòèòüñÿ â ÒÎÏ âûäà÷è
ïîèñêà?

Æóëüíè÷åñêèé ìåòîä: äîãîâîðèòüñÿ ñ ñàéòàìè S1,
..., Sn, êîòîðûå îáëàäàþò âûñîêèì èíäåêñîì öèòèðî-
âàíèÿ (çàïëàòèòü èì), ÷òîáû îíè ññûëàëèñü íà S.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîèñêîâîé ñèñòåìû, ñàéò, ïðîöè-
òèðîâàííûé ðåñïåêòàáåëüíûì ñàéòîì, ðåçêî ïîâûøà-
åò ñâîé ¾âåñ¿ ïðè ðàíæèðîâàíèè â õîäå ñîñòàâëåíèÿ
ñïèñêà âûäà÷è ïî çàïðîñó.

1. Ñàìîå ïðîñòîå � ññûëêè ïî êðóãó: S1 ñòàâèë
ññûëêó íà S2, S2 � íà S3, ..., Sn � íà S1.

Ýòî ¾ëèíêîâîå êîëüöî¿. Òàêóþ ñõåìó áûñòðî íàó-
÷èëèñü îòëàâëèâàòü, íî íàçâàíèå îñòàëîñü.

2. Ñåé÷àñ òèïè÷íàÿ êîíñòðóêöèÿ � äâóäîëüíûé
ãðàô.

Òàêèõ ëèíêîâûõ êîëåö â èíòåðíåòå � ñîòíè òûñÿ÷.
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Ðèñ. 5.2. Ëèíêîâîå êîëüöî â âèäå äâóäîëüíîãî ãðàôà

Çàäà÷à ïîèñêîâîé ñèñòåìû � àâòîìàòè÷åñêîå âû-
ÿâèòü òàêèå èñêóññòâåííî çàâûøåííûå ¾èíäåêñû öè-
òèðîâàíèÿ¿.

Êàê ìîæíî îáíàðóæèòü ìîøåéíè÷åñòâî

1) ðàçðàáàòûâàþò àäåêâàòíóþ ìîäåëü èíòåðíåòà
áåç ñïàìà;

2) ïîäñ÷èòûâàþò âåðîÿòíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè
òåõ èëè èíûõ ãðàôîâûõ ñòðóêòóð â ïîñòðîåííîé
ìîäåëè è â ¾ïîäîçðèòåëüíîì¿ ôðàãìåíòå èíòåð-
íåòà;

3) åñëè äàííûå õàðàêòåðèñòèêè ñóùåñòâåííî îòëè-
÷àþòñÿ, òî, ñêîðåå âñåãî, îáíàðóæåíî êîëüöî.

Íàïðèìåð, äëÿ äàííîãî äâóäîëüíîãî ôðàãìåíòà
íàõîäÿò ðåàëüíîå êîëè÷åñòâî µ ð¼áåð ìåæäó äîëÿìè
è ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå M òàêèõ ð¼áåð â ìîäå-
ëè. ÅñëèM çíà÷èòåëüíî ìåíüøå µ M � µ, òî, ñêîðåå
âñåãî, äàííàÿ ñòðóêòóðà àíîìàëüíàÿ.
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5.6 Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè

Çàäà÷à 5.1. Äîêàçàòü íåðàâåíñòâî

R(k, l) 6 R(k − 1, l) +R(k, l − 1), k > 2, l > 2.

Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî R(2, l) = 2 è R(k, 2) = k.
Ïðèìåíèì ìàòåìàòè÷åñêóþ èíäóêöèþ ïî ÷èñëó
s = k + l.
Ïî äîêàçàííîìó ðàíåå

6 = R(3, 3) 6 R(3, 2) +R(2, 3) = 3 + 3.

Ïóñòü ñóùåñòâîâàíèå ÷èñåë R(k − 1, l) è R(k, l − 1)
óñòàíîâëåíî.

Ðàññìîòðèì ïîëíûé n-ãðàô, ãäå n = R(k − 1, l) +
R(k, l− 1), ð¼áðà êîòîðîãî îêðàøåíû â êðàñíûé è ñè-
íèé öâåòà.

Îáîçíà÷èì

v � ïðîèçâîëüíî âûáðàííóþ âåðøèíó ãðàôà;

Vr � ìíîæåñòâî âåðøèí, ñîåäèí¼ííûõ ñ v êðàñíûì
ðåáðîì, |Vr| = n1;

Vb � ìíîæåñòâî âåðøèí, ñîåäèí¼ííûõ ñ v ñèíèì
ðåáðîì, |Vb| = n2.

Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

n = n1 + n2 = R(k − 1, l) +R(k, l − 1).

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ

1) n1 > R(k − 1, l), n2 < R(k, l − 1);

2) n2 > R(k − 1, l), n1 < R(k − 1, l).
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Â ñëó÷àå 1) ïî îïðåäåëåíèþ ÷èñëà R(k − 1, l)
â ïîäãðàôå Vr íàéäóòñÿ îäíîöâåòíûå ëèáî ñèíèé l-
ïîäãðàô, ëèáî êðàñíûé k−1-ïîäãðàô, è òîãäà äîáàâ-
ëÿÿ ê êðàñíîìó k − 1-ïîäãðàôó âåðøèíó v ïîëó÷èì
îäíîöâåòíûé êðàñíûé k-ïîäãðàô.

Ñëó÷àé 2) ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Çàäà÷à 5.2. Ïîêàçàòü, ÷òî R(3, 4) > 8.

Ðåøåíèå. Â ïðàâèëüíîì 8-óãîëüíèêå ðàñêðàñèì

� ñòîðîíû è ñîåäèíÿþùèå ïðîòèâîïîëîæíûå âåð-
øèíû äèàãîíàëè � â êðàñíûé öâåò,

� îñòàëüíûå äèàãîíàëè � â ñèíèé.

Ðèñ. 5.3. ê çàäà÷å 5.2

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ (ñì. ðèñ. 5.3), ÷òî ïðè òàêîé ðàñ-
êðàñêå íåò íè êðàñíîãî 3-óãîëüíèêà, íè ñèíåãî 4-
óãîëüíèêà.

Çàäà÷à 5.3. Äîêàçàòü íåðàâåíñòâî

R(k, l) 6 C k−1
m+k−2, k > 2, l > 2.
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Ðåøåíèå. Ïðèìåíÿåì ìàòåìàòè÷åñêóþ èíäóêöèþ ïî
÷èñëó s = k + l.

Åñëè s = 6, ò. å. k = l = 3, òî íåðàâåíñòâî

6 = R(3, 3) 6 C 3−1
3+3−2 = C 2

4 = 6

âûïîëíÿåòñÿ.
Ïóñòü R(k − 1, l) 6 C k−2

k+l−3, R(k, l −
1) 6 C k−1

k+l−3.
Òîãäà, èñïîëüçóÿ äîêàçàííîå â çàäà÷å 5.1 íåðàâåí-

ñòâî

R(k, l) 6 R(k − 1, l) +R(k, l − 1), k > 2, l > 2

è ñâîéñòâî áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ, ïîëó÷èì
îöåíêó

R(k, l) 6 R(k − 1, l) +R(k, l − 1) 6

6 C k−2
k+l−3 + C k−1

k+l−2 = C k−1
k+l−2.

Çàäà÷à 5.4. Íàéòè ðàñêðàñêó â äâà öâåòà ïîëíîãî 13-
ãðàôà òàêóþ, ÷òî íè îäèí 3-ïîäãðàô íå ÿâëÿåòñÿ
êðàñíûì è íè îäèí 5-ïîäãðàô íå ÿâëÿåòñÿ ñèíèì.

Ðåøåíèå. Çàíóìåðóåì âåðøèíû 13-ãðàôà ÷èñëàìè îò
0 äî 12.

Ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå âåðøèíû i è j áóäåì ðàñêðà-
øèâàòü â êðàñíûé öâåò, åñëè i−j ≡13 2 èëè i−j ≡13 3,
à îñòàëüíûå � â ñèíèé.
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Êðàñíûé ïîäãðàô Ñèíèé ïîäãðàô
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Ãëàâà 6

Ðåøåíèå áóëåâûõ
óðàâíåíèé

6.1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ áóëåâîé àëãåá-

ðû (íàïîìèíàíèå)

Çà÷åì íóæíî óìåòü ðåøàòü áóëåâû óðàâíåíèÿ?

� Ôóíêöèîíàëüíàÿ äèàãíîñòèêà ëîãè÷åñêèõ
óñòðîéñòâ.

� Ëîãè÷åñêè ñèíòåç äèñêðåòíûõ óñòðîéñòâ.

� Ëîãè÷åñêèå ìîäåëè îáúåêòà â ðàñïîçíàâàíèè è
êëàññèôèêàöèè (ñâÿçü îáúåêò-ïðèçíàê-êëàññ).

Îïðåäåëåíèå 6.1. Áóëåâîé àëãåáðîé B íàçûâàåòñÿ ìíî-
æåñòâî B, ñîäåðæàùåå ïî êðàéíåé ìåðå äâà ýëåìåí-
òà � o (íóëü) è ι (åäèíèöà), ñ çàäàííûìè íà í¼ì áè-
íàðíûìè îïåðàöèÿìè t (îáúåäèíåíèÿ), u (ïåðåñå÷å-
íèÿ) è óíàðíîé îïåðàöèåé ′ (äîïîëíåíèÿ). Ïðè ýòîì
äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈ B âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå çàêî-
íû (àêñèîìû) áóëåâîé àëãåáðû:

Comt : x t y = y t x,
Comu : x u y = y u x,
Dtr1 : (x t y) u z = (x u z) t (y u z),
Dtr2 : (x u y) t z = (x t z) u (y t z),
t o : x t o = x, u ι : x u ι = x,
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Cmp ′ : x t x ′ = ι, Isl ′ : x u x ′ = o,
Inv ′ : (x ′) ′ = x,

ι ′ : ι ′ = o, o ′ : o ′ = ι,
DeM1 : (x t y) ′ = x ′ u y ′,
DeM2 : (x u y) ′ = x ′ t y ′,
t ι : x t ι = ι, u o : x u o = o,

Asst : x t (y t z) = (x t y) t z,
Assu : x u (y u z) = (x u y) u z,
Idt : x t x = x, Idu : x u x = x,
Abs1 : x u (x t y) = x,
Abs2 : x t (x u y) = x.
Ìíîæåñòâî B íàçûâàåòñÿ íîñèòåëåì áóëåâîé àë-

ãåáðû B, à o è ι � âûäåëåííûìè ýëåìåíòàìè èëè
óíèâåðñàëüíûìè ãðàíÿìè.

Ââåä¼ííûå îïåðàöèè íàçûâàþò àáñòðàêòíûìè,
ïîñêîëüêó íè îíè ñàìè, íè íîñèòåëü, íà êîòîðîì îíè
îïðåäåëåíû, íèêàê íå êîíêðåòèçèðóþòñÿ.
Â ïðèëîæåíèÿõ ýëåìåíòû áóëåâîé àëãåáðû èíòåðïðå-
òèðóþòñÿ êàê ïîäìíîæåñòâà íåêîòîðûõ ìíîæåñòâ, ñî-
áûòèÿ, âûñêàçûâàíèÿ, ñèãíàëû è äð.

::::::::
Ëåììà 6.2 (îñíîâíûå ñâîéñòâà ýëåìåíòîâ áóëåâîé àë-
ãåáðû). Äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ x è y áóëåâîé àëãåáðû
ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) x t y = o ⇔ x = y = o è
x u y = ι ⇔ x = y = ι;

2) ñëåäóþùèå ÷åòûðå ñîîòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíò-
íû �

xuy = x, xty = y, x ′ty = ι, xuy ′ = o;

3) ëåììà î åäèíñòâåííîñòè äîïîëíåíèÿ �
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{
x u y = o
x t y = ι

⇔ y = x ′.

Ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè äëÿ áóëåâîé àëãåáðû
Ïóñòü V � âûðàæåíèå èëè ðàâåíñòâî áóëåâîé àëãåá-
ðû.

Îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ðåçóëüòàòà îäíîâðåìåííîé çàìå-
íû âñåõ ñèìâîëîâ â V :

V ] � u ↔ t è ι↔ o;

V [ � x ↔ x ′, ãäå x � ýëåìåíò íîñèòåëÿ, íå ÿâëÿþ-
ùèéñÿ óíèâåðñàëüíîé ãðàíüþ;

V ∗ � êîãäà ïðîèçâîäÿòñÿ îáå óêàçàííûå çàìåíû.

Ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè Åñëè V �

� áóëåâî ðàâåíñòâî, èñòèííîå äëÿ ëþáûõ âõîäÿ-
ùèõ â íåãî ýëåìåíòîâ, òî ðàâåíñòâà V ], V [ è V ∗

òàêæå èñòèííû.

� âûðàæåíèå áóëåâîé àëãåáðû, òî V ∗ = V ′.

Ñèñòåìû àêñèîì äëÿ áóëåâîé àëãåáðû Ïðèâåä¼í-
íàÿ ñèñòåìû èç 21-îé àêñèîìû èçáûòî÷íà.

1. Ïàðû àêñèîì Com, Dtr, âìåñòå ñ t o, u ι, Cmp ′
è Isl ′

(ïåðâûå 8 èç ïðèâåäåííûõ âûøå çàêîíîâ).

Äàííàÿ ñèñòåìà íå ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìîé:
íàïðèìåð, êàæäûé èç çàêîíîâ t o è u ι âûâîäèì
èç îñòàëüíûõ ñåìè.
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2. Ïàðû çàêîíîâ çàêîíîâ Dtr, Abs âìåñòå ñ Cmp ′

è Isl ′.

Ýòî åäèíñòâåííàÿ êðàò÷àéøàÿ (6 àêñèîì) èç-
âåñòíàÿ íà ñåãîäíÿøíèé äåíü áåçûçáûòî÷íàÿ ñà-
ìîäâîéñòâåííàÿ ñèñòåìà àêñèîì áóëåâîé àëãåá-
ðû.

3. Comt, Asst è óðàâíåíèå Ðîááèíñà:

((x t y) ′ t (x t y ′) ′) ′ = x.

Àëãåáðû ìíîæåñòâ: îïðåäåëåíèå

� A 6= ∅ � ìíîæåñòâî, P(A) � ìíîæåñòâî âñåõ
ïîäìíîæåñòâ (áóëåàí) A;

� S(A) � íåêîòîðàÿ ñîâîêóïíîñòü ïîäìíîæåñòâ
A, óñòîé÷èâàÿ îòíîñèòåëüíî îáúåäèíåíèÿ ∪, ïå-
ðåñå÷åíèÿ ∩ è äîïîëíåíèÿ äî A (−), à òàêæå ñî-
äåðæàùàÿ ∅ è A.

� Ïîíÿòíî, ÷òî {∅, A } ⊆ S(A) ⊆ P(A).

ÀÑ 〈 S(A), ∪, ∩, −, ∅, A︸ ︷︷ ︸
ñèãíàòóðà

〉 � àëãåáðà ìíîæåñòâ.

Àëãåáðà ìíîæåñòâ ñ íîñèòåëåì P(A) � òîòàëüíàÿ
(íàä A),
à ñ äâóõýëåìåíòíûì íîñèòåëåì {∅, A} � òðèâèàëü-
íàÿ.

::::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 6.3. Âñÿêàÿ àëãåáðà ìíîæåñòâ S(A)
åñòü áóëåâà àëãåáðà ñ íóë¼ì ∅ è åäèíèöåé A.
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σ- è ïîëíûå áóëåâû àëãåáðû

Ïðèìåð 6.4 (èç àêñèîìàòèêè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé). σ-
àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñî-
áûòèé åñòü àëãåáðà ìíîæåñòâ è, ñëåäîâàòåëüíî, áóëå-
âà àëãåáðà.

Áóëåâà àëãåáðà, â êîòîðîé îïåðàöèè t è u îïðå-
äåëåíû äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñîâîêóïíîñòè å¼ ýëåìåíòîâ
íàçûâàåòñÿ ïîëíîé.

Ëþáàÿ àëãåáðà ìíîæåñòâ � ïîëíàÿ

ïîëíûå áóëåâû àëãåáðû
...

σ-àëãåáðû
...

áóëåâû àëãåáðû

Áóëåâà àëãåáðà îòîáðàæåíèé

::::::::::
Òåîðåìà 6.5. Ïóñòü B = 〈B,t,u, ′ o, ι 〉 � áóëåâà àë-
ãåáðà è A � íåïóñòîå ìíîæåñòâî. Òîãäà ìíîæåñòâî
BA âñåõ îòîáðàæåíèé èç A â B òàêæå áóäåò áóëå-
âîé àëãåáðîé îòíîñèòåëüíî ¾ïîòî÷å÷íûõ¿ îïåðàöèé
�
t,

�
u è 8: (f 8)(x) = (f (x)) ′

(f
�
t g)(x) = f(x)t g(x), (f

�
u g)(x) = f(x)u g(x),

äëÿ ëþáûõ f, g ∈ BA. Íóë¼ì è åäèíèöåé BA áóäóò
ïîñòîÿííûå îòîáðàæåíèÿ f0(x) ≡ o è f1(x) ≡ ι ñî-
îòâåòñòâåííî; x ∈ A.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðêà àêñèîì áóëåâîé àëãåáðû. �

Ïðè A = Bn ïîëó÷èì áóëåâó àëãåáðó BBn

âñåõ ôóíê-
öèé èç Bn â B, è åñëè B = 2 � áóëåâó àëãåáðó 22n

âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ. Èçîìîðôèçì
áóëåâûõ àëãåáð: îïðåäåëåíèå

Îïðåäåëåíèå 6.6. Ïóñòü äàíû äâå áóëåâû àëãåáðû B1

è B2 è áèåêöèÿ ϕ : B1 → B2 òàêàÿ, ÷òî ðàâåíñòâà

ϕ(xty) = ϕ(x)tϕ(y) , ϕ(xuy) = ϕ(x)uϕ(y) , ϕ(x ′) = ϕ(x) ′

ñïðàâåäëèâû äëÿ âñåõ x, y ∈ B1.
Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî ϕ � áóëåâ èçîìîðôèçì ìåæäó B1

è B2, à äàííûå àëãåáðû áóëåâî èçîìîðôíû (ñèìâîëè-
÷åñêè B1

∼=b B2).

Çàìå÷àíèå. Èç óêàçàííûõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò

ϕ(o) = o è ϕ(ι) = ι :

Äåéñòâèòåëüíî: ϕ(o) = ϕ(x u x ′) = ϕ(x) u
ϕ(x ′) = ϕ(x) u ϕ(x) ′ = o è àíàëîãè÷íî äëÿ ϕ(ι).

Èçîìîðôèçì áóëåâûõ àëãåáð: ïðèìåðû

Ïðèìåð 6.7. 1. Òðèâèàëüíàÿ àëãåáðà ìíî-
æåñòâ, î÷åâèäíî, èçîìîðôíà àëãåáðå
2 = 〈 { 0, 1 } , ∨, ·, ¯ , 0, 1 〉, êîòîðóþ áóäåì
íàçûâàòü àëãåáðîé âûñêàçûâàíèé èëè àëãåáðîé
Áóëÿ (ñèìâîë · â ôîðìóëàõ áóäåì, êàê ïðàâèëî,
îïóñêàòü, íî èíîãäà èñïîëüçîâàòü âìåñòî íåãî
ñèìâîë N).

2. Îïðåäåëèì äëÿ áóëåâîé àëãåáðû
B = 〈B, t, u, ′ , o, ι 〉 äâîéñòâåííóþ ê íåé



6.1. 517 ãð. 203

B∗ = 〈B∗, t∗, u∗, ′∗ , o∗, ι∗ 〉, ïîëîæèâ B∗ = B,
t∗ = u, u∗ = t, ′∗ =′, o∗ = ι, ι∗ = o. Â
ñèëó ïðèíöèïà äâîéñòâåííîñòè áóäåì èìåòü
B∗ ∼=b B.

3. Òîòàëüíàÿ àëãåáðà íàä n-ýëåìåíòíûì ìíîæå-
ñòâîì A = {a1, . . . , an} èçîìîðôíà áóëåâîé àë-
ãåáðå n-ìåðíûõ äâîè÷íûõ âåêòîðîâ 2n.

Áóëåâû ïîäàãåáðû. Òåîðåìà Ñòîóíà î ïðåäñòàâëå-
íèè Åñëè B � áóëåâà àëãåáðà è B1 òàêîå ïîäìíîæå-
ñòâî å¼ íîñèòåëÿ, ÷òî âñå îïåðàöèè íà B1 ÿâëÿþòñÿ
ñóæåíèÿìè îïåðàöèé íà B, òî B1 � ïîäàëãåáðà B
(ñèìâîëè÷åñêè B1 6 B).

::::::::::
Òåîðåìà 6.8 (Ñòîóí). Âñÿêàÿ áóëåâà àëãåáðà èçîìîðô-
íà ïîäõîäÿùåé àëãåáðå ìíîæåñòâ: äëÿ ëþáîé áóëå-
âîé àëãåáðû B ñóùåñòâóåò òàêîå ìíîæåñòâî M ,
÷òî B ↪→ P(M).

Òåîðåìà Ñòîóíà óòâåðæäàåò, ÷òî
B ∼=b B1 6 P(M).

Àëãåáðàè÷åñêèå êîëüöà Êîëüöîì íàçûâàåòñÿ ÀÑ
〈R, +, ·, 0 〉, ãäå R � ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå ýëåìåíò
íóëü (0), íà êîòîðîì îïðåäåëåíû äâå áèíàðíûå îïå-
ðàöèè ñëîæåíèå (+) è óìíîæåíèå (·) òàêèå, ÷òî äëÿ
ëþáûõ x, y, z ∈ R ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

(x+ y) + z = x+ (y + z) , x+ y = y + x ,

x+ 0 = x, ∀x ∃ y : (x+ y = 0 )

(óêàçàííîå îçíà÷àåò, ÷òî ðåäóêò 〈R, +, 0 〉 êîëüöà
åñòü àáåëåâà ãðóïïà ïî ñëîæåíèþ, èëè ìîäóëü) è
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(x+ y) · z = x · z + y · z , x · (y+ z) = x · y+ x · z,

(äèñòðèáóòèâíîñòü óìíîæåíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê ñëî-
æåíèþ). Àëãåáðàè÷åñêèå êîëüöà: íàïîìèíàíèå Íóëü
êîëüöà åäèíñòâåíåí.
Ýëåìåíò y òàêîé, ÷òî x+ y = 0 íàçûâàþò îáðàòíûì
ê x, åãî îáîçíà÷åíèå (−x) â ñèëó åäèíñòâåííîñòè.

Åñëè óìíîæåíèå îáëàäàåò ñâîéñòâîì àññîöèàòèâ-
íîñòè

(x · y) · z = x · (y · z)

è/èëè êîììóòàòèâíîñòè
x · y = x · y,

òî è êîëüöî íàçûâàþò ñîîòâåòñòâóþùå.

Åñëè êîëüöî ñîäåðæèò åäèíèöó 1 � óíèêàëüíûé
ýëåìåíò, äëÿ êîòîðîãî

x · 1 = 1 · x = x,

òî ãîâîðÿò î êîëüöå ñ åäèíèöåé (óíèòàëüíîì):
〈R, +, ·, 0, 1 〉. Áóëåâû êîëüöà

Îïðåäåëåíèå 6.9. Àññîöèàòèâíîå êîëüöî, îáëàäàþùèå

ñâîéñòâîì x2 = x äëÿ ëþáîãî ñâîåãî ýëåìåíòà íàçû-
âàåòñÿ áóëåâûì êîëüöîì.

::::::::::
Òåîðåìà 6.10. Áóëåâî êîëüöî 〈R, +, ·, 0 〉 êîììóòà-
òèâíî è −x = x.

::::::::::
Òåîðåìà 6.11. Ïóñòü B = 〈B, t, u, ′ , o, ι 〉 � áóëåâà
àëãåáðà.
Äëÿ ëþáûõ x, y ∈ B ïîëîæèì

x+ y = (x u y ′) t (x ′ u y) , x · y = x u y.
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Òîãäà ÀÑ B∗ = 〈B, +, ·, o, ι 〉 � áóëåâî êîëüöî ñ åäè-
íèöåé ι.

Îñíîâíûì ïðèìåðîì áóëåâà êîëüöà è ÿâëÿåòñÿ êàê
ðàç êîëüöî 〈 P(A), ⊕, ∩, ∅, A 〉.

::::::::::
Òåîðåìà 6.12. Ïóñòü R = 〈R, +, ·, 0, 1 〉 � áóëåâî
êîëüöî ñ åäèíèöåé.
Äëÿ ëþáûõ x, y ∈ R ïîëîæèì

x t y = x+ y + x · y, x u y = x · y , x ′ = x+ 1.

Òîãäà ÀÑ R∗ = 〈R, t, u, ′ , 0, 1 〉 � áóëåâà àëãåáðà.

Îïðåäåëåíèå 6.13. ÀÑ 〈B, t, u, ′ , v, o, ι 〉 òàêàÿ, ÷òî
〈B, t, u, ′ , o, ι 〉 � áóëåâà àëãåáðà, à îòíîøåíèå v çà-
äàþòñÿ ïî ïðàâèëó

x v y , x u y = x (èëè x v y , x t y = y)

íàçûâàåòñÿ áóëåâîé ñòðóêòóðîé.

Áóëåâà àëãåáðà = äèñòðèáóòèâíàÿ ðåø¼òêà ñ äî-
ïîëíåíèÿìè è â íåé ñïðàâåäëèâ ìîäóëÿðíûé çàêîí

Mod : x v y ⇒ x t (y u z) = y u (x t z)

Êîíóñû è ãðàíè ÷.ó. ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå 6.14. Ïóñòü 〈P, v〉 � ÷.ó. ìíîæåñòâî è
A ⊆ P .
Ìíîæåñòâà AM è AO îïðåäåëÿåìûå óñëîâèÿìè

AM =
{
x ∈ P | ∀

A
a ( a v x)

}
è

AO =
{
x ∈ P | ∀

A
a (x v a)

}
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íàçûâàþòñÿ âåðõíèì è íèæíèì êîíóñàìè ìíîæåñò-
âà A,
à èõ ýëåìåíòû � âåðõíèìè è íèæíèìè ãðàíÿìè ìíî-
æåñòâà A ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ îäíîýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà A = {a} èñïîëü-
çóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ aM è aO.

Ïîíÿòíî, íàïðèìåð, ÷òî åñëè a v b, òî aM ∩
bO = [ a, b ].

Îïðåäåëåíèå 6.15. Ïóñòü 〈P, v〉 � ÷.ó. ìíîæåñòâî è
A ⊆ P .
Åñëè â AM ñóùåñòâóåò íàèìåíüøèé ýëåìåíò, òî îí
íàçûâàåòñÿ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà A è
îáîçíà÷àåòñÿ sup A.
Åñëè â AO ñóùåñòâóåò íàèáîëüøèé ýëåìåíò, òî îí íà-
çûâàåòñÿ òî÷íîé íèæíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà A è
îáîçíà÷àåòñÿ inf A.

Åñëè sup A èëè inf AM ñóùåñòâóåò, òî
sup A = inf AM è äâîéñòâåííî,
åñëè inf A èëè sup AO ñóùåñòâóåò, òî inf A = sup AO.

6.2 Áóëåâû ìíîãî÷ëåíû

Îïðåäåëåíèå 6.16. Ïóñòü Xn = {x1, . . . , xn } � n-
ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî íåèçâåñòíûõ èëè ïåðåìåííûõ.

Áóëåâûìè ìíîãî÷ëåíàìè íàä Xn íàçûâàþò ñòðîêè
ñèìâîëîâ, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) x1, . . . , xn, 0, 1 � áóëåâû ìíîãî÷ëåíû;
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2) åñëè p è q � áóëåâû ìíîãî÷ëåíû, òî òàêîâûìè
ÿâëÿþòñÿ è (p t q), (p u q), (p ′).

Òàêèì îáðàçîì, áóëåâû ìíîãî÷ëåíû � ôîðìóëû
èç ïåðåìåííûõ è êîíñòàíò 0 è 1 íàä ìíîæåñòâîì ñèì-
âîëîâ {t, u, ′ }.

Ìíîæåñòâî âñåõ áóëåâûõ ìíîãî÷ëåíîâ íàä Xn îáî-
çíà÷àåì Mn.

Çàïèñü p = q (÷èòàåòñÿ: äàííûå ìíîãî÷ëåíû ðàâ-
íû) îçíà÷àåò ñèíòàêñè÷åñêîå òîæäåñòâî ìíîãî÷ëå-
íîâ p è q, ò. å. îíè ñîâïàäàþò êàê ñòðîêè ñèìâîëîâ.

Äàëåå ïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûìè ïðàâèëàìè ýêîíî-
ìèè ñêîáîê (îïóñêàåì âíåøíèå ñêîáêè, ó÷èòûâàåì
ïðèîðèòåò îïåðàöèé) è ñ÷èòàåì, ÷òî ìíîãî÷ëåíû ðàâ-
íû, åñëè îíè ñîâïàäàþò ïðè âîññòàíîâëåíèè âñåõ ñêî-
áîê.

Áóëåâ ìíîãî÷ëåí íàä n (äàëåå n > 1) ïåðåìåí-
íûìè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìíîãî÷ëåí íàä n+ 1
ïåðåìåííîé, ïîýòîìó

M1 ⊂M2 ⊂ . . . ⊂Mn ⊂Mn+1 ⊂ . . . .

Mn íå åñòü áóëåâà àëãåáðà, ò.ê., íàïðèìåð, x1 t
x2 6= x2 t x1.

Äëÿ îòîæäåñòâëåíèÿ ïîäîáíûõ âûðàæåíèé ââåä¼ì
ïîíÿòèå ïîëèíîìèàëüíîé ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 6.17. Ïóñòü B = 〈B, t, u, ′ , o, ι 〉 � áó-
ëåâà àëãåáðà è p � áóëåâ ìíîãî÷ëåí èç Mn.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç pB(b1, . . . , bn) ýëåìåíò èç B, êîòîðûé
ïîëó÷àåòñÿ èç p çàìåíàìè xi 7→ bi ∈ B, i = 1, . . . , n,
0 7→ o, 1 7→ ι. Òîãäà îòîáðàæåíèå
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pB : Bn → B

íàçûâàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíîé ôóíêöèåé (ï.ô.), èíäó-
öèðîâàííîé áóëåâûì ìíîãî÷ëåíîì p íà B.

Ïðèìåð. Ïóñòü p = x1 t x2 è B = 23 ñ íîñèòåëåì
{0, a, b, c, ab, ac, bc, 1}.

Òîãäà

pB(a, b) = a ∨ b = ab; pB(a, 1) = a ∨
1 = 1; pB(a, ab) = a ∨ ab = ab.

Ïðèìåð, êàê ðàçíûå áóëåâû ìíîãî÷ëåíû ìîãóò èí-
äóöèðîâàòü îäíó è òó æå ïîëèíîìèàëüíóþ ôóíêöèþ.

Ïðèìåð 6.18 (âåçäå n = 2). 1. Ïóñòü p = x1 t
x2, q = x2 t x1 è B = 2. Òîãäà

p 6= q, pB = a∨ b, qB = b∨ a, a, b ∈ {0, 1}, ò. å.
pB = qB,

ïîñêîëüêó ïðè ëþáîé çàìåíå â ýòèõ âûðàæåíèÿõ
áóêâ a è b ýëåìåíòàìè {0, 1} = 2 ïîëó÷èì îäèí
è òîò æå ýëåìåíò.

2. Ïóñòü p = (x1 t x2)
′, q = x ′1 u x ′2 è B = P(A),

A 6= ∅.
Òîãäà îïÿòü

p 6= q, è pB = X ∪ Y , qB = X ∩ Y ,

ãäå X, Y ⊆ A, è ñíîâà pB = qB.
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Îïðåäåëåíèå 6.19. Äâà áóëåâûõ ìíîãî÷ëåíà p, q ∈Mn

íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, ñèìâîëè÷åñêè p ∼ q,
åñëè ðàâíû èõ ïîëèíîìèàëüíûå ôóíêöèè íà 2:
p ∼ q ⇔ p2 = q2.

∼ � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà Mn (ëåãêî
ïðîâåðÿåòñÿ).

Ïðèìåð 6.20 (ïðåäûäóùèé, n = 2; a, b ∈ {0, 1} = 2). 1.
Åñëè p = x1 t x2, q = x2 t x1, òî

p2 = a ∨ b = b ∨ a = q2 è p ∼ q.

2. Åñëè p = (x1 t x2)
′, q = x ′1 u x ′2, òî

p2 = a ∨ b = a · b = q2 è ñíîâà p ∼ q.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pn(B) = { pB | p ∈Mn } ìíî-
æåñòâî ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé, èíäóöèðîâàííûõ
âñåìè ìíîãî÷ëåíàìè èç Mn íà B.

Íàïðèìåð, ïóñòü B = 23 =
〈
{0, 1}3,∨, ·, −, 0, 1

〉
.

Òîãäà Pn(2
3) � âñå ôóíêöèè, âûðàæàþùèåñÿ ôîð-

ìóëàìè îò àðãóìåíòîâ x1, . . . , xn íàä ìíîæåñòâîì
ñâÿçîê {∨, ·, − }, ïðè÷¼ì êàæäûé àðãóìåíò ìîæåò
ïðèíèìàòü ëþáîå èç 8 çíà÷åíèé {0, 1}3.

Îáîçíà÷èì äëÿ áóëåâîé àëãåáðû B ñ íîñèòåëåì
B ÷åðåç Fn(B) ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé èç Bn â
B : Fn(B) , BBn

.
ßñíî, ÷òî ýòî åñòü áóëåâà àëãåáðà è |Pn(B)| ⊂ Fn(B).

Òîãäà, íàïðèìåð,
∣∣F1(2

3)
∣∣ = 88 = 16 777 216, à

P1(2
3) = { [0]∼, [1]∼, [x]∼, [x̄]∼ }, ò. å.

∣∣P1(2
3)
∣∣ = 4.
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::::::::::
Òåîðåìà 6.21. Åñëè B = 〈B, t, u, ′ , o, ι 〉 � áóëåâà
àëãåáðà, òî

1. Pn(B) 6 Fn(B); 2. Pn(B)/∼ ∼=b Pn(2).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Óáåäèìñÿ â óñòîé÷èâîñòè ìíî-
æåñòâà ôóíêöèé Pn(B) îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé t, u, ′,
à òàêæå â ïðèíàäëåæíîñòè åìó ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé
f0 ≡ o è f1 ≡ ι.

Äëÿ t è b = (b1, . . . , bn) ∈ Bn èìååì

(pB t qB)(b) = pB(b) t qB(b) = (p t q)B(b) ∈ Pn(B)

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî b ∈ Bn è àíàëîãè÷íî äëÿ u è ′.
Êðîìå òîãî, pB(0) = o, pB(1) = ι.

2. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ϕ : Pn(2) → Pn(2)/∼,
ïåðåâîäÿùåå ï.ô. p2 â êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè
[p]∼ ∈ Pn(2)/∼.

Äàííîå îïðåäåëåíèå êîððåêòíî, ò.ê.

p2 = q2 ⇒ p ∼ q ⇒ [p]∼ = [q]∼.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ϕ è åñòü èñêîìûé áóëåâ èçîìîð-
ôèçì. �

Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ñòîóíà ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
ïîëèíîìèàëüíûå ôóíêöèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ýêâèâà-
ëåíòíûì ìíîãî÷ëåíàì, ñîâïàäàþò íà ëþáîé áóëåâîé
àëãåáðå, à íå òîëüêî íà 2, òî åñòü ñïðàâåäëèâà

::::::::::
Òåîðåìà 6.22. Ïóñòü p, q ∈ Mn è p ∼ q. Òîãäà äëÿ
ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé àëãåáðû B ñïðàâåäëèâî pB = qB.

:::::::::::::
Ñëåäñòâèÿ (ïîëèíîìèàëüíàÿ ïîëíîòà àëãåáðû Áóëÿ 2). 1.

Fn(2) = P2 è |Pn(2)/∼ | = 22n.
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Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëþáàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ (èç
2n â 2) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìàëüíîé ôóíêöèåé.
Ïîýòîìó ãîâîðÿò, ÷òî àëãåáðà 2 ïîëèíîìèàëü-
íî ïîëíà.

2. Åñëè B 6∼=b 2 è ìîùíîñòü íîñèòåëÿ B åñòü m
(â êîí÷åíîì ñëó÷àå m = 2k), òî

∣∣Pn(B)
∣∣ =

∣∣Pn(B)/∼
∣∣ = 22n < mmn

= |Fn(B)|,

ò. å. Pn(B) ⊂ Fn(B).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî 2 � åäèíñòâåííàÿ ïîëèíî-
ìèàëüíî ïîëíàÿ àëãåáðà.

Òðàäèöèîííîå äëÿ äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè îáî-
çíà÷åíèå Fn(2) = P2 èëè P

n
2 .

×àñòî âîçíèêàåò ïîòðåáíîñòü çàìåíèòü äàííûé
ìíîãî÷ëåí ýêâèâàëåíòíûì åìó áîëåå ïðîñòûì ìíîãî-
÷ëåíîì.

Äëÿ ýòîãî ââîäÿò ò.í. íîðìàëüíûå ôîðìû ìíîãî-
÷ëåíîâ: ÄÍÔ, ÊÍÔ è, àíàëîãè÷íî, ÀÍÔ (ïîëèíîìû
Æåãàëêèíà) äëÿ áóëåâà êîëüöà ñîîòâåòñòâóþùåé áó-
ëåâîé àëãåáðû.

Ñîâîêóïíîñòü íîðìàëüíûõ ôîðì îáåñïå÷èâàåò íà-
ëè÷èå ñèñòåìû ïðåäñòàâèòåëåé äëÿ êàæäîãî êëàññà
ýêâèâàëåíòíîñòè ìíîæåñòâà Mn.

 lÐàçëîæåíèå Øåííîíà áóëåâîé ôóíêöèè f(x) ∈ P2

f(x) = ax ∨ bx = f(1)x ∨ f(0)x
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6.3 Ïðåîáðàçîâàíèÿ áóëåâûõ óðàâíå-

íèé. Ïðîñòåéøèå óðàâíåíèÿ â 2

Áóäåì ðåøàòü ¾áóëåâû óðàâíåíèÿ¿ çàäàâàåìûå ïî-
ëèíîìàìè.
Ðàâåíñòâî p = q ãîâîðèò, ÷òî ìíîãî÷ëåíû p è q èäåí-
òè÷íû.

Îïðåäåëåíèå 6.23. Ïàðó (p, q), ãäå p, q ∈ Mn, íàçîâ¼ì
(áóëåâûì) óðàâíåíèåì.

Ïóñòü B � áóëåâà àëãåáðà ñ íîñèòåëåì B.
Ýëåìåíò (b1, . . . , bn) ∈ Bn íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ (p, q) â áóëåâîé àëãåáðå B, åñëè

pB(b1, . . . , bn) = qB(b1, . . . , bn).

Ìíîæåñòâî
{

(pi, qi) | i = 1,m
}

îáðàçóåò ñèñòåìó
óðàâíåíèé.
Ðåøåíèåì ñèñòåìû íàçûâàþò îáùåå ðåøåíèå âñåõ å¼
óðàâíåíèé.

Óðàâíåíèå (p, q) äîïóñòèìî çàïèñûâàòü â âèäå
p = q.

Íàïðèìåð, x1x2∨x3 = x1(x2∨x3) � óðàâíåíèå â 2,

à (101) � åãî ðåøåíèå, ïîñêîëüêó â (1·0)∨1 = 1·(0∨1).

::::::::::
Òåîðåìà 6.24 (î ïðåîáðàçîâàíèè áóëåâûõ óðàâíåíèé).
Óðàâíåíèÿ p = q è (pu q ′)t (p ′u q) = 0, ãäå p è q �
áóëåâû ìíîãî÷ëåíû, èìåþò îäíè è òå æå ðåøåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

p, q ∈Mn, B = 〈B, t, u, ′ , o, ι 〉
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� áóëåâà àëãåáðà è (b1, . . . , bn) ∈ Bn.
Ïîëîæèì a = pB(b1, . . . , bn) è b = qB(b1, . . . , bn).
Òîãäà

a = b ⇒ (aub ′)t(a ′ub) = (aua ′)t(a ′ua) = oto = o,

è

(a u b ′) t (a ′ u b) = o ⇔
{
a u b ′ = o
a ′ u b = o

DeM1⇐⇒

⇔
{
a u b ′ = o
a t b ′ = ι

⇔ a = b ′′ ⇔ a = b .

�

:::::::::::::
Ñëåäñòâèÿ (ïðåîáðàçîâàíèå óðàâíåíèÿ p = q ê âèäó r = 0). 1.

Óðàâíåíèÿ

p = q è (p u q) t (p ′ u q ′) = 0,

ãäå p è q � áóëåâû ìíîãî÷ëåíû, èìåþò îäíè è
òå æå ðåøåíèÿ â ëþáîé áóëåâîé àëãåáðå.

Óðàâíåíèå áóäåì, êàê ïðàâèëî, ñðàçó çàïèñû-
âàòü â ñèãíàòóðå óêàçàííîé áóëåâîé àëãåáðû è
ñ÷èòàòü ïåðåìåííûå x1, . . . å¼ ýëåìåíòàìè.

2. Ëþáîå áóëåâî óðàâíåíèå (èëè ñèñòåìó), çàäàí-
íóþ â àëãåáðå ëîãèêè 2 ìîæíî ïðèâåñòè ê ýê-
âèâàëåíòíûì âèäàì p = 0 è q = 1, ãäå p, q �
ÄÍÔ è/èëè ÊÍÔ.

Ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò èç ïî-
ëèíîìèàëüíîé ïîëíîòû àëãåáðû 2.

3. Ñèñòåìà
{

(pi, qi) | i = 1,m
}
ýêâèâàëåíòíà îä-

íîìó óðàâíåíèþ
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p1q
′
1 ∨ p ′1q1 ∨ p2q

′
2 ∨ p ′2q2 ∨ . . .∨ pmq ′m ∨ p ′mqm = 0.

Ðåøåíèå áóëåâûõ óðàâíåíèé: ïðèìåðû
¬ Ðåøèì áóëåâî óðàâíåíèå x1 = x2 â 2.
Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå

x1 = x2 ⇔ (x1x2) ∨ (x1x2) = 0 ⇔
⇔ (x1 ∨ x1) · (x1 ∨ x2) · (x1 ∨ x2) · (x2 ∨ x2) ⇔

⇔ (x1 ∨ x2) · (x1 ∨ x2) = 0.

Â 2 ýòî ýêâèâàëåíòíî óñëîâèÿì[
x1 ∨ x2 = 0,
x ′1 ∨ x ′2 = 0,

îòêóäà

[
x1 = x2 = 0,
x1 = x2 = 1.

Ò.î. ðåøåíèÿìè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ áóäóò íàáîðû
(00) è (11) èç 22.

 Ðåøèì áóëåâî óðàâíåíèå x1 · x2 = x3 â 2.
Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå

x1·x2 = x3 ⇒ (x1∨x2∨x3)(x1∨x2∨x3)(x1∨x2∨x3) = 0

Îòñþäà ïîëó÷àåì èñêîìûå ðåøåíèÿ: (000), (010),
(100), (111).

Çàìå÷àíèå: ïîëó÷åíèå äëÿ äàííîé ôîðìóëû ýêâè-
âàëåíòíîé ÊÍÔ, âîîáùå ãîâîðÿ, ñîïðÿæåíî ñî ñòîëü
çíà÷èòåëüíûìè âû÷èñëèòåëüíûìè òðóäíîñòÿìè, ÷òî
ìîæåò îêàçàòüñÿ ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíûì.

® Ðåøèòü çàäàííóþ â 2 ñèñòåìó ÁÓ

{ (x1x2, x1x3 ∨ x2), (x1 ∨ x2, x3) }.

Ïåðåïèøåì ñèñòåìó â ïðèâû÷íîì âèäå
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{
x1x2 = x1x3 ∨ x2,
x1 ∨ x2 = x3.

Ïî òåîðåìå î ïðåîáðàçîâàíèè áóëåâûõ óðàâíåíèé ýòà
ñèñòåìà ýêâèâàëåíòíà åäèíñòâåííîìó óðàâíåíèþ

x1x2(x1x3 ∨ x2) ∨ (x1x2)(x1x3 ∨ x2) ∨ (x1 ∨ x2)x3 ∨
∨ (x1 ∨ x2)x3 = 0.

Ïðåîáðàçóÿ ëåâóþ ÷àñòü â ÑÊÍÔ, ïîëó÷èì ýêâèâà-
ëåíòíîå çàäàííîé ñèñòåìå óðàâíåíèå

(x1 ∨ x2 ∨ x3)(x1 ∨ x2 ∨ x3) = 0,

ò. å. ðåøåíèÿìè ñèñòåìû áóäóò íàáîðû (001) è (111)
èç 23.

Âàæíîå çàìå÷àíèå Êîãäà ðåøåíèå èùåòñÿ íå â
ïðîñòåéøåé àëãåáðå 2, à â ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé àë-
ãåáðå, ñëåäîâàíèå

D1 u . . . uDl = o ⇒

 D1 = o,
. . .
Dl = o

íå èìååò ìåñòà.
Ïîýòîìó, íàïðèìåð, â ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé àë-

ãåáðå B = 〈B, t, u, ′ , o, ι 〉 ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

x1 u x2 = o

áóäåò ( b, (b ′)O ) ∈ B2 è äëÿ B = 23 ïîäõîäèò ïàðà
íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ

( (100), (010) ) ∈ (23)2.
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6.4 Óðàâíåíèÿ ñ îäíèì íåèçâåñòíûì

Äàëåå íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü çàâèñèìîñòü çíà÷å-
íèé îäíèõ íåèçâåñòíûõ ðåøåíèÿ ÁÓ îò äðóãèõ.

� Ïóñòü (p, q) � óðàâíåíèå â áóëåâîé àëãåáðå B è
p, q ∈Mn+m, n,m > 0, n+m > 1.

� Ìíîæåñòâî íåèçâåñòíûõ ñ èíäåêñàìè m, m+ 1,
. . . , n+m íàçîâ¼ì ïàðàìåòðàìè.

� Ýëåìåíòû íîñèòåëÿ B, ñîîòâåòñòâóþùèå àðãó-
ìåíòàì-ïàðàìåòðàì ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé
pB è qB áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëàìè a, b, . . ..

� Ôîðìóëó âèäà

pB(x1, . . . , xn, a, . . .) = qB(x1, . . . , xn, a, . . .)

áóäåì íàçûâàòü áóëåâûì óðàâíåíèåì ñ ïàðà-
ìåòðàìè è n íåèçâåñòíûìè (â àëãåáðå B).

Àëãîðèòì 1
Ïóñòü äàíî ÁÓ p = q ñ îäíèì íåèçâåñòíûì x â
áóëåâîé ñòðóêòóðå B = 〈B, t, u, ′ , v, o, ι 〉. Øàã

¬ Ïðèâîäèì óðàâíåíèå p = q ê ðàâíîñèëüíîìó ñ o â
ïðàâîé ÷àñòè: r = 0.

Øàã  Ïðèâîäèì óðàâíåíèå r = 0 ê ðàâíîñèëü-
íîìó óðàâíåíèþ âèäà

(a u x) t (b u x ′) = o,
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ãäå ýëåìåíòû B a è b � ïàðàìåòðû.

Øàã ® Çàìåíÿåì ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå íà ýêâè-
âàëåíòíóþ ñèñòåìó{

a u x = o,
b u x ′ = o.

Øàã ¯ Åñëè b 6v a ′, òî èñõîäíîå óðàâíåíèå ðåøå-
íèé íå èìååò.

Èíà÷å b v a ′ ⇔ a u b = o � óñëîâèå ðàçðåøèìî-
ñòè óðàâíåíèÿ è åãî ðåøåíèå � ëþáîé ýëåìåíò x èç
B òàêîé, ÷òî

b v x v a ′ � ðåøåíèå â èíòåðâàëüíîé ôîðìå

⇔ x ∈ bM ∩ (a ′)O

èëè

x = (b t u) u a ′ = (a ′ u u) t b,
u � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò B

� ðåøåíèå â ôóíêöèîíàëüíîé ôîðìå

x = (a ′ u u) t (b u u ′)
� ñèììåòðè÷íàÿ ôóíêöèîíàëüíîé ôîðìà.

::::::::::
Òåîðåìà 6.25 (îñíîâíàÿ î ðåøåíèè áóëåâûõ óðàâíå-
íèé). Ðåçóëüòàòîì âûïîëíåíèÿ Àëãîðèòìà 1 ÿâëÿ-
åòñÿ ðåøåíèå áóëåâà óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî åäèí-
ñòâåííîãî íåèçâåñòíîãî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåä¼ì îáîñíîâàíèå øàãîâ àëãî-
ðèòìà.

Øàã ¬ Îñíîâàíèåì äëÿ ðàâíîñèëüíîé çàìåíû
p = q ⇒ r = 0 ñëóæèò òåîðåìà î ïðåîáðàçîâàíèè
áóëåâûõ óðàâíåíèé.
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Øàã  Ïðèâåäåíèå óðàâíåíèÿ âèäà r = 0 ê ðàâ-
íîñèëüíîìó (au x)t (bu x ′) = o îñíîâàíî íà ðàçëî-
æåíèè Øåííîíà ïî ïåðåìåííîé x.

Âûðàæåíèå ïîñëåäíåãî âèäà íàçîâ¼ì êàíîíè÷å-
ñêîé ôîðìîé áóëåâà óðàâíåíèÿ.

Øàã ® Çàìåíà óðàâíåíèå â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå
íà ýêâèâàëåíòíóþ ñèñòåìó

a u x = o, b u x ′ = o

îñíîâûâàåòñÿ íà ëåììå îá îñíîâíûõ ñâîéñòâàõ ýëå-
ìåíòîâ áóëåâîé àëãåáðû.

Øàã ¯ Îáîñíîâàíèå:
1. Èìååì b v x v a ′,

a u x = o ⇔ (a u x) t a ′ = a ′ ⇔
⇔ (a t a ′) u (x t a ′) = a ′ ⇔
⇔ x t a ′ = a ′ ⇔ x v a ′

è àíàëîãè÷íî b u x ′ = 0 ⇔ b v x.

2. b v a ′ ⇔ b u a ′ = b ⇔ a u b = o � óñëîâèå
ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ.

3. Ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóëû ðåøåíèÿ â ôóíêöèî-
íàëüíîé ôîðìå ñëåäóåò èç{

b v x
x v a ′

⇔
{
x = b t u äëÿ íåêîòîðîãî u ∈ B
x u a ′ = x

⇔

⇔ x = (b t u) u a ′.

Ðàâåíñòâî x = (b t u) u a ′ = (a ′ u u) t b ïðè
b v a ′ âûðàæàåò ìîäóëÿðíûé çàêîí.

Ñèììåòðè÷íàÿ ôóíêöèîíàëüíîé ôîðìà:
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x = (a ′uu)tb = (a ′uu)t(bu(utu ′) = (a ′uu)t(buu ′),

ïîñêîëüêó b u u ′ v b v a ′ v x. �

Ðåøåíèå ÁÓ (A ∩X) ∪ (B ∩X): äèàãðàììà Âåííà

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå B = 2 ïî èíòåðâàëüíîé ôîðìó-
ëå ïîëó÷èì ðåøåíèÿ:



220 Ãëàâà 6. Ðåøåíèå áóëåâûõ óðàâíåíèé

a b x

0 0 {0, 1}
0 1 1
1 0 0
1 1 ∅

Ýòè ðåøåíèÿ, åñòåñòâåííî, ñîâïàäàþò ñ ðåøåíè-
ÿìè ïî ôóíêöèîíàëüíîé ôîðìóëå, åñëè ïîëîæèòü
u = 0 è u = 1:

b 6 a ⇒ b 6 x 6 a ⇔
[
x = a,
x = b.

Ðåøåíèå ÁÓ α̃ · x̃ ∨ β̃ · x̃ â 2n.
Åñëè B = 2n, òî èìååì ìíîãîìåðíûé âàðèàíò ïðåäû-
äóùåãî ñëó÷àÿ:

� èíòåðâàëüíàÿ ôîðìà ïðè β̃ 4 α̃ çàäà¼ò áóëåâ
ïîäêóá 2n, íàòÿíóòûé íà âåðøèíû β̃ è α̃ (ïðè

β̃ < α̃ ðåøåíèé íåò);

� â ôóíêöèîíàëüíîé ôîðìå x̃ = (β̃ ∨ υ̃) · α̃ ïîëà-
ãàåì υ = (− . . .−), îïåðàöèè ∨ è · ïðèìåíÿåì
ê âåêòîðàì èç 2n ïîêîìïîíåíòíî ïî ïðàâèëàì

α̃∨β̃ = max
{
α̃, β̃

}
, α̃·β̃ = min

{
α̃, β̃

}
, 0 6 − 6 1,

è â ïîëó÷åííîì âåêòîðå x̃ ñèìâîëû (−) çàìåíÿ-
åì íà 0 è 1 âñåâîçìîæíûìè ñïîñîáàìè.

Íàïðèìåð, åñëè â 24 èìååì

α̃ = (0001) è β̃ = (1000), òî x̃ = (1−−0),
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è ðåøåíèÿìè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ áóäåò ëþáîé èç
âåêòîðîâ (1000), (1010), (1100), (1110).

Ðåøåíèå ÁÓ ñ îäíèì íåèçâåñòíûì: ïðèìåð Ðåøèì
áóëåâî óðàâíåíèå x t c = d â ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé
ñòðóêòóðå B = 〈B, t, u, ′ ,v, o, ι 〉.

Øàã ¬ x t c = d ⇔ ((x t c) ′ u d) t ((x t c) u
d ′) = o.

Øàã  ((x t c) ′ u d) t ((x t c) u d ′) =

= (x ′ u c ′ u d) t (x u d ′) t (c u d ′) =

= (x ′u c ′ud ′)t (xud ′)t (xu cud ′)t (x ′u cud ′) =

= (xu(d ′ t (c u d ′))︸ ︷︷ ︸
d ′

)t(x ′ u ((c ′ u d) t (c u d ′))) = o.

Øàã ® Èìååì{
d ′ u x = o,
((c ′ u d) t (c u d ′)) u x ′ = o

.

Øàã ¯ Èñõîäíîå óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå, åñëè
è òîëüêî åñëè

(c ′ u d) t (c u d ′) v d.

Ïîêàæåì, ÷òî äàííîå óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî c v d:

((c ′ u d) t (c u d ′)) v d ⇔ (c ′ud)t(cud ′)td = d ⇔
⇔ d t (c u d ′) = d ⇔ (d t (c u d ′)) u c = d u c ⇔
⇔ (cud) t (cud ′) = duc ⇔ c = cud ⇔ c v d.

Îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ �

x = ((c ′ud)t(cud ′)tu)ud = (c ′ud)t(uud) = d u (c ′ t u),

ãäå u � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò B.
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Áóëåâû ¾íåðàâåíñòâà¿ Ìåòîäû ðåøåíèÿ óðàâíå-
íèé â áóëåâîé àëãåáðå ïîçâîëÿþò ðåøàòü è ¾íåðàâåí-
ñòâà¿

::::::::::
Òåîðåìà 6.26. Ñëåäîâàíèå p v q è óðàâíåíèå
p u q ′ = o èìåþò îäíè è òå æå ðåøåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

p v q ⇔ puq = p ⇔
= o︷ ︸︸ ︷

((p u q) u p ′)t ((p u q) ′ u p) = o ⇔
⇔ (p ′ t q ′) u p = o ⇔ p u q ′ = o.

�

6.5 Áåñïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñî

ìíîãèìè íåèçâåñòíûì â àëãåáðå

ëîãèêè

Èäåÿ ìåòîäà � ìíîãîêðàòíîå ïðèìåíåíèå Àëãî-
ðèòìà 1 ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì èñêëþ÷åíèè áóëåâûõ
íåèçâåñòíûõ.

Îïèøåì ìåòîä äëÿ óðàâíåíèé â áóëåâîé ñòðóêòóðå

2 = 〈 {0, 1}, ∨, ·, −, 6, 0, 1 〉.

Ïóñòü ÁÓ çàäàíî â âèäå f(x1, . . . , xn) = 0 (∗),
ãäå f � ïîëèíîì.

Îïðåäåëèì ôîðìóëû
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fp(x1, . . . , xp) = &
(αp+1, ..., αn)

f(x1, . . . , xp, αp+1, . . . , αn), (∗∗)

αi ∈ {0, 1}, i = p+ 1, n, p = 1, n,

ãäå êîíúþíêöèÿ áåð¼òñÿ ïî âñåì äâîè÷íûì íàáîðàì
(αp+1, . . . , αn).

Èòåðöèîííûé àëãîðèòì èñêëþ÷åíèÿ ïåðåìåííûõ
Àëãîðèòì 2

Øàã 1. Çàïèñûâàåì èñõîäíîå óðàâíåíèå â ôîðìå
fn = 0, ê êîòîðîé ïðèìåíÿåì ðàçëîæåíèå Øåííîíà
ïî ïåðåìåííîé xn:

fn(x1, . . . , xn−1, 1) · xn ∨ fn(x1, . . . , xn−1, 0) · xn = 0.

Èç îáîñíîâàíèÿ Àëãîðèòìà 1 ñëåäóåò, ÷òî ýòî ðàâåí-
ñòâî ýêâèâàëåíòíî

fn(x1, . . . , xn−1, 0) 6 xn 6 fn(x1, . . . , xn−1, 1)

ïðè óñëîâèè âûïîëíåíèÿ ñîîòíîøåíèÿ

fn(x1, . . . , xn−1, 1) · fn(x1, . . . , xn−1, 0)︸ ︷︷ ︸
fn−1(x1, ..., xn−1)

= 0.

Íà ñëåäóþùåì øàãå ðåøàåì óðàâíåíèå
fn−1(x1, . . . , xn−1) = 0.

Øàã n− p+ 1. Ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå

fp(x1, . . . , xp) = 0 , p ∈ {n, n− 1, . . . , 1 },

êîòîðîå ìîæíî çàïèñàòü â ôîðìå (ðàçëîæåíèå ïî xp)

fp(x1, . . . , xp−1, 1) · xp ∨ fp(x1, . . . , xp−1, 0) · xp = 0.
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Â ñâîþ î÷åðåäü, äàííîå óðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíî ñî-
îòíîøåíèþ

fp(x1, . . . , xp−1, 0) 6 xp 6 fp(x1, . . . , xp−1, 1),

ïðè óñëîâèè ñïðàâåäëèâîñòè

fp(x1, . . . , xp−1, 1) · fp(x1, . . . , xp−1, 0)︸ ︷︷ ︸
fp−1(x1, ..., xp−1)

= 0 .

Íà ñëåäóþùåì øàãå ðåøàåì óðàâíåíèå
fp−1(x1, . . . , xp−1) = 0.

Øàã n. Ðåøàåòñÿ óðàâíåíèå

f1(x1) = 0,

îòêóäà ïîëó÷àåì

f1(0) 6 x1 6 f1(1)

è óñëîâèå åãî ðàçðåøèìîñòè

f0 = f1(0) · f1(1) = 0.

Èç îáîñíîâàíèÿ îïèñàííîãî àëãîðèòìà âûòåêàåò

::::::::::
Òåîðåìà 6.27. Åñëè f0 6= 0, òî óðàâíåíèå (∗) íå èìå-
åò ðåøåíèé.
Èíà÷å, åãî ðåøåíèå îïèñûâàåòñÿ ðåêóððåíòíûì ñî-
îòíîøåíèåì (p = n, n− 1, . . . , 1)

fp(x1, . . . , xp−1, 0) 6 xp 6 fp(x1, . . . , xp−1, 1).

Ïðèìåíÿÿ Àëãîðèòì 2 ê óðàâíåíèþ (∗): äëÿ
îïðåäåëåíèÿ ðàçðåøèìîñòè � íåîáõîäèìî âû÷èñ-

ëèòü f0;
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íàõîæäåíèÿ õîòÿ áû îäíîãî ðåøåíèÿ � èç ïîñëåäíå-
ãî íåðàâåíñòâà f1(0) 6 x1 6 f1(1) íåîáõîäèìî
íàéòè îäíî çíà÷åíèå b1 = x1, ïî êîòîðîìó èç
ïðåäïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà íàéòè îäíî çíà÷å-
íèå b2 è ò.ä.
Â ðåçóëüòàòå áóäåò ïîëó÷åí íàáîð (b1, . . . , bn) �
ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.

íàõîæäåíèÿ âñåõ ðåøåíèé � èç ïîñëåäíåãî íåðàâåí-
ñòâà íàõîäÿò âñå äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ b1 = x1,
çàòåì äëÿ êàæäîãî èç íàéäåííûõ b1 èç ïðåäïî-
ñëåäíåãî íåðàâåíñòâà íàõîäÿò âñå äîïóñòèìûå
çíà÷åíèÿ b2 è ò.ä.

Àëãîðèòì 2: îáñóæäåíèå. Ðàçäåëåíèå çàäà÷ íà-
õîæäåíèÿ õîòÿ áû îäíîãî ðåøåíèÿ ÁÓ è âñåõ åãî ñâÿ-
çàíî ñ òåì, ÷òî ÁÓ ìîæåò èìåòü î÷åíü áîëüøîå ÷èñëî
êîðíåé. Íàïðèìåð, äëÿ ñèñòåì ÁÓ âèäà

ÄÍÔi = 1, i = 1,m,

ó êîòîðûõ ÷èñëî ïåðåìåííûõ ðàâíî n, ÷èñëî ýëåìåí-
òàðíûõ êîíúþíêöèé âî âñåõ ÄÍÔ îäèíàêîâî è ðàâ-
íî t, ÷èñëî áóêâ âî âñåõ ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöè-
ÿõ îäèíàêîâî è ðàâíî r ñðåäíåå ÷èñëî ðåøåíèé ðàâíî
2n(1− (1− 2−r)t)m.

Ýòè çàäà÷è â êîíå÷íûõ áóëåâûõ àëãåáðàõ ìîãóò
áûòü ðåøåíû òðèâèàëüíîé ïðîâåðêîé âñåõ êîìáèíà-
öèé çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, îäíàêî ýòî òðåáóåò ÷ðåç-
âû÷àéíî áîëüøîãî ïåðåáîðà.

Âñå ñóùåñòâóþùèå óíèâåðñàëüíûå ìåòîäû ðåøå-
íèÿ ñèñòåì ÁÓ íå ïîçâîëÿþò ýëèìèíèðîâàòü ýòîò ïå-
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ðåáîð. Ïðè÷¼ì îñòà¼òñÿ îòêðûòûì âîïðîñ î ïðèíöè-
ïèàëüíîé âîçìîæíîñòè òàêîé ýëèìèíàöèè.

Àëãîðèòì 2: ïðèìåð 1. Íàéòè âñå ðåøåíèÿ óðàâíå-

íèÿ x1
��x2 = 1 â ñòðóêòóðå 2.

Øàã ¬ Çàïèñûâàåì èñõîäíîå óðàâíåíèå â ôîðìå

f2(x1, x2) = x1 · x2 = 0.

Ïðèìåíÿåì ðàçëîæåíèå Øåííîíà ïî ïåðåìåííîé x2

èìååì

x1 · x2 = f2(x1, 1) · x2 ∨ f2(x1, 0) · x2 = 0,

îòêóäà f2(x1, 1) = 0 è f2(x1, 0) = x1.
Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíî ¾äâîéíîìó

íåðàâåíñòâó¿

f2(x1, 0) 6 x2 6 f2(x1, 1)

èëè
x1 6 x2 6 1. (1)

ïðè óñëîâèè f1(x1) = f2(x1, 0) · f2(x1, 1)︸ ︷︷ ︸
≡ 0

= 0, êîòî-

ðîå òðèâèàëüíî âûïîëíÿåòñÿ.
Øàã  Óðàâíåíèå

f1(x1) = f2(x1, 0) · f2(x1, 1) = 0,

çàïèñûâàåòñÿ â ôîðìå

f1(1) · x1 ∨ f1(0) · x1 = 0,

ãäå f1(1) = f1(0) = 0, à åãî ðåøåíèå â èíòåðâàëüíîé
ôîðìå çàïèñûâàåòñÿ êàê

f1(0) 6 x1 6 f1(1)

èëè
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0 6 x1 6 1 (2)

ïðè òðèâèàëüíîé âûïîëíèìîñòè óñëîâèÿ

f0 = f1(1) · f1(0)︸ ︷︷ ︸
≡ 0

= 0.

Íàéä¼ì ðåøåíèÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.
Èç ñîîòíîøåíèÿ (2) ïîëó÷àåì çíà÷åíèÿ äëÿ x1:

x
(0)
1 = 0, è x

(1)
1 = 1.

Èõ íåîáõîäèìî ïîäñòàâèòü â (1) äëÿ îïðåäåëåíèÿ x2.

Ïîäñòàâëÿÿ x
(0)
1 , ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

0 6 x2 6 1,

îòêóäà x
(00)
2 = 0 è x

(01)
2 = 1, à ïîäñòàâëÿÿ x

(1)
1 �

1 6 x2 6 1,

îòêóäà x
(1)
2 = 1.

Ò.î. ðåøåíèÿìè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ áóäóò âåêòî-
ðû (00), (01), (11) èç 22, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñòðîêàì
ñ åäèíè÷íûì çíà÷åíèåì ôóíêöèè â òàáëèöå îïåðàöèè
èìïëèêàöèè.

Àëãîðèòì 2: ïðèìåð 2. Íàéòè âñå ðåøåíèÿ óðàâíå-
íèÿ x1 · x2 = x3 â àëãåáðå ëîãèêè.

Øàã ¬ Ïðåîáðàçîâûâàåì èñõîäíîå óðàâíåíèå:

f3(x1, x2, x3) = x1x2x3 ∨ (x1x2)x3 =

= x1x2x3 ∨ (x1∨x2)x3 = x1x2x3 ∨ x1x3 ∨ x2x3 = 0

è ïðèìåíÿåì ðàçëîæåíèå Øåííîíà ïî ïåðåìåííîé x3:
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f3(x1, x2, x3) = (x1 ∨ x2)︸ ︷︷ ︸
f3(x1, x2, 1)

·x3 ∨ x1x2︸︷︷︸
f3(x1, x2, 0)

·x3 = 0.

Ðåøåíèå ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ â èíòåðâàëüíîì
âèäå:

x1x2 6 x3 6 x1 ∨ x2 = x1x2. (1)

Óñëîâèå òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ �

f2(x1, x2) = f3(x1, x2, 1)·f3(x1, x2, 0) = (x1∨x2)x1x2 = 0

âûïîëíÿåòñÿ.

Øàã  Ïîäñòàâëÿÿ â f2(x1, x2) âìåñòî x2 çíà÷å-
íèÿ 0 è 1, ïîëó÷àåì

f2(x1, 1) = f2(x1, 0) = 0 .

Ýòî âëå÷¼ò
0 6 x2 6 1 (2)

ïðè òðèâèàëüíî âûïîëíÿåìîì óñëîâèè

f1(x1) = f2(x1, 1) · f2(x1, 0) = 0

òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.
Øàã ® Äëÿ x1 ïîëó÷àåì èíòåðâàëüíîå ðåøåíèå

0 6 x1 6 1 (3)

ïðè f0 = f1(1) · f1(0) = 0.

Ò.î. èñõîäíîå óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå è èç
(3) è (2) ïîëó÷àåì x1, x2 ∈ {0, 1}, à èç (2.1) �
x1 · x2 6 x3 6 x1 · x2.

Îòñþäà ðåøåíèÿ: (000), (010), (100), (111), ñîâïà-
äàþùèå ñ ðàíåå íàéäåííûìè.

Àëãîðèòì 2' Àëãîðèòì 2 ìîæåò áûòü ìîäèôèöè-
ðîâàí: íà (n − p + 1)-ì øàãå ïðîâîäèòü ðàçëîæåíèå
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Øåííîíà âîçìîæíî ïî ëþáîé ïåðåìåííîé ñ èíäåêñîì
1, 2, . . . , p è íå îáÿçàòåëüíî ïî xp.

Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì ôóíêöèè

fp(x̃) = &
α̃

f(x̃, α̃) , p = 1, n, (∗∗ ′)

ãäå x̃ = (xj1, . . . , xjp ), α̃ = (αip+1
, . . . , αin ) ∈ 2n−p

è

fp,k(x̃
′, 1) = fp(x̃)

∣∣
xk=1

, fp,k(x̃
′, 0) = fp(x̃)

∣∣
xk=0

.

Àëãîðèòì, ïîëó÷àþùèéñÿ èç àëãîðèòìà Àëãî-
ðèòì 2 çàìåíîé îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé fp ñ (∗∗) íà
(∗∗ ′), âûáîðîì òåì èëè èíûì ñïîñîáîì íà êàæäîì,
êðîìå ïîñëåäíåãî, øàãå èíäåêñà k ∈ { j1, . . . , jp }
è çàìåíàìè fp(x1, . . . , xp−1, 1) 7→ fp,k(x̃

′, 1)
fp(x1, . . . , xp−1, 0) 7→ fp,k(x̃

′, 0), íàçîâ¼ì Àëãî-
ðèòìîì 2'.

Àëãîðèòì 2': ïðèìåð. Íàéòè ïî Àëãîðèòìó 3' âñå
ðåøåíèÿ (óæå ðåø¼ííîãî) óðàâíåíèÿ x1 · x2 = x3 â 2.

Øàã ¬ Äëÿ óðàâíåíèÿ x1x2x3 ∨ x1x3 ∨ x2x3 = 0
ïðèìåíèì ðàçëîæåíèå Øåííîíà ïî ïåðåìåííîé x1

(k = 1):

f3(x1, x2, x3) = (x2 ∨ x3)(x2 ∨ x3) · x1 ∨
∨ (x2 ∨ x3)(x2 ∨ x3) · x1 = 0,

îòêóäà

f3,1(x2, x3, 1) = x2x3 ∨ x2x3, f3,1(x2, x3, 0) = x3.

Çàïèñûâàåì ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ â èíòåðâàëü-
íîì âèäå:
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x3 6 x1 6 x2x3 ∨ x2x3 = x2x3 ∨ x2x3.

Óñëîâèå òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ �

f2(x1, x2) = f3(x1, x2, 1) · f3(x1, x2, 0) = x2x3 = 0.

Øàã  Ïîäñòàâëÿÿ â f2(x2, x3) âìåñòî x2 (k = 2)
çíà÷åíèÿ 0 è 1, ïîëó÷àåì

f2,2(x3, 1) = 0 , f2,2(x3, 0) = x3 .

Ýòî âëå÷¼ò
x3 6 x2 6 1

ïðè òðèâèàëüíî âûïîëíÿåìîì óñëîâèè

f1(x3) = f2,2(x3, 1) · f2,2(x3, 0) = 0.

òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.

Øàã ® Äëÿ x3 ïîëó÷àåì èíòåðâàëüíîå ðåøåíèå

0 6 x3 6 1
ïðè f0 = 0.

Ðàññìàòðèâàÿ çíà÷åíèÿ x3, x2 è x1 (â äàííîì ïî-
ðÿäêå) ñ ó÷¼òîì óñëîâèÿ (∗), ïîëó÷àåì èõ âîçìîæíûå
çíà÷åíèÿ

x3 = 1 ⇒ x2 = 1 ⇒ x1 = 1,

x3 = 0 ⇒ x2 = 0 ⇒ x1 ∈ {0, 1},
x3 = 0 ⇒ x2 = 1 ⇒ x1 = 0.

ò. å. ðåøåíèÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ñóòü òå æå âåêòîðû
(000), (010), (100) è (111).

Íàèáîëåå òðóäî¼ìêîé ïðîöåäóðîé äàííîãî ìåòîäà
ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ôîðìóë fp. Â ïðîöåññå èõ ïî-
ñòðîåíèÿ íåîáõîäèìî ïðîèçâîäèòü ïîäñòàíîâêè íàáî-
ðîâ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ â fp. Â ÷àñòíîñòè ïðè ïî-
ñòðîåíèè f0 íàäî ïîäñòàâèòü 2n íàáîðîâ è îáùåå ÷èñëî



6.6. 517 ãð. 231

îïåðàöèé áóäåò ïîðÿäêà ω · 2n,
ãäå ω � ñëîæíîñòü ïîäñòàíîâêè îäíîãî íàáîðà.

6.6 Ðåøåíèå óðàâíåíèé â ÀÍÔ

Îïðåäåëåíèå 6.28. Êîíñòàíòó 1 è âûðàæåíèÿ âèäà
xi1 · . . . · xir , ãäå ∅ 6= {i1, . . . , ir} ⊆ {1, . . . n} íàçû-
âàþò ýëåìåíòàðíûìè ìîíîòîííûìè êîíúþíêöèÿìè
íàä Xn = { 0, 1, x1, . . . , xn}.

Àëãåáðàè÷åñêèé ïîëèíîì íàä Xn åñòü ëèáî 1 (ïî-
ëèíîì äëèíû 0), ëèáî âûðàæåíèå âèäà

K1 + . . .+Ks,

ãäå Ki � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ýëåìåíòàðíûå ìîíîòîí-
íûå êîíúþíêöèè íàä Xn; i = 1, . . . , s, s � äëèíà ïî-
ëèíîìà.

Ïîä çàïèñüþ p = q ïîíèìàþò ñèíòàêñè÷åñêîå
òîæäåñòâî ïîëèíîìîâ p è q.

Pln � ìíîæåñòâî âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ
íàä Xn.

ßñíî, ÷òî Pl1 ⊂ Pl2 ⊂ . . . ⊂ Pln ⊂ Pln+1 ⊂ . . ..
Çàìåòèì, ÷òî Pln íå ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì, ïîñêîëü-

êó, íàïðèìåð, x1 · x1 6= x1, x1 · x2 6= x2 · x1 è
K1 +K2 6= K2 +K1.

Äëÿ îòîæäåñòâëåíèÿ ïîäîáíûõ âûðàæåíèé âîñ-
ïîëüçóåìñÿ ïîíÿòèåì ïîëèíîìèàëüíîé ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 6.29. Ïóñòü R = 〈R, +, ·, 0, 1 〉 � áóëå-
âî êîëüöî è p � ïîëèíîì èç Pln.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç pR(r1, . . . , rn) ýëåìåíò èç R, êî-
òîðûé ïîëó÷àåòñÿ èç p çàìåíàìè xi 7→ ri ∈ R,
i = 1, . . . , n, 0 7→ o, 1 7→ ι. Òîãäà îòîáðàæåíèå

pR : Rn → R

íàçîâ¼ì ïîëèíîìèàëüíîé ôóíêöèåé, èíäóöèðîâàííîé
àëãåáðàè÷åñêèì ïîëèíîì p íà R.

Îïðåäåëåíèå 6.30. Äâà ìíîãî÷ëåíà p, q ∈ Pln íàçû-
âàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè (ñèìâîëè÷åñêè p ∼ q), åñëè
ðàâíû èõ ïîëèíîìèàëüíûå ôóíêöèè íà {0, 1} = 2,
ò. å. p ∼ q ⇔ p2 = q2.

Îáîçíà÷èì Pn(R) = {pR | p ∈ Pln} � ìíîæåñò-
âî âñåõ ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé, èíäóöèðîâàííûõ
ïîëèíîìàìè èç Pln íà R.

::::::::::
Òåîðåìà 6.31. Pln/ ∼ åñòü áóëåâî êîëüöî, è
Pln/∼ ∼= Pn(2).

Ýëåìåíòû Pln/ ∼ íàçûâàþò ïîëèíîìàìè Æåãàë-
êèíà (ÏÆ).

Òåîðåìà Æåãàëêèíà è ðàçëîæåíèå Ðèäà

::::::::::
Òåîðåìà 6.32 (È.È.Æåãàëêèí). Âñÿêàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ
åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèìà â âèäå ïîëèíî-
ìà Æåãàëêèíà.

Ðàçëîæåíèå Ðèäà áóëåâîé ôóíêöèè f ∈ P2

f(x) = a · x+ b = (f(0) + f(1)) · x+ f(0)

Ðàññìîòðèì â áóëåâîì êîëüöå óðàâíåíèå âèäà
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a1Q1(x1, . . . , xn) + . . . + arQr(x1, . . . , xn) = b,
(∗)

ãäå a1, . . . , ar, b ∈ {0, 1} � èçâåñòíûå êîýôôèöè-
åíòû, Q1(x1, . . . , xn), . . . , Qr(x1, . . . , xn) � ïîïàðíî
ðàçëè÷íûå ìîíîòîííûå êîíúþíêöèè íàä

Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñîêðà-
ùåíèåì

a = a+ 1.

::::::::::
Òåîðåìà 6.33 (î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ â
áóëåâîì êîëüöå). Óðàâíåíèå (∗) èìååò õîòÿ áû îäíî
ðåøåíèå, åñëè

b · a1 · . . . · ar = 0. (∗∗)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü óðàâíåíèå (∗)
èìååò êîðíè, à óñëîâèå (∗∗) íå âûïîëíÿåòñÿ.
Ïîäñòàâèâ êîðíè â (∗), ïîëó÷èì òîæäåñòâî

a1Q1 · . . . · arQr = b,

óìíîæèâ êîòîðîå íà a1 · . . . · ar, ïîëó÷èì (∗∗), ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò äîïóùåíèþ.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ñ îäíèì íåèç-
âåñòíûì

a · x+ b = 0. (1)

Ïóñòü óñëîâèå a · b ≡ 0 âûïîëíÿåòñÿ.
Òîãäà x = b åñòü êîðåíü óðàâíåíèÿ (1): äåéñòâèòåëü-
íî, èìååì a · b+ b = ab.

Ïóñòü óñëîâèå a · b = 0 âûïîëíÿåòñÿ.
Òîãäà x = b åñòü êîðåíü óðàâíåíèÿ (1): äåéñòâèòåëü-
íî, èìååì
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a · b+ b = ab.

Ïóñòü óñëîâèå òåîðåìû ñïðàâåäëèâî äëÿ óðàâíåíèÿ
âèäà (∗) ñ n íåèçâåñòíûìè. Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó-
÷àå îíî ñïðàâåäëèâî è äëÿ óðàâíåíèÿ âèäà (∗) ñ n+ 1
íåèçâåñòíûìè.

Ïðåäñòàâèì óðàâíåíèå ñ n+ 1 íåèçâåñòíûìè â âè-
äå:

(a0 + a1Q1(x1, . . . , xn) + . . .+ arQr(x1, . . . , xn))xn+1+

+ b0 + b1P1(x1, . . . , xn) + . . .+ bkQk(x1, . . . , xn) = 0.

Çàïèøåì óñëîâèå (∗∗) îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ
x1, . . . , xn:

a0xn+1 · . . . · arxn+1 · b0b1 . . . bk = 0. (2)

ßñíî, ÷òî áóëåâó ôóíêöèþ f(x) îò ïåðåìåííîé x
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

f(x) = x(f(0) + f(1)) + f(0) . (3)

Èç (2) è (3) ïîëó÷èì

xn+1(b0b1 . . . bk+a0a1 . . . ar ·b0b1 . . . bk)+b0b1 . . . bk = 0 .

Èñïîëüçóÿ óñëîâèå, ïîëó÷åííîå äëÿ (1), ïîëó÷àåì

a0a1 . . . ar · b0b1 . . . bk = 0 .

�



6.6. 517 ãð. 235

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ax+b = 0 â áóëåâîì êîëüöå

::::::::::
Òåîðåìà 6.34 (î ðåøåíèè óðàâíåíèÿ â áóëåâîì êîëüöå).
Åñëè óðàâíåíèå (1) èìååò ðåøåíèå, òî âñå îíè îïè-
ñûâàþòñÿ ñîîòíîøåíèåì

x = b+ a · λ(x), (4)

ãäå λ(x) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ îò ïåðåìåííîé x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî (4) ÿâëÿåòñÿ
êîðíåì (1).

Ïåðåïèøåì (1) â âèäå ax = b.
Ïî (∗∗) ýòî óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå, åñëè ba ≡ 0.
Ïîäñòàâèâ (4) â (1), ïîëó÷èì ab+ b = 0 èëè ab = b,
÷òî, ïî ëåììå îá îñíîâíûõ ñâîéñòâàõ ýëåìåíòîâ áóëå-
âîé àëãåáðû ýêâèâàëåíòíî 0 = ba.
Ò.î. âûïîëíåíèå íåîáõîäèìîãî óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ
ðåøåíèé âëå÷¼ò ñïðàâåäëèâîñòü òîãî, ÷òî (4) åñòü êî-
ðåíü (1).

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî (4) îïèñûâàåò âñå êîðíè (1).
Ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêîé êîðåíü β, ÷òî

β 6= b+ a · λ(x) (5)

íè ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ôóíêöèè λ(x).
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (β + b)a 6= 0.

Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî íàéòè òàêîå ε 6≡ 0, ÷òî (β+
b) · a = ε, îòêóäà

β · a = b · a+ ε . (6)

Ïîäñòàâëÿÿ β â (1) ìû äîëæíû ïîëó÷èòü òîæäå-
ñòâî
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(β + b) · a = ε ,
èëè, èñïîëüçóÿ (6) � b·a+ε+b ≡ 0 , b·a+ε ≡ 0.

Íî, ñîãëàñíî òåîðåìå î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ â áóëåâîì êîëüöå, ba ≡ 0 è òîãäà ε ≡ 0,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò (5). Çíà÷èò, β íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì
óðàâíåíèÿ (1). �

Èòåðàöèîííî ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó äëÿ ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ ñ îäíèì íåèçâåñòíûì, ìîæíî ïîëó÷èòü àë-
ãîðèòì ðåøåíèÿ óðàâíåíèé âèäà (∗) ñî ìíîãèìè íåèç-
âåñòíûìè.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â áóëåâîì êîëüöå: ïðèìåð.
Ðåøèì óðàâíåíèå ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè

a0 + a1x1x2x3 + a2x3 = 0. (7)

Ïóñòü óñëîâèå (∗∗) âûïîëíÿåòñÿ, ò. å. a0a1a2 = 0.
Çàïèøåì óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè îòíîñèòåëüíî x3 �

a0(a1x1x2 + a2) = 0 (8)

è ðàçðåøèìîñòè ïîëó÷åííîãî óñëîâèÿ îòíîñèòåëüíî
x2 �

a0a2(a0a1x1 + 1) = 0 .
Îòñþäà íàõîäèì x1:

x1 = a0a2 + a0a1a2 · λ1, (9)

ãäå λ ∈ {0, 1}.
Èç (8) è (9) ïîëó÷àåì x2:

x2 = a0a2 + a0a1a2 + a0a1a2λ1 · λ2, (10)

à èç (9), (10) è (7) � x3:

x3 = a0 + a0a1a2 + a0λ1λ2 · λ3.


