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Òåìû ñåìèíàðà:

• Ëèíåéíûå ìåòîäû êëàññèôèêàöèè;

• Äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè;

• Ìåòîä îïîðíûõ âåêòîðîâ (SVM), soft-margin;

• ßäðà, ÿäðîâàÿ ôóíêöèÿ.

1 Ðàçáîð äîìàøíåãî çàäàíèÿ

Çàäà÷à 1. Ðàññìîòðèì äâóõìåðíóþ çàäà÷ó êëàññèôèêàöèè ñ äâóìÿ êëàññàìè Y =
{−1,+1}. Â îáó÷àþùåé âûáîðêå 5 òî÷åê: {(1, 1), (1, 2), (2, 3)} êëàññà+1 è {(3, 1), (4, 2)}
êëàññà −1. Ïîñòðîéòå îïòèìàëüíóþ ðàçäåëÿþùóþ ãèïåðïëîñêîñòü a(x) = sgn(w1x1+
w2x2 − w0), âûïèñàâ ñîîòâåòñòâóþùóþ çàäà÷ó îïòèìèçàöèè è ðåøèâ åå ñ ïîìîùüþ
ìåòîäîâ, îïèñàííûõ íà ïðîøëîì ñåìèíàðå.

Êàêèå èç òî÷åê îáó÷àþùåé âûáîðêè ïîëó÷èëèñü îïîðíûìè? Êàêîâà øèðèíà ïî-
ëó÷èâøåéñÿ ðàçäåëÿþùåé ïîëîñû?

Ïîäóìàéòå, êàêèå òî÷êè ïëîñêîñòè ïðè äîáàâëåíèè â îáó÷àþùóþ âûáîðêó íå èç-
ìåíèëè áû ðåøåíèÿ? Êàêèå áû èç íèõ ñòàëè îïîðíûìè âåêòîðàìè? Êàêèå áû íå ñòàëè
îïîðíûìè?
Ðåøåíèå. Íàì íàäî ðåøèòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:{

1
2
(w2

1 + w2
2) → min;

yi(⟨w,xi⟩ − w0) > 1,

ãäå w = (w1, w2). Ýòî âûïóêëàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè. Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî îáó-
÷àþùàÿ âûáîðêà ëèíåéíî ðàçäåëèìà, à çíà÷èò íàéäóòñÿ òàêèå w0, w1, w2, ÷òî âñå
óñëîâèÿ-íåðàâåíñòâà âûïîëíÿòñÿ ñòðîãî. Çíà÷èò óñëîâèÿ Êóíà�Òàêêåðà ÿâëÿþòñÿ
íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè íà îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è. Çà-
ïèøåì Ëàãðàíæèàí:

L(w, w0, λ1, . . . , λ5) =
1

2
(w2

1 + w2
2) +

5∑
i=1

λi

(
1 − yi(⟨w,xi⟩ − w0)

)
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è óñëîâèÿ Êóíà�Òàêêåðà:

w1 − λ1 − λ2 − 2λ3 + 3λ4 + 4λ5 = 0;

w2 − λ1 − 2λ2 − 3λ3 + 1λ4 + 2λ5 = 0;

λ1 + λ2 + λ3 − λ4 − λ5 = 0;

λ1(1 − w1 − w2 + w0) = 0; λ1 > 0; (1 − w1 − w2 + w0) 6 0;

λ2(1 − w1 − 2w2 + w0) = 0; λ2 > 0; (1 − w1 − 2w2 + w0) 6 0;

λ3(1 − 2w1 − 3w2 + w0) = 0; λ3 > 0; (1 − 2w1 − 3w2 + w0) 6 0;

λ4(1 + 3w1 + w2 − w0) = 0; λ4 > 0; (1 + 3w1 + w2 − w0) 6 0;

λ5(1 + 4w1 + 2w2 − w0) = 0; λ5 > 0; (1 + 4w1 + 2w2 − w0) 6 0.

Ìû óæå íåìíîãî çíàåì î ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è. Íàì îñòàåòñÿ ðåøèòü ýòó ñèñòåìó
äëÿ âñåâîçìîæíûõ êîìáèíàöèé óñëîâèé è íàéòè ðåøåíèå. ×òîáû íå âûïèñûâàòü âñå
âðó÷íóþ, ìîæíî íàïèñàòü äëÿ ýòîãî, íàïðèìåð, ïðîñòóþ ïðîöåäóðó íà MATLAB:
âñå, ÷òî íóæíî� ðåøàòü ëèíåéíûå ñèñòåìû óðàâíåíèé è äëÿ ðåøåíèé ïðîâåðÿòü
ñîîòâåòñòâóþùèå óñëîâèÿ ñèñòåìû.

Ñåé÷àñ ìû íå áóäåì ïåðåáèðàòü âñå ðåøåíèÿ è ïðèáåãíåì ê õèòðîñòè. Íåñëîæíî
äîãàäàòüñÿ, ÷òî îáúåêòû (1, 2) è (4, 2) îïîðíûìè íå áóäóò. À ðàç òàê, òî äëÿ íèõ îò-
ñòóï áóäåò ñòðîãî áîëüøå îäíîãî, à çíà÷èò, èç-çà óñëîâèé äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè
ñîîòâåòñòâóþùèå èì ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà áóäóò íóëåâûìè: λ2 = λ5 = 0. Îñòàëüíûå
îáúåêòû áóäóò îïîðíûìè è èõ îòñòóïû áóäóò ðàâíû 1. Îòñþäà çàïèñûâàåòñÿ ñèñòåìà

w1 − λ1 − λ2 − 2λ3 + 3λ4 + 4λ5 = 0;

w2 − λ1 − 2λ2 − 3λ3 + 1λ4 + 2λ5 = 0;

λ1 + λ2 + λ3 − λ4 − λ5 = 0;

λ1 > 0; (1 − w1 − w2 + w0) = 0;

λ2 = 0; (1 − w1 − 2w2 + w0) 6 0;

λ3 > 0; (1 − 2w1 − 3w2 + w0) = 0;

λ4 > 0; (1 + 3w1 + w2 − w0) = 0;

λ5 = 0; (1 + 4w1 + 2w2 − w0) 6 0.

Åå ðåøåíèå � (w0 = −1.5, w1 = −1, w2 = 0.5, λ1 = 0.375, λ3 = 0.25, λ4 = 0.625).

Çàäà÷à. Íà ðèñóíêå 1 âû âèäèòå âûáîðêó èç ÷åòûðåõ äâóìåðíûõ îáúåêòîâ è äâóõ
êëàññîâ. Âåëè÷èíà 0 6 h 6 3�ïàðàìåòð. Ìû áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó ìåòîäîì îïòè-
ìàëüíîé ðàçäåëÿþùåé ãèïåðïëîñêîñòè:{

1
2
∥w∥2 → minw,w0 ;

yi(⟨w,xi⟩ − w0) > 1, i = 1, . . . , 4.
(ex.1)

à) Äëÿ êàêèõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà h óñëîâèÿ-íåðàâåíñòâà â (ex.1) áó-
äóò âûïîëíèìû?
á) Áóäåò ëè ìåíÿòüñÿ íàêëîí îïòèìàëüíîé ðàçäåëÿþùåé ãèïåðïëîñêîñòè ïðè èç-
ìåíåíèè ïàðàìåòðà h? Êàê?
â) Êàê øèðèíà ðàçäåëÿþùåé ïîëîñû, ñîîòâåòñòâóþùåé îïòèìàëüíîé ðàçäåëÿþùåé
ãèïåðïëîñêîñòè, âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïàðàìåòð h?
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Ðèñ. 1: Îáó÷àþùèå îáúåêòû.

2 Äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè.

Ðàññìîòðèì ñíîâà âûïóêëóþ çàäà÷ó óñëîâíîé îïòèìèçàöèè:
f(x) → minx;

gi(x) 6 0; i = 1, . . . , p;

Ax − b = 0, A ∈ Rq×n, b ∈ Rq,

x ∈ Rn, (1)

ãäå ôóíêöèè f, gi âûïóêëû. Ìû óæå çíàåì, ÷òî ëþáîé ëîêàëüíûé îïòèìóì âûïóêëîé
çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî åå ãëîáàëüíûì îïòèìóìîì. Â äàííîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ
Ëàãðàíæà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

L(x,λ) = f(x) +

p∑
i=1

λigi(x) +

p+q∑
j=p+1

λjgj(x),

ãäå gp+1, . . . , gp+q �ëèíåéíûå ôóíêöèè èç ñèñòåìû (1).
Ââåäåì íà îñíîâå ôóíêöèè Ëàãðàíæà äâîéñòâåííóþ ôóíêöèþ:

h(λ) = min
x
L(x,λ).

Äâîéñòâåííîé çàäà÷åé ê çàäà÷å îïòèìèçàöèè (1) íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à:{
h(λ) → maxλ;

λi > 0; i = 1, . . . , p.
(2)
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Îáîçíà÷èì ñ ïîìîùüþ x∗ îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è (1) è ñ ïîìîùüþ λ∗

ðåøåíèå äâîéñòâåííîé çàäà÷è (2). Ïîñêîëüêó äëÿ λ∗ λ∗i > 0, i = 1, . . . , p, òî ñïðàâåä-
ëèâî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

h(λ∗) = min
x
f(x) +

p∑
i=1

λ∗i gi(x) +

p+q∑
j=p+1

λ∗jgj(x) 6

6 f(x∗) +

p∑
i=1

λ∗i gi(x
∗)︸ ︷︷ ︸

60

+

p+q∑
j=p+1

λ∗j gj(x
∗)︸ ︷︷ ︸

=0

6 f(x∗).

Â ñëó÷àå, êîãäà f, gi âûïóêëû, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ñèëüíîé äâîéñòâåííîñòè, è îï-
òèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà â ïðÿìîé è îáðàòíûõ çàäà÷àõ ñîâïàäàþò ìåæäó
ñîáîé:

f(x∗) = h(λ∗).

Åùå îäíèì âàæíûì ñâîéñòâîì äâîéñòâåííîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî îíà âñå-
ãäà âûïóêëà (äâîéñòâåííàÿ ôóíêöèÿ h ÿâëÿåòñÿ âñåãäà âîãíóòîé), äàæå åñëè ïðÿìàÿ
çàäà÷à âûïóêëîé íå áûëà.
Çàäà÷à. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ âûïóêëóþ çàäà÷ó óñëîâíîé îïòèìèçàöèè:{

⟨x,x⟩ → minx;

Ax = b, A ∈ Rp×n, b ∈ Rp,
x ∈ Rn.

Âûïèøèòå äâîéñòâåííóþ ôóíêöèþ è äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó.
Ðåøåíèå. Çàïèøåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà äëÿ íàøåé çàäà÷è:

L(x,λ) = ⟨x,x⟩ + λ⊤(Ax − b).

Ïî îïðåäåëåíèþ äâîéñòâåííàÿ ôóíêöèÿ

h(λ) = min
x
L(x,λ) = min

x

{
⟨x,x⟩ + λ⊤(Ax − b)

}
.

Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà âûïóêëàÿ, çíà÷èò ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ
â òî÷êå, ãäå ãðàäèåíò ðàâåí íóëþ:

∇xL(x,λ) = 0. (3)

Âûâåäèòå ñàìîñòîÿòåëüíî òîæäåñòâî ∇x⟨λ, Ax⟩ = A⊤λ. Ïîëüçóÿñü èì, ïîëó÷àåì
èç (3) ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

2x + A⊤λ = 0,

êîòîðîå äàåò x = −1
2
A⊤λ. Òàêèì îáðàçîì, äâîéñòâåííàÿ ôóíêöèÿ çàïèøåòñÿ â âèäå:

h(λ) = −1

4
λ⊤AA⊤λ − λ⊤b.

Ýòî âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ. Äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à çàïèøåòñÿ â âèäå

h(λ) = −1

4
λ⊤AA⊤λ − λ⊤b → max

λ
.
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3 Ëèíåéíî íåðàçäåëèìàÿ âûáîðêà. �Soft-margin�.

Íà ïðîøëîì ñåìèíàðå ìû ðàññìîòðåëè ñëó÷àé ëèíåéíî ðàçäåëèìûõ êëàññîâ â îáó-
÷àþùåé âûáîðêå è îïòèìàëüíóþ ðàçäåëÿþùóþ ãèïåðïëîñêîñòü. Ìû ðàññìàòðèâàëè
êëàññèôèêàòîð âèäà

a(x) = sgny(x) = sgn(⟨w,x⟩ − w0).

×òî, åñëè íå óäàåòñÿ ïîñòðîèòü ãèïåðïëîñêîñòü, êîòîðàÿ áåç îøèáîê ðàçäåëÿåò êëàñ-
ñû îáó÷àþùåé âûáîðêè? Îäèí èç ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ òàêîé ñëîæíîñòè� ñìÿã÷åíèå
îãðàíè÷åíèé yi(⟨w,xi⟩ − w0) > 1, ïîñêîëüêó îíè â ýòîì ñëó÷àå íå ìîãóò áûòü âû-
ïîëíåíû. Çàìåíèì èõ óñëîâèÿìè yi(⟨w,xi⟩−w0) > 1− ξi, ãäå ìû ââåëè îñëàáëÿþùèå
êîýôôèöèåíòû ξi > 0, i = 1 . . . , ℓ.
Çàäà÷à. Îïèøèòå òî÷êè, óäîâëåòâîðÿþùèå ýòèì ñìÿã÷åííûì îãðàíè÷åíèÿì,
â òðåõ ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ: à) ξi = 0, á) 0 < ξi 6 1, â) ξi > 1.

Òî÷êè, äëÿ êîòîðûõ ñìÿã÷åííûå óñëîâèÿ âûïîëíåíû ñ ξi = 0 èìåþò îòñòóï íå
ìåíüøå 1, à çíà÷èò, ïðàâèëüíî êëàññèôèöèðîâàíû. Åñëè 0 < ξi 6 1, òî îòñòóï òî÷êè
èçìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ îò 0 äî 1, è ýòè òî÷êè òîæå êëàññèôèöèðîâàíû áåç îøèáîê.
Â ñëó÷àå ξi > 1 îòñòóï òî÷êè îòðèöàòåëåí è íà íåé êëàññèôèêàòîð îøèáàåòñÿ. Çàïè-
øåì íîâóþ çàäà÷ó îïòèìèçàöèè:


1
2
∥w∥2 + C

∑ℓ
i=1 ξi → minw,w0,ξi

;

yi(⟨w,xi⟩ − w0) > 1 − ξi, i = 1, . . . , ℓ;

ξi > 0, i = 1, . . . , ℓ.

(4)

Ìû ââåëè êîýôôèöèåíò ðåãóëÿðèçàöèè C > 0, êîòîðûé îïðåäåëÿåò êîìïðîìèññ ìåæ-
äó êîëè÷åñòâîì îøèáîê íà îáó÷àþùåé âûáîðêå è âåëè÷èíîé íîðìû âåêòîðà w. Êî-
ýôôèöèåíò ðåãóëÿðèçàöèè çàäàåòñÿ äî ðåøåíèÿ çàäà÷è è îáó÷åíèå ìåòîäà îïîðíûõ
âåêòîðîâ (SVM) ñîñòîèò â ðåøåíèè çàäà÷è (4).
Çàäà÷à. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ çàäà÷è óñëîâíîé îïòèìèçàöèè (4) ìîæíî çàïèñàòü
ýêâèâàëåíòíóþ çàäà÷ó áåçóñëîâíîé îïòèìèçàöèè, âîñïîëüçîâàâøèñü óñëîâèÿìè ξi >
max

(
0, 1 − yi(⟨w,xi⟩ − w0)

)
, êîòîðûå âûïîëíåíû äëÿ âñåõ i = 1, . . . , ℓ. Êàêóþ ñâÿçü

ýòîé çàäà÷è áåçóñëîâíîé îïòèìèçàöèè ñ ìèíèìèçàöèåé ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà âû âè-
äèòå? Êàêàÿ ôóíêöèÿ ïîòåðü èñïîëüçóåòñÿ? Êàê ýòà çàäà÷à ñâÿçàíà ñ ðåøåíèåì
ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè?

Çàäà÷à. Çàïèøèòå äâîéñòâåííóþ ôóíêöèþ è äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó äëÿ (4).
Çàäà÷à (4) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé. Çàïèøåì äëÿ íåå ôóíêöèþ Ëàãðàíæà:

L(w, w0, ξ,λ,µ) =
1

2
∥w∥2 + C

ℓ∑
i=1

ξi +
ℓ∑

i=1

λi

(
1 − ξi − yi(⟨w,xi⟩ − w0)

)
−

ℓ∑
j=1

µjξj.

Ïîñòðîèì äâîéñòâåííóþ ôóíêöèþ è çàïèøåì äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó äëÿ ñèñòåìû (4).
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Çàïèøåì óñëîâèÿ íà ìèíèìóì ôóíêöèè Ëàãðàíæà ïî (w, w0, ξ):

∇wL = w −
ℓ∑

i=1

λiyixi = 0 ⇒ w =
ℓ∑

i=1

λiyixi; (5)

∂L

∂w0

= 0 ⇒
ℓ∑

i=1

yiλi = 0; (6)

∂L

∂ξi
= 0 ⇒ C − λi − µi = 0. (7)

Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (5)�(6) äâîéñòâåííàÿ ôóíêöèÿ çàïèøåòñÿ â âèäå:

h(λ,µ) =
1

2

⟨
ℓ∑

i=1

λiyixi,

ℓ∑
i=1

λiyixi

⟩
+

ℓ∑
i=1

λi −
ℓ∑

j=1

λjyj

⟨
ℓ∑

i=1

λiyixi,xj

⟩
=

=
1

2

⟨
ℓ∑

i=1

λiyixi,
ℓ∑

i=1

λiyixi

⟩
+

ℓ∑
i=1

λi −

⟨
ℓ∑

i=1

λiyixi,
ℓ∑

j=1

λjyjxj

⟩
=

=
ℓ∑

i=1

λi −
1

2

⟨
ℓ∑

i=1

λiyixi,
ℓ∑

i=1

λiyixi

⟩
=

ℓ∑
i=1

λi −
1

2

ℓ∑
i=1

ℓ∑
j=1

λiyiλjyj⟨xi,xi⟩.

Çàïèøåì äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó:
∑ℓ

i=1 λi − 1
2

∑ℓ
i=1

∑ℓ
j=1 λiyiλjyj⟨xi,xi⟩ → maxλ;∑ℓ

i=1 yiλi = 0;

0 6 λi 6 C, i = 1, . . . , ℓ.

(8)

Ïîñêîëüêó ïðÿìàÿ çàäà÷à (4) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé, òî îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ôóíêöè-
îíàëîâ ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷è ñîâïàäàþò. Êðîìå òîãî, îïòèìàëüíîå ðåøåíèå
(w∗, w∗

0) ïðÿìîé çàäà÷è ìîæåò áûòü âûðàæåíî ÷åðåç îïòèìàëüíîå ðåøåíèå äâîé-
ñòâåííîé çàäà÷è λ∗ àíàëèòè÷åñêè ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà (5) è óñëîâèé äîïîëíÿþùåé
íåæåñòêîñòè (èç óñëîâèé Êóíà�Òàêêåðà) äëÿ çàäà÷è (4):

λi

(
1 − ξi − yi(⟨w,xi⟩ − w0)

)
= 0, i = 1, . . . , ℓ.

Çàäà÷à. Îïèøèòå òðè êàòåãîðèè òî÷åê îáó÷àþùåé âûáîðêè, êîòîðûì ñîîòâåò-
ñòâóþò ñëó÷àè à) λi = 0, á) 0 < λi < C, â) λi = C.

1.
(
1 − ξi − yi(⟨w,xi⟩ − w0)

)
< 0.

Â ýòîì ñëó÷àå λi = 0. Èç óñëîâèÿ (7) ïîëó÷àåì, ÷òî µi = C. Óñëîâèÿ äîïîë-
íÿþùåé íåæåñòêîñòè äëÿ çàäà÷è (4) âåäóò ê òîìó, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ξi = 0.
Òàêèì îáðàçîì, ýòè îáúåêòû êëàññèôèöèðóþòñÿ ïðàâèëüíî è äëÿ íèõ îòñòóï
áîëüøå 1.

2. 0 < λi < C.
Â ýòîì ñëó÷àå

(
1− ξi − yi(⟨w,xi⟩ −w0)

)
= 0. Ïîõîæèå ñîîáðàæåíèÿ óêàçûâàþò

íà òî, ÷òî ξi = 0. Ýòè òî÷êè êëàññèôèöèðóþòñÿ ïðàâèëüíî è èõ îòñòóï ðàâåí 1.
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3. ξi > 0.
Â ýòîì ñëó÷àå λi = C,

(
1− ξi − yi(⟨w,xi⟩−w0)

)
= 0. Îòñòóïû ýòèõ òî÷åê ìåíü-

øå 1 è ñðåäè íèõ ìîãóò áûòü òî÷êè, êîòîðûå íåïðàâèëüíî êëàññèôèöèðóþòñÿ.

Òî÷êè äëÿ êîòîðûõ λi > 0 íàçûâàþòñÿ îïîðíûìè. Ïîðîã w0 ìîæåò áûòü íàéäåí
ñ ïîìîùüþ îïîðíûõ òî÷åê êàòåãîðèè 2.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî îáó÷åíèå SVM ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ïðÿìîé çàäà÷è (4)
ëèáî äâîéñòâåííîé çàäà÷è (8), êîòîðàÿ èìååò ïðîñòûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ è ñîäåðæèò
âñåãî ℓ ïåðåìåííûõ, â òî âðåìÿ êàê ïðÿìàÿ� ℓ+ n+ 1 ïåðåìåííûõ.

Ïîëó÷åííûé êëàññèôèêàòîð ñ ó÷åòîì (5) èìååò âèä

a(x) = sgn

{
ℓ∑

i=1

yiλi⟨xi,x⟩ − w0

}
.

Çàäà÷à. Ïðåäïîëîæèì, ìû ðåøèëè äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó (8) è îêàçàëîñü, ÷òî
λ∗i ∈ {0, C}, i = 1, . . . , ℓ. Êàê âû÷èñëèòü îïòèìàëüíûé ïîðîã w∗

0, âõîäÿùèé â îï-
òèìàëüíîå ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è (4)?

4 ßäðîâàÿ ôóíêöèÿ.

Ìû óáåäèëèñü, ÷òî äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à (8) è èòîãîâûé êëàññèôèêàòîð çàâèñÿò òîëü-
êî îò ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé îáúåêòîâ îáó÷àþùèõ âûáîðêè. Ýòîò ôàêò ìîæåò áûòü
ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàí â åùå îäíîì ñïîñîáå áîðüáû ñî ñëó÷àåì ëèíåéíî íåðàçäå-
ëèìîé âûáîðêè� òàê íàçûâàåìîì ÿäåðíîì ïåðåõîäå.

Ïðåäñòàâèì, ÷òî ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå ψ : X → H, òàêîå ÷òî íàøà îáó÷àþ-
ùàÿ âûáîðêà â ïðîñòðàíñòâå H ëèíåéíî ðàçäåëèìà. Ïðîñòðàíñòâî H áóäåì íàçûâàòü
ñïðÿìëÿþùèì. Îïèñàííûé àïïàðàò ìåòîäà îïîðíûõ âåêòîðîâ ìîæåò áûòü ïðèìåíåí
â íîâîì ïðîñòðàíñòâå äëÿ ïîñòðîåíèÿ â íåì ëèíåéíîãî êëàññèôèêàòîðà, êîòîðûé
íå îøèáàåòñÿ íà îáúåêòàõ îáó÷àþùåé âûáîðêè. Â èñõîäíîì ïðîñòðàíñòâå îáúåêòîâ
ïîëó÷åííûé êëàññèôèêàòîð â îáùåì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóåò íåëèíåéíîé ðàçäåëÿþùåé
ïîâåðõíîñòè. Òàêèì îáðàçîì ìû îïèñàëè ýôôåêòèâíûé ñïîñîá ðàáîòû â ëèíåéíî
íåðàçäåëèìîì ñëó÷àå.

Ïîñêîëüêó äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à (8) è ðåøàþùèé êëàññèôèêàòîð â SVM (êàê
â ñëó÷àå soft-margin òàê è â ñëó÷àå hard-margin) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñêàëÿðíûå ïðî-
èçâåäåíèÿ îáúåêòîâ, íàì äîñòàòî÷íî çàìåíèòü ⟨xi,xj⟩ íà ⟨ψ(xi), ψ(xj)⟩. Â îñòàëüíîì
ìåòîä îñòàíåòñÿ áåç èçìåíåíèé.

Ââåäåì äëÿ ñïðÿìëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà H, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò îòîáðàæå-
íèå ψ = ψH, ÿäðîâóþ ôóíêöèþ: K(x1,x2) = ⟨ψ(xi), ψ(xj)⟩. Èòàê, ìû áóäåì íàçûâàòü
ÿäðàìè ôóíêöèèK : X2 → R, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò òàêîå îòîáðàæåíèå îáó÷àþùåé
âûáîðêè â íîâîå ïðîñòðàíñòâî H (ψ : X → H), ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â íîâîì
ïðîñòðàíñòâå âûðàæàåòñÿ ýòîé ôóíêöèåé (K(xi,xj) = ⟨ψ(xi), ψ(xj)⟩).

Òåîðåìà Ìåðñåðà óòâåðæäàåò, ÷òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè
è äîñòàòî÷íûìè äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ f ÿâëÿëàñü ÿäðîì:

1. Ñèììåòðè÷íîñòü: f(xi,xj) = f(xj,xi);

2. Íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà:
∫

X

∫
X f(x,x′)g(x)g(x′)dxdx′ > 0 äëÿ âñåõ ôóíê-

öèé g, èìåþùèõ êîíå÷íûé âòîðîé ìîìåíò
∫

X g
2(x)dx.
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Èòàê, âûáðàâ ñïðÿìëÿþùåå ïðîñòðàíñòâî H è ñîîòâåòñòâóþùóþ åìó ÿäðîâóþ
ôóíêöèþ KH, ìû ìîæåì ðåøàòü äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó (8), çàìåíèâ â íåé ⟨xi,xj⟩ íà
KH(xi,xj). Îòìåòèì, ÷òî íàì âîâñå íåîáÿçàòåëüíî äëÿ ýòîãî â ÿâíîì âèäå èñêàòü ñî-
îòâåòñòâóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ïðèçíàêîâ è ñàìî ñïðÿìëÿþùåå ïðîñòðàíñòâî. Íàì
äîñòàòî÷íî çàäàòü ôóíêöèþ ÿäðà. Ýòî âåäåò ê òàê íàçûâàåìûì ìåòîäàì áåñïðèçíà-
êîâîãî ðàñïîçíàâàíèÿ.
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