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Задача декодирования временного ряда

Цель
Исследовать зависимости в пространствах объектов и ответов и построить
устойчивую модель декодирования временных рядов в случае
коррелированного описания данных.

Проблема
Целевая переменная – вектор, компоненты которого являются
зависимыми.
Требуется построить модель, адекватно описывающую как пространство
объектов так и пространство ответов при наблюдаемой мультикорреляции
в обоих пространствах высокой размерности.

Решение
Для учёта зависимостей в пространствах объектов и ответов предлагается
снизить размерность с использованием скрытого пространства.
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Многомерная регрессия

Дано
(X,Y) – выборка, X ∈ Rm×n – матрица объектов, Y ∈ Rm×r – матрица
ответов,

X = [χ1, . . . ,χn]; Y = [ν1, . . . ,νr ].

Модель
y = Θx + ε, Θ ∈ Rr×n.

Функция потерь

L(Θ|X,Y) =

∥∥∥∥ Y
m×r
− X

m×n
· Θ
r×n

T

∥∥∥∥2
2

→ min
Θ
.

ΘT = (XTX)−1XTY.

Линейная зависимость столбцов матрицы X приводит к неустойчивому
решению.
Для устранения сильной линейной зависимости предлагается использовать
методы выбора признаков и снижения размерности пространства.
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Снижение размерности пространства

Цель

• спроецировать исходные матрицы X и Y в общее латентное
пространство;

• максимизировать ковариацию между образами;
• сохранить информацию об исходных матрицах.

Метод частных наименьших квадратов (PLS)

X
m×n

= T
m×l
· PT

l×n
+ F

m×n
=

l∑
k=1

tk
m×1
· pT

k
1×n

+ F
m×n

,

Y
m×r

= U
m×l
·QT

l×r
+ E

m×r
=

l∑
k=1

uk
m×1
· qT

k
1×r

+ E
m×r

.

U ≈ TB, B = diag(βk), βk = uT
k tk/(t

T
k tk).
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Псевдокод метода частных наименьших квадратов (PLS)
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Метод частных наименьших квадратов (PLS)

Утверждение (Исаченко, 2017)
Максимизация ковариации между векторами tk и uk приводит к
наилучшему описанию матриц X и Y с учётом их взаимосвязи.

Утверждение (Исаченко, 2017)
Вектора wk и ck – собственные вектора матриц XT

k YkYT
k Xk и YT

k XkXT
k Yk ,

соответствуюшие максимальным собственным значениям.

Утверждение (Исаченко, 2017)
Правила обновления векторов (6)–(9) соответствуют максимизации
ковариации между векторами tk и uk .

Модель PLS регрессии

Y = UQT + E ≈ TBQT + E = XW∗BQT + E = XΘ + E.

Θ = W(PTW)−1BQT, T = XW∗, where W∗ = W(PTW)−1.
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Пример PLS регрессии в двумерном случае
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Задача выбора признаков

Цель
Найти бинарный вектор a = {0, 1}n, компоненты – индикаторы выбранных
признаков.

Функция ошибки отбора признаков

a = argmin
a′∈{0,1}n

S(a′|X,Y).

Релаксация
Замена дикретной области определения {0, 1}n на непрерывную
релаксацию [0, 1]n:

z = argmin
z′∈[0,1]n

S(z′|X,Y), aj = [zj > τ ].

Получив a, решаем задачу регрессии:

L(Θa|Xa,Y) =
∥∥∥Y − XaΘT

a

∥∥∥2
2
→ min

Θa

,

где индекс a обозначает подматрицу с номерами столбцов, для
которых aj = 1.
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Quadratic Programming Feature Selection

‖ν − Xθ‖22 → min
θ∈Rn

.

Задача квадратичного программирования

S(z′|X,ν) = (1− α) · zTQz︸ ︷︷ ︸
Sim(X)

−α · bTz︸︷︷︸
Rel(X,ν)

→ min
z≥0n

1Tn z=1

.

• z ∈ [0, 1]n – значимость признаков;
• Q ∈ Rn×n – матрица парных взаимодействий признаков;
• b ∈ Rn – вектор релевантностей признаков к целевой переменной.

Q =
[∣∣corr(χi ,χj)

∣∣]n
i,j=1

, b = [|corr(χi ,ν)|]
n
i=1 .

Утверждение (Исаченко, 2018)
В случае полуопределенной матрицы Q задача QPFS является выпуклой.
Полуопределенная релаксация – сдвиг спектра:

Q→ Q− λminI.
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Многомерный QPFS

Агрегирование релевантностей по целевым векторам (RelAgg)

b = [|corr(χi ,ν)|]
n
i=1 → b =

[
r∑

k=1

|corr(χi ,νk)|

]n
i=1

.

Недостаток: нет учёта зависимостей в матрице Y.

Симметричный учёт значимостей (SymImp)
Штрафуем коррелированные целевые вектора с помощью Sim(Y)

α1 · zTx Qxzx︸ ︷︷ ︸
Sim(X)

−α2 · zTx Bzy︸ ︷︷ ︸
Rel(X,Y)

+α3 · zTy Qyzy︸ ︷︷ ︸
Sim(Y)

→ min
zx≥0n, 1Tn zx=1

zy≥0r , 1Tr zy=1

.

Qx =
[∣∣corr(χi ,χj)

∣∣]n
i,j=1

, Qy = [|corr(ν i ,ν j)|]ri,j=1 , B = [|corr(χi ,ν j)|]i=1,...,n
j=1,...,r

.

α1 + α2 + α3 = 1 αi ≥ 0, i = 1, 2, 3.
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Многомерный QPFS
SymImp штрафует коррелированные целевые вектора, которые не
достаточно объясняются признаками.

α1 · zTx Qxzx︸ ︷︷ ︸
Sim(X)

−α2 · zTx Bzy︸ ︷︷ ︸
Rel(X,Y)

→ min
zx≥0n,

1Tn zx=1

; α3 · zTy Qyzy︸ ︷︷ ︸
Sim(Y)

+α2 · zTx Bzy︸ ︷︷ ︸
Rel(X,Y)

→ min
zy≥0r ,

1Tr zy=1

.

Минимаксный подход (MinMax / MaxMin)

min
zx≥0n

1Tn zx=1

max
zy≥0r

1Tr zy=1

or max
zy≥0r

1Tr zy=1

min
zx≥0n

1Tn zx=1


α1 · zTx Qxzx︸ ︷︷ ︸

Sim(X)

−α2 · zTx Bzy︸ ︷︷ ︸
Rel(X,Y)

−α3 · zTy Qyzy︸ ︷︷ ︸
Sim(Y)

 .
Теорема (Исаченко, 2018)
Для положительно определенных матриц Qx и Qy minmax и maxmin
задачи достигают одинакового значения функционала.

Теорема (Исаченко, 2018)
Минимаксная задача эквивалентна задаче квадратичного
программирования с n + r + 1 переменными.

Для получения выпуклой задачи применяется сдвиг спектра.
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Многомерный QPFS
Максимизация релевантностей (MaxRel)

min
zx≥0n

1Tn zx=1

max
zy≥0r

1Tr zy=1

[
(1− α) · zTx Qxzx − α · zTx Bzy

]
.

Теорема (Исаченко, 2018)
Для положительно определенной матрицы Qx minmax и maxmin задачи
достигают одинакового значения функционала.

Асимметричный учёт значимостей (AsymImp)

α1 · zTx Qxzx︸ ︷︷ ︸
Sim(X)

−α2 ·
(

zTx Bzy − bTzy
)

︸ ︷︷ ︸
Rel(X,Y)

+α3 · zTy Qyzy︸ ︷︷ ︸
Sim(Y)

→ min
zx≥0n, 1Tn zx=1

zy≥0r , 1Tr zy=1

.

При bj = max
i=1,...n

[B]i,j коэффициенты при zy в Rel(X,Y) неотрицательны.

Утверждение (Исаченко, 2017)
В одномерном случае r = 1 предлагаемые стратегии SymImp, MinMax,
MaxMin, MaxRel, AsymImp совпадают с исходным алгоритмом QPFS.
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Обобщение предложенных методов выбора признаков

Algorithm Idea Error function S(a|X,Y)

RelAgg min
[
Sim(X)− Rel(X,Y)

]
min

zx

[
(1− α) · zTx Qxzx − α · zTx B1r

]
SymImp

min
[
Sim(X)− Rel(X,Y)

+ Sim(Y)
] min

zx , zy

[
α1 · zTx Qxzx − α2 · zTx Bzy + α3 · zTy Qy zy

]

MinMax
min

[
Sim(X)− Rel(X,Y)

]
max

[
Rel(X,Y) + Sim(Y)

] min
zx

max
zy

[
α1 · zTx Qxzx − α2 · zTx Bzy − α3 · zTy Qy zy

]

MaxRel
min

[
Sim(X)− Rel(X,Y)

]
max

[
Rel(X,Y)

] min
zx

max
zy

[
(1− α) · zTx Qxzx − α · zTx Bzy

]

AsymImp
min

[
Sim(X)− Rel(X,Y)

]
max

[
Rel(X,Y) + Sim(Y)

] min
zx ,zy

[
α1zTx Qxzx − α2

(
zTx Bzy − bTzy

)
+ α3zTy Qy zy

]
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Внешние критерии качества

Нормированное RMSE
Качество предсказания:

sRMSE(Y, Ŷa) =

√
MSE(Y, Ŷa)

MSE(Y,Y)
=
‖Y − Ŷa‖2
‖Y − Y‖2

, where Ŷa = XaΘT
a .

Y is a constant prediction.

Мультикорреляция
Среднее значение коэффициента множественной корреляции:

R2 =
1

r
tr
(

CTR−1C
)
; C = [corr(χi ,ν j)]i=1,...,n

j=1,...,r
, R = [corr(χi ,χj)]

n
i,j=1.

BIC
Компромисс между качеством предсказания и количеством выбранных
признаков ‖a‖0:

BIC = m ln
(
MSE(Y, Ŷa)

)
+ ‖a‖0 · logm.

15 / 21



Вычислительный эксперимент, данные
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Результаты эксперимента
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Стабильность выбора признаков

Постановка эксперимента

• cоздать бутстреп-выборки

(X,Y)→
{
(X1,Y1), . . . , (Xs ,Ys)

}
;

• решить задачу выбора признаков{
(X1,Y1), . . . , (Xs ,Ys)

}
→ {z1, . . . , zs};

• вычислить статистики
{z1, . . . , zs} → {sRMSE, ‖a‖0,Спирмен ρ, `2 расстояние}.

sRMSE ‖a‖0 Спирмен ρ `2 расстояние
RelAgg 0.965 ± 0.002 26.8 ± 3.8 0.915 ± 0.016 0.145 ± 0.018
SymImp 0.961 ± 0.001 224.4 ± 9.0 0.910 ± 0.017 0.025 ± 0.002
MinMax 0.961 ± 0.002 101.0 ± 2.1 0.932 ± 0.009 0.059 ± 0.004
MaxRel 0.958 ± 0.003 41.2 ± 5.2 0.862 ± 0.027 0.178 ± 0.010
AsymImp 0.955 ± 0.001 85.8 ± 10.2 0.926 ± 0.011 0.078 ± 0.007
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QPFS vs PLS

Постановка эксперимента
Сравнить отбор признаков и снижение размерности пространства с
помощью моделей линейной регрессии и PLS регрессии.
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Результаты, выносимые на защиту

• Исследована задача декодирования сигналов в пространствах высокой
размерности.

• Исследованы методы снижения размерности с анализом структуры
пространства.

• Предложены методы для выбора признаков, учитывающие
зависимости как в пространстве объектов, так и в пространстве
ответов.

• Предложена комбинация методов выбора признаков и снижения
размерности пространства.

• Создан макет системы, пригнозирующей сигналы в пространстве
большой размерности.

• Предложенные алгоритмы выбора признаков доставляют устойчивые
и адекватные решения в коррелированных пространствах высокой
размерности.
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