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2 îêòÿáðÿ

Òåìû ñåìèíàðà:

• Áàéåñîâñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ;

• Íîðìàëüíûé äèñêðèìèíàíòíûé àíàëèç;

• Ëèíåéíûé äèñêðèìèíàíò Ôèøåðà.

1 Ïåðâàÿ ïîëîâèíà

Íà÷íåì ñ êîðîòêîãî ðåçþìå âåðîÿòíîñòíîé ïîñòàíîâêè, ñðåäíåãî ðèñêà êëàññèôèêà-
òîðà è áàéåñîâñêîãî ðåøàþùåãî ïðàâèëà

a(x) = arg max
y∈Y

λyPyp(x|y).

Ýòî ñëó÷àé, êîãäà øòðàô çàâèñèò òîëüêî îò èñòèííîé êëàññèôèêàöèè îáúåêòà. Êî-
ðîòêî âñïîìèíàåì, ÷òî òàêîå àïîñòåðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü è ôîðìóëèðóåì áàéåñîâñêèé
êëàññèôèêàòîð â åãî òåðìèíàõ.

Åñòü ìíîãî ñïîñîáîâ îöåíèâàòü ïëîòíîñòü êëàññîâ, ñåãîäíÿ áóäåì ãîâîðèòü î íîð-
ìàëüíîì äèñêðèìèíàíòíîì àíàëèçå: ìû áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî âñå êëàññû èìåþò ìíî-
ãîìåðíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ýòî ïðèìåð ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïîäõîäà ê îöåíêå
ïëîòíîñòè.

Çàäà÷à 1. Îáúåêòû äâóõ êëàññîâ Y = {−1,+1} îïèñûâàþòñÿ òî÷êîé äåé-
ñòâèòåëüîé îñè X = R. Àïðèîðíûå âåðîÿòíîñòè êëàññîâ ðàâíû P (Y = +1) =
P (Y = −1) = 0.5, âåëè÷èíû ïîòåðü ïðè îøèáî÷íîé êëàññèôèêàöèè îäèíàêî-
âû λ+1,−1 = λ−1,+1, à ïðè ïðàâèëüíîé êëàññèôèêàöèè ðàâíû íóëþ λ+1,+1 = λ−1,−1 = 0.
p1(x), p2(x) � ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ êëàññîâ +1 è −1 ñîîòâåòñòâåííî. Âûïèñàòü
ôîðìóëó Áàéåñîâñêîãî êëàññèôèêàòîðà â ÿâíîì âèäå, åñëè:

1. p1(x) è p2(x)� ãëàäêèå ôóíêöèè, íå êàñàþùèåñÿ äðóã äðóãà íè â îäíîé òî÷êå,
èìåþùèå ðîâíî n òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ: x1 < x2 < · · · < xn.

2. p1(x) ≡ N (0, 1), à p2(x) ≡ N (0, 2z), ãäå z � êâàíòèëü ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíî-
ãî ðàñïðåäåëåíèÿ óðîâíÿ 95%. Âû÷èñëèòå òàêæå áàéåñîâñêèé óðîâåíü îøèáêè.
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Äàëüøå âêðàòöå âñïîìèíàåì, ÷òî òàêîå äåêîðåëëèðóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå êîîð-
äèíàò, è êàê âûãëÿäÿò ëèíèè óðîâíÿ ìíîãîìåðíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Çàäà÷à 2. Êàæäûé èç äâóõ êëàññîâ èìååò 2-ìåðíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå
ñî ñðåäíèìè µ1 = ( 0

0 ), µ2 = ( 1
1 ) è êîâàðèàöèîííûìè ìàòðèöàìè Σ1 = Σ2 = ( 2 1

1 2 ).
Àïðèîðíûå âåðîÿòíîñòè êëàññîâ P1 = 1/3, P2 = 2/3. Øòðàôû çà îøèáî÷íóþ êëàñ-
ñèôèêàöèþ ðàâíû.
à) Íàéäèòå îñè ñèììåòðèè ëèíèé óðîâíÿ ëþáîé èç ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ êëàñîâ.
á) Çàïèøèòå ôóíêöèþ ïðàâäîïîäîáèÿ â íîâûõ êîîðäèíàòàõ. ×òî ýòî çà ïðåîáðàçî-
âàíèå? Êàêèå ïîëåçíûå ñâîéñòâà âû â íåì âèäèòå?
â) Âûïèøèòå àíàëèòè÷åñêóþ ôîðìó ðàçäåëÿþùåé ïîâåðõíîñòè áàéåñîâñêîãî êëàñ-
ñèôèêàòîðà â íîâûõ äåêîðåëëèðîâàííûõ êîîðäèíàòàõ. Çàïèøèòå ïîâåðõíîñòü â èñ-
õîäíûõ êîîðäèíàòàõ.

Ðåøåíèå. à) ( 2 1
1 2 ) =

(
1/
√

2 1/
√

2

1/
√

2 −1/
√

2

)
( 3 0

0 1 )
(

1/
√

2 1/
√

2

1/
√

2 −1/
√

2

)
á) Çàïèøåì ô.ï. äëÿ âòîðîãî êëàññà:

p2(x) =
1

2π
√

3
exp
{
−1

2
(t− µ′)>

(
1/3 0
0 1

)
(t− µ′)

}
;

t =
(

1/
√

2 1/
√

2

1/
√

2 −1/
√

2

)
( x1

x2 ) ; µ′ =
(

1/
√

2 1/
√

2

1/
√

2 −1/
√

2

)
( 1

1 ) =
(√

2
0

)
.

â)

ln(1/3) + C − 1

2

(
t21
3

+ t22

)
= ln(2/3) + C − 1

2

(
(t1 −

√
2)2

3
+ t22

)
,

èëè

t1 =
1− 3 ln 2√

2
.

2 Âòîðàÿ ïîëîâèíà

2.1 Äðóãîé âçãëÿä íà ËÄÔ. (Bishop, p. 186)

Â ëåêöèè Ê.Â.Âîðîíöîâà ËÄÔ ââîäèòñÿ ñ ïîëîæåíèÿ êîâàðèàöèîííûõ ìàòðèö êëàñ-
ñîâ ðàâíûìè è ïîñëåäîâàòåëüíûì åå îöåíèâàíèåì ñ ïîìîùüþ îáó÷àþùåé âûáîð-
êè {(xi, yi)}`i=1, xi ∈ Rd, yi ∈ Y:

Σ̂ =
1

`

∑̀
i=1

(xi − µ̂yi
)(xi − µ̂yi

)>,

ãäå µ̂y � ñðåäíåå âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå îáúåêòîâ èç êëàññà y ∈ Y. Ýòó ýâðèñòèêó, îêà-
çûâàåòñÿ, ìîæíî îáîñíîâàòü íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè. Ïðèâåäåì îäíó èç ïîñòàíîâîê
çàäà÷, êîòîðàÿ âåäåò ê ïîëó÷åíèþ òåõ æå ðåçóëüòàòîâ.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó êëàññèôèêàöèè ñ äâóìÿ êëàññàìè Y = {1, 2} è ïîïðîáóåì
ðåøàòü åå ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîé ïðîåêöèè îáúåêòîâ îáó÷àþùåé âûáîðêè íà ïðÿìóþ:
ti = w>xi, w ∈ Rd. Âûáðàâ ïîðîã w0, ìû ìîæåì ïðèíèìàòü ðåøåíèå î êëàññèôèêàöèè,
ñðàâíèâàÿ ñ íèì ti.
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Î÷åâèäíî, âûáîð w, îñíîâàííûé íà ìàêñèìàëüíîì óäàëåíèè ïðîåêöèé ñðåäíèõ
âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé êëàññîâ, èìååò íåäîñòàòêè. Ïðåäëîæèì äðóãîé ïîäõîä. Îïðå-
äåëèì s2

1 è s
2
2 � âíóòðåêëàññíûå äèñïåðñèè ïðîåêöèé:

s2
1 =

∑
yi=1

(ti −m1)
2; s2

2 =
∑
yi=2

(ti −m2)
2

m1 =
1

`1

∑
yi=1

ti ≡ w>µ̂1; m2 =
1

`1

∑
yi=2

ti ≡ w>µ̂2.

Ïîëíîé âíóòðåêëàññíîé äèñïåðñèåé íàçîâåì ñóììó s2
1 + s2

2. Íàøåé öåëüþ áóäåò ìàê-
ñèìèçèðîâàòü îòíîøåíèå ìåæêëàññîâîé äèñïåðñèè (m1−m2)

2 è ïîëíîé âíóòðåêëàñ-
ñîâîé:

J(w) =
(m2 −m1)

2

s2
1 + s2

2

→ max
w∈Rd

.

Ðàñïèøåì âñå âåëè÷èíû ñ ïîìîùüþ w:

J(w) =

(
w>(µ̂2 − µ̂1)

)2∑
yi=1(w

>xi − w>µ̂1)2 +
∑

yi=2(w
>xi − w>µ̂2)2

=

=
w>(µ̂2 − µ̂1)(µ̂2 − µ̂1)

>w∑
yi=1w

>(xi − µ̂1)(xi − µ̂1)>w +
∑

yi=2w
>(xi − µ̂2)(xi − µ̂2)>w

=

=
w>(µ̂2 − µ̂1)(µ̂2 − µ̂1)

>w

w>
(∑

yi=1(xi − µ̂1)(xi − µ̂1)> +
∑

yi=2(xi − µ̂2)(xi − µ̂2)>
)
w
.

Îáîçíà÷èì

Sb = (µ̂2 − µ̂1)(µ̂2 − µ̂1)
>;

Sw =

(∑
yi=1

(xi − µ̂1)(xi − µ̂1)
> +

∑
yi=2

(xi − µ̂2)(xi − µ̂2)
>

)
,

òîãäà

J(w) =
w>Sbw

w>Sww
.

Íàì îñòàåòñÿ ïðèðàâíÿòü ïðîèçâîäíóþ òîãî âûðàæåíèÿ ïî w íóëþ:

w>Sww(S>b w + Sbw)− w>Sbw(S>ww + Sww)

(w>Swww)2
= 0

Ïîñêîëüêó îáå ìàòðèöû Sb è Sw ñèììåòðè÷íû, òî ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

(w>Sww)Sbw = (w>Sbw)Sww.

Çàìåòèì, ÷òî Sbw ∝ µ̂2 − µ̂1, ïîýòîìó ïðèõîäèì ê

w ∝ S−1
w (µ̂2 − µ̂1).

Òàêèì îáðàçîì, ìàêñèìèçèðóÿ ôóíêöèîíàë J(w), ìû ïîëó÷èëè òó æå ñàìóþ
íîðìàëü ðàçäåëÿþùåé ïîâåðõíîñòè, êàê â ïðåäïîëîæåíèè ñîâïàäàþùèõ êîâàðèàöè-
îííûõ ìàòðèö â ðàìêàõ íîðìàëüíîãî äèñêðèìèíàíòíîãî àíàëèçà.
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2.2 ËÄÔ vs ÌÍÊ (Bishop, p. 189), (Tibshirani ex. 4.2)

Ìû ñíîâà ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó êëàññèôèêàöèè ñ X = Rd. Ïîêàæåì, ÷òî â ñëó÷àå
äâóõ êëàññîâ Y = {1, 2} ìåæäó ËÄÔ è ÌÍÊ ïðè îñîáîì âûáîðå îòâåòîâ íà îáúåêòàõ
îáó÷àþùåé âûáîðêè åñòü ïðÿìàÿ ñâÿçü.

ÌÍÊ, êàê ìû çíàåì, èñïîëüçóåòñÿ, êàê ïðàâèëî, â çàäà÷àõ âîññòàíîâëåíèÿ ðå-
ãðåññèè è ñòðåìèòñÿ óìåíüøèòü êâàäðàòè÷íóþ îøèáêó íà îáó÷àþùåé âûáîðêå. Ðàñ-
ñìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ðåãðåññèè, ïîëó÷åííóþ èç ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è êëàñ-
ñèôèêàöèè: ïîëîæèì îòâåòû ti íà îáúåêòàõ îáó÷àþùåé âûáîðêè êëàññà 1 è 2 ðàâíû-
ìè `/`1 è −`/`2 ñîîòâåòñòâåííî. Íàøåé öåëüþ áóäåò ïîèñê âåêòîðà âåñîâ w ∈ Rd è
êîíñòàíòû w0, ìèíèìèçèðóþùèõ ñðåäíåêâàäðàòè÷íûé ðèñê íà îáó÷àþùåé âûáîðêå:

1

2

∑̀
i=1

(w>xi + w0 − ti)2 → min
w,w0

.

Ïðèðàâíÿâ ïðîèçâîäíûå ïî w è w0 íóëþ, ïîëó÷àåì:

∑̀
i=1

(w>xi + w0 − ti) = 0; (1)

∑̀
i=1

(w>xi + w0 − ti)xi = 0. (2)

Èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà ñ ó÷åòîì
∑

i ti = 0 ïîëó÷àåì w0 = −w>µ, ãäå µ� ñðåäíåå
âûáîðî÷íîå îáúåêòîâ è

µ ≡ `1
`
µ1 +

`2
`
µ2.

Ïîñêîëüêó ∑̀
i=1

tixi =
`

`1

∑
yi=1

xi −
`

`2

∑
yi=2

xi = `(µ1 − µ2),

òî âòîðîå ðàâåíñòâî ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

∑̀
i=1

(w>xi + w0)xi = `(µ1 − µ2).

Ïðîäîëæèì ðàáîòó ñ ëåâîé ÷àñòüþ ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà:

∑̀
i=1

(w>xi + w0)xi =
∑̀
i=1

(w>xi − w>µ)xi =
∑̀
i=1

xi(xi − µ)>w = Mw,

ãäå M ∈ Rd×d �íåêîòîðàÿ ìàòðèöà. Äîêàæåì, ÷òî M = Sw + `1`2
`
Sb. Áóäåì âåñòè
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öåïî÷êó íåðàâåíñòâ â îáðàòíóþ ñòîðîíó:

Sw +
`1`2
`
Sb =

∑
yi=1

(xi − µ1)(xi − µ1)
> +

∑
y2=1

(xi − µ2)(xi − µ2)
> +

`1`2
`
Sb =

=
∑̀
i=1

xix
>
i + `1µ1µ

>
1 + `2µ2µ

>
2 −

∑
yi=1

xiµ
>
1 −

∑
yi=1

µ1x
>
i −

∑
yi=2

xiµ
>
2 −

∑
yi=2

µ2x
>
i +

`1`2
`
Sb =

=
∑̀
i=1

xix
>
i + `1µ1µ

>
1 + `2µ2µ

>
2 − 2`1µ1µ

>
1 − 2`2µ2µ

>
2 +

`1`2
`
Sb =

=
∑̀
i=1

xix
>
i − `1µ1µ

>
1 − `2µ2µ

>
2 +

`1`2
`

(µ2 − µ1)(µ2 − µ1)
> =

=
∑̀
i=1

xix
>
i −

`1`2
`

(µ2µ
>
1 + µ1µ

>
2 ) +

`1`2 − `2`
`

µ2µ
>
2 +

`1`2 − `1`
`

µ1µ
>
1 =

=
∑̀
i=1

xix
>
i −

`1`2
`

(µ2µ
>
1 + µ1µ

>
2 )− `22

`
µ2µ

>
2 −

`21
`
µ1µ

>
1 =

=
∑̀
i=1

xix
>
i −

1

`
(`1µ1 + `2µ2)(`1µ

>
1 + `2µ

>
2 ) =

∑̀
i=1

xix
>
i − (`1µ1 + `2µ2)µ

> =

=
∑̀
i=1

xix
>
i −

∑̀
i=1

xiµ
> =

∑̀
i=1

xi(xi − µ)> = M.

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (2) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

(Sw +
`1`2
`
Sb)w = `(µ1 − µ2).

Ñíîâà, ïîñêîëüêó Sbw ∝ (µ2 − µ1), òî ïîëó÷àåì

w ∝ S−1
w (µ2 − µ1).

Òàêèì îáðàçîì, íîðìàëè ê ãèïåðïëîñêîñòÿì äëÿ ËÄÔ è ÌÍÊ äëÿ îïèñàííîé çàäà÷è
ðåãðåññèè ïàðàëëåëüíû. Îäíàêî îòìåòèì, ÷òî ñâîáîäíûå ÷ëåíû w0 â îáùåì ñëó÷àå íå
ñîâïàäàþò. Êàê ïðàâèëî, ñâîáîäíûé ÷ëåí ìîæíî âûáðàòü èñõîäÿ èç ñîîáðàæåíèé õî-
ðîøåãî ðèñêà íà îáó÷àþùåé âûáîðêå. ÌÍÊ íå èñïîëüçóåò ïðåäïîëîæåíèÿ î íîðìàëü-
íîñòè ðàñïðåäåëåíèé êëàññîâ, òàêèì îáðàçîì îïèñàííûé ïîäõîä ìîæíî ïðèìåíÿòü è
â áîëåå îáùèõ ñëó÷àÿõ, êîãäà íèêàêîé íîðìàëüíîñòè íåò.

3 Ïðîâåðî÷íàÿ

1.à. Âûâåäèòå îöåíêó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ ñðåäíåãî îäíîìåðíîãî íîð-
ìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.
1.á. Âûâåäèòå îöåíêó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ ïàðàìåòðà p ðàñïðåäåëåíèÿ
Áåðíóëëè.
2.à. Âû÷èñëèòå äèñïåðñèþ áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.
2.á. Âû÷èñëèòå ìàòîæèäàíèå áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.
3. Íàïèøèòå ôîðìóëó ïëîòíîñòè n-ìåðíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.
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4 Äîìàøíåå çàäàíèå

1. Ïóñòü äâà êëàññà èìåþò n-ìåðíûå íîðìàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñî ñðåäíèìè µ1

è µ2 è îäèíàêîâûìè êîâàðèàöèîííûìè ìàòðèöàìè Σ. Äîêàæèòå, ÷òî ðàçäåëÿþùàÿ
ïîâåðõíîñòü áàéåñîâñêîãî êëàññèôèêàòîðà ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíó îòðåçêà, ñîåäè-
íÿþùåãî ñðåäíèå çíà÷åíèÿ äâóõ êëàññîâ, ïàðàëëåëüíî ëèíèÿì óðîâíÿ ôóíêöèé ïðàâ-
äîïîäîáèÿ êëàññîâ.
2. Äâà êëàññà èìåþò äâóõìåðíûå íîðìàëüíûå ïëîòíîñòè ñ ïàðàìåòðàìè (µ1,Σ1) è
(µ2,Σ2). Àïðèîðíûå âåðîÿòíîñòè êëàññîâ � P1 è P2. Âåëè÷èíû ïîòåðü ïðè íåïðà-
âèëüíîé êëàññèôèêàöèè� λ1 è λ2.

à) Íàéäèòå âèä áàéåñîâñêîé ðàçäåëÿþùåé ïîâåðõíîñòè, åñëè Σ1 = ( 2 1
1 2 ), Σ2 =(

3 −2
−2 3

)
, µ1 = ( 0

0 ), µ2 = ( 1
1 ), P1 = P2 = 1

2
, λ1 = λ2;

á) Ïðè êàêèõ ïàðàìåòðàõ çàäà÷è ðàçäåëÿþùåé ïîâåðõíîñòüþ áàéåñîâñêîãî êëàñ-
ñèôèêàòîðà áóäåò ïàðà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ?
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