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Çàäà÷à âåðîÿòíîñòíîãî òåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ïî çàäàííîé êîë-

ëåêöèè òåêñòîâûõ äîêóìåíòîâ òðåáóåòñÿ íàéòè óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå êàæäîãî äîêóìåíòà ïî òåìàì è

óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå êàæäîé òåìû ïî ñëîâàì (èëè òåðìàì). Äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è èñïîëüçó-

åòñÿ ïðèíöèï ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ. Çàäà÷à èìååò â îáùåì ñëó÷àå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøå-

íèé, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííîé ïî Àäàìàðó. Â ðàìêàõ ïîäõîäà ARTM � àääèòèâíîé

ðåãóëÿðèçàöèè òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ê îñíîâíîìó êðèòåðèþ äîáàâëÿåòñÿ âçâåøåííàÿ ñóììà íåñêîëü-

êèõ äîïîëíèòåëüíûõ êðèòåðèåâ ðåãóëÿðèçàöèè. ×èñëåííûé ìåòîä äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ

ðàçíîâèäíîñòüþ èòåðàöèîííîãî EM-àëãîðèòìà, êîòîðûé âûïèñûâàåòñÿ â îáùåì âèäå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

ãëàäêîãî ðåãóëÿðèçàòîðà, â òîì ÷èñëå è äëÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ãëàäêèõ ðåãóëÿðèçàòîðîâ. Â ðàáî-

òå èññëåäóåòñÿ âîïðîñ î ñõîäèìîñòè äàííîãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ

ñõîäèìîñòè, ïðè êîòîðûõ ïðîöåññ ñõîäèòñÿ ê ñòàöèîíàðíîé òî÷êå ðåãóëÿðèçîâàííîãî ëîãàðè�ìà ïðàâäî-

ïîäîáèÿ. Ïîëó÷åííûå îãðàíè÷åíèÿ íà ðåãóëÿðèçàòîð îêàçàëèñü íå ñëèøêîì îáðåìåíèòåëüíûìè. Â ðàáîòå

äàíû èõ èíòåðïðåòàöèè ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà. Ïðåäëîæåíà ìîäè�èêàöèÿ

àëãîðèòìà, êîòîðàÿ óëó÷øàåò åãî ñõîäèìîñòü áåç äîïîëíèòåëüíûõ çàòðàò âðåìåíè è ïàìÿòè. Â ýêñïåðè-

ìåíòàõ íà êîëëåêöèè íîâîñòíûõ òåêñòîâ ïîêàçàíî, ÷òî ïðåäëîæåííàÿ ìîäè�èêàöèè ïîçâîëÿåò íå òîëüêî

óñêîðèòü ñõîäèìîñòü, íî è óëó÷øèòü çíà÷åíèå îïòèìèçèðóåìîãî êðèòåðèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îáðàáîòêà òåêñòîâ åñòåñòâåííîãî ÿçûêà; âåðîÿòíîñòíîå òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå;

âåðîÿòíîñòíûé ëàòåíòíûé ñåìàíòè÷åñêèé àíàëèç; PLSA; ëàòåíòíîå ðàçìåùåíèå Äèðèõëå; LDA; àääèòèâ-

íàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé; ARTM; EM-àëãîðèòì; äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè.

The problem of probabilisti topi modeling is as follows. Given a olletion of text douments, �nd the

onditional distribution over topis for eah doument and the onditional distribution over words or terms for

eah topi. Log-likelihood maximization is used to solve this problem. The problem has generally an in�nite set of

solutions, being ill-posed aording to Hadamard. In the framework of Additive Regularization of Topi Models

(ARTM), a weighted sum of regularization riteria is added to the main log-likelihood riterion. The numerial

method for solving this optimization problem is a kind of iterative EM-algorithm. In ARTM it is inferred

in a quite general form for an arbitrary smooth regularizer, as well as for a linear ombination of smooth

regularizers. This paper studies the problem of onvergene of the EM iterative proess. Su�ient onditions

are obtained for the onvergene to a stationary point of the regularized log-likelihood. The onstraints imposed

on the regularizer are not too restritive. We give their interpretations from the point of view of the pratial

implementation of the algorithm. A modi�ation of the algorithm is proposed that improves the onvergene

without additional time and memory osts. Experiments on the news text olletion have shown that our

modi�ation both aelerates the onvergene and improves the value of the riterion to whih it onverges.

Keywords: natural language proessing; probabilisti topi modeling; probabilisti latent semanti analysis;

PLSA; latent Dirihlet alloation; LDA; additive regularization of topi models; ARTM; EM-algorithm; su�ient

onditions for onvergene.
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�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîåêòà ¾Ñðåäñòâà èíòåëëåêòóàëüíîãî àíàëèçà áîëüøèõ ìàññèâîâ òåê-

ñòîâ¿, ïî Ïðîãðàììå ÖÊ ÍÒÈ ¾Öåíòð õðàíåíèÿ è àíàëèçà áîëüøèõ äàííûõ¿, ïîääåðæèâàåìîãî Ìèíè-

ñòåðñòâîì íàóêè è âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ �îññèéñêîé Ôåäåðàöèè ïî äîãîâîðóÌ�Ó èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

ñ Ôîíäîì ïîääåðæêè ïðîåêòîâ ÍÒÈ îò 15.08.2019 �7/1251/2019. �àáîòà òàêæå ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíà

�ÔÔÈ, ïðîåêò 20-07-00936.
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Ââåäåíèå

Òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå � îäíî èç ñîâðåìåííûõ íàïðàâëåíèé îáðàáîòêè åñòåñòâåí-

íîãî ÿçûêà (natural language proessing, NLP). Òåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü êîëëåêöèè òåêñòîâûõ äî-

êóìåíòîâ îïðåäåëÿåò, ê êàêèì òåìàì îòíîñèòñÿ êàæäûé äîêóìåíò, è êàêèå òåðìû îáðàçóþò

êàæäóþ òåìó. Òåðìàìè ìîãóò áûòü ñëîâà, íîðìàëüíûå �îðìû ñëîâ, ñëîâîñî÷åòàíèÿ èëè òåð-

ìèíû, â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêèå âèäû ïðåäâàðèòåëüíîé îáðàáîòêè òåêñòà áûëè ïðèìåíåíû

ê äàííîé êîëëåêöèè. Òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå íå ïðåòåíäóåò íà ïîëíîöåííîå ïîíèìàíèå

åñòåñòâåííîãî ÿçûêà (natural language understanding, NLU), îäíàêî âûÿâëåíèå òåìàòèêè òåê-

ñòîâ ìîæíî ñ÷èòàòü îïðåäåë¼ííûì øàãîì â ýòîì íàïðàâëåíèè.

Âåðîÿòíîñòíàÿ òåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü (probabilisti topi model, PTM) îïèñûâàåò êàæäûé

äîêóìåíò äèñêðåòíûì ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé íà ìíîæåñòâå òåì, êàæäóþ òåìó � äèñ-

êðåòíûì ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé íà ìíîæåñòâå òåðìîâ. Ïîñòðîåííàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò

ïðåîáðàçîâàòü ëþáîé òåêñò â âåêòîð âåðîÿòíîñòåé òåì. Âàæíûì ïðåèìóùåñòâîì òåìàòè÷åñêîãî

âåêòîðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ òåêñòà ÿâëÿåòñÿ åãî èíòåðïðåòèðóåìîñòü. Êàæäàÿ êîîðäèíàòà âåê-

òîðà ïîêàçûâàåò äîëþ ñîîòâåòñòâóþùåé òåìû â òåêñòå, ïðè ýòîì ñåìàíòèêà òåìû îïèñûâàåòñÿ

÷àñòîòíûì ñëîâàð¼ì òåðìîâ, òî åñòü �àêòè÷åñêè ñëîâàìè åñòåñòâåííîãî ÿçûêà.

Òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, êàê è êëàñòåðèçàöèÿ äîêóìåíòîâ, îòíîñèòñÿ ê ìåòîäàì îáó-

÷åíèÿ áåç ó÷èòåëÿ è íå òðåáóåò êàêîé-ëèáî ðàçìåòêè òåêñòîâ èëè ýêñïåðòíûõ îöåíîê. Îòëè÷èå

â òîì, ÷òî ïðè êëàñòåðèçàöèè äîêóìåíò öåëèêîì îòíîñèòñÿ ê îäíîìó êëàñòåðó, òîãäà êàê

òåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü îñóùåñòâëÿåò ìÿãêóþ êëàñòåðèçàöèþ (soft lustering), ðàçäåëÿÿ äîêó-

ìåíò ìåæäó íåñêîëüêèìè êëàñòåðàìè-òåìàìè. Òåìàòè÷åñêèå ìîäåëè íàçûâàþò òàêæå ìîäåëÿ-

ìè ìÿãêîé áè-êëàñòåðèçàöèè, ïîñêîëüêó òåðìû òàêæå êëàñòåðèçóþòñÿ ïî òåìàì. Ýòî ïîçâîëÿåò

îáõîäèòü ïðîáëåìû ñèíîíèìèè è ïîëèñåìèè ñëîâ. Ñèíîíèìû, óïîòðåáëÿåìûå â ñõîæèõ êîí-

òåêñòàõ, ãðóïïèðóþòñÿ â îäíèõ è òåõ æå òåìàõ. Ìíîãîçíà÷íûå ñëîâà è îìîíèìû, íàîáîðîò,

ðàñïðåäåëÿþò ñâîè âåðîÿòíîñòè ïî íåñêîëüêèì ñåìàíòè÷åñêè íå ñâÿçàííûì òåìàì.

Ïåðå÷èñëåííûå îñîáåííîñòè âåðîÿòíîñòíîãî òåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äåëàþò åãî âàæ-

íûì èíñòðóìåíòîì ñåìàíòè÷åñêîãî àíàëèçà áîëüøèõ òåêñòîâûõ êîëëåêöèé.

Ïîñòðîåíèå òåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïî êîëëåêöèè äîêóìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ íåêîððåêòíî ïîñòàâ-

ëåííîé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷åé ïðèáëèæ¼ííîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî ìàòðè÷íîãî ðàçëîæåíèÿ,

êîòîðàÿ â îáùåì ñëó÷àå èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé. Ñîãëàñíî òåîðèè ðåãóëÿðèçà-

öèè À.Í.Òèõîíîâà [9℄, ðåøåíèå òàêîé çàäà÷è âîçìîæíî äîîïðåäåëèòü è ñäåëàòü óñòîé÷èâûì.

Äëÿ ýòîãî ê îïòèìèçàöèîííîìó êðèòåðèþ äîáàâëÿåòñÿ ðåãóëÿðèçàòîð � äîïîëíèòåëüíûé êðè-

òåðèé, ó÷èòûâàþùèé ñïåöè�è÷åñêèå îñîáåííîñòè ïðèêëàäíîé çàäà÷è èëè çíàíèÿ ïðåäìåòíîé

îáëàñòè. Â ñëîæíûõ ïðèëîæåíèÿõ äîïîëíèòåëüíûõ êðèòåðèåâ ìîæåò áûòü íåñêîëüêî.

Àääèòèâíàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé (additive regularization of topi models,

ARTM) � ýòî ìíîãîêðèòåðèàëüíûé ïîäõîä, â êîòîðîì äëÿ îïòèìèçàöèè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè

èñïîëüçóåòñÿ âçâåøåííàÿ ñóììà êðèòåðèåâ [11;14;15℄. ARTM ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ìîäåëè ñ òðåáó-

åìûìè ñâîéñòâàìè, ñóììèðóÿ ðåãóëÿðèçàòîðû, èñõîäíî ïðåäëàãàâøèåñÿ â ðàçëè÷íûõ ìîäåëÿõ,

ãëàâíûì îáðàçîì, â ðàìêàõ áàéåñîâñêîãî îáó÷åíèÿ [6℄. Îäíàêî â áàéåñîâñêîì îáó÷åíèè íå ñó-

ùåñòâóåò îáùåãî ïîäõîäà ê êîìáèíèðîâàíèþ ðåãóëÿðèçàòîðîâ îò ðàçíûõ ìîäåëåé. Â ARTM

äëÿ îáó÷åíèÿ ìîäåëè ñ ïðîèçâîëüíîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ðåãóëÿðèçàòîðîâ èñïîëüçóåòñÿ

îäèí è òîò æå EM-ïîäîáíûé àëãîðèòì (EM-like algorithm), ïðè ýòîì äëÿ äîáàâëåíèÿ íîâîãî

ðåãóëÿðèçàòîðà äîñòàòî÷íî çíàòü åãî ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî ïàðàìåòðàì ìîäåëè. Ýòî ïðèâî-

äèò ê ìîäóëüíîé òåõíîëîãèè òåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, êîòîðàÿ ðåàëèçîâàíà â áèáëèîòåêå

ñ îòêðûòûì êîäîì BigARTM, http://bigartm.org [4; 12℄.

Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî ARTM íå ÿâëÿåòñÿ åù¼ îäíîé ÷àñòíîé òåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ èëè ìåòî-

äîì � ýòî îáùèé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ è êîìáèíèðîâàíèþ òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé.
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Äî ñèõ ïîð â òåîðèè ARTM îñòàâàëèñü îòêðûòûìè âîïðîñû î ñõîäèìîñòè EM-àëãîðèòìà

è î âëèÿíèè ðåãóëÿðèçàòîðîâ íà ñõîäèìîñòü. Â äàííîé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî â ARTM èòå-

ðàöèè EM-àëãîðèòìà âîçìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê èòåðàöèè îáîáù¼ííîãî EM-àëãîðèòìà

(Generalized EM, GEM) [3℄, äëÿ êîòîðîãî óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè õîðîøî èçó÷åíû [17℄. Â ðàáîòå

ïîëó÷åíû îãðàíè÷åíèÿ íà ðåãóëÿðèçàòîðû, îáåñïå÷èâàþùèå ñõîäèìîñòü, è ïðåäëîæåíà ìîäè-

�èêàöèÿ EM-àëãîðèòìà, óëó÷øàþùàÿ åãî ñõîäèìîñòü.

1. Çàäà÷à òåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñ àääèòèâíîé ðåãóëÿðèçàöèåé

Ïóñòü D � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî (êîëëåêöèÿ) òåêñòîâûõ äîêóìåíòîâ, W � êîíå÷íîå ìíî-

æåñòâî (ñëîâàðü) âñåõ óïîòðåáëÿåìûõ â íèõ òåðìîâ, T � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òåì. Êàæäûé

äîêóìåíò d ∈ D ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü nd òåðìîâ (w1, . . . , wnd
) èç ñëîâàðÿ W .

Ïðèìåì ãèïîòåçó ¾ìåøêà ñëîâ¿, ñîãëàñíî êîòîðîé ïîðÿäîê òåðìîâ â äîêóìåíòå íå âàæåí. Îáî-

çíà÷èì ÷åðåç ndw ÷èñëî âõîæäåíèé òåðìà w â äîêóìåíò d.
Êîëëåêöèþ äîêóìåíòîâ áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ìíîæåñòâî òðîåê (d,w, t) ∈ D ×W × T ,

âûáðàííûõ ñëó÷àéíî è íåçàâèñèìî èç äèñêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ p(d,w, t). Ïðè ýòîì äîêó-

ìåíòû d è òåðìû w ÿâëÿþòñÿ íàáëþäàåìûìè ïåðåìåííûìè, òåìû t ÿâëÿþòñÿ ëàòåíòíûìè

(ñêðûòûìè) ïåðåìåííûìè.

Ïðèìåì ãèïîòåçó óñëîâíîé íåçàâèñèìîñòè p(w |d, t) = p(w |t), ñîãëàñíî êîòîðîé ðàñïðåäå-

ëåíèå òåðìîâ â òåìå îäèíàêîâî äëÿ âñåõ äîêóìåíòîâ. Òîãäà, ïî �îðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè,

p(w |d) =
∑

t∈T

p(w |d, t)p(t |d) =
∑

t∈T

p(w |t)p(t |d) =
∑

t∈T

φwtθtd,

ãäå φwt = p(w |t) � íåèçâåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå òåðìîâ â òåìàõ, θtd = p(t |d) � íåèçâåñòíîå ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ òåì â äîêóìåíòàõ. Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü p(w |d) íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòíîé òåìà-

òè÷åñêîé ìîäåëüþ äîêóìåíòà, ïåðåìåííûå φwt è θtd ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðàìè ýòîé ìîäåëè.

Çàäà÷à âåðîÿòíîñòíîãî òåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû íàéòè ïà-

ðàìåòðû ìîäåëè ïî ýìïèðè÷åñêèì äàííûì ndw. Äëÿ ýòîãî ðåøàåòñÿ çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè

ëîãàðè�ìà ïðàâäîïîäîáèÿ

L(Φ,Θ) =
∑

d∈D

∑

w∈d

ndw ln p(w |d) =
∑

d∈D

∑

w∈d

ndw ln
∑

t∈T

φwtθtd → max
Φ,Θ

(1.1)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ íåîòðèöàòåëüíîñòè è íîðìèðîâêè:

φwt ≥ 0,
∑

w∈W

φwt = 1, θtd ≥ 0,
∑

t∈T

θtd = 1,

ãäå Φ è Θ � ìàòðèöû ïàðàìåòðîâ φwt è θtd ñîîòâåòñòâåííî.
Çàäà÷à (1.1) ÿâëÿåòñÿ íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííîé çàäà÷åé ïðèáëèæ¼ííîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî

ìàòðè÷íîãî ðàçëîæåíèÿ (ndw

nd
) ≈ ΦΘ, èìåþùåé â îáùåì ñëó÷àå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøå-

íèé. ×òîáû âûáðàòü èç íåãî íàèáîëåå ïîäõîäÿùåå ðåøåíèå, ââîäÿòñÿ äîïîëíèòåëüíûå êðèòå-

ðèè � ðåãóëÿðèçàòîðû Ri(Φ,Θ) → max, i = 1, . . . , k. Â ïîäõîäå ARTM [11;13;14℄ ïðåäëàãàåòñÿ

ìàêñèìèçèðîâàòü âçâåøåííóþ ñóììó âñåõ ðåãóëÿðèçàòîðîâ R(Φ,Θ) =
∑k

i=1 τiRi(Φ,Θ) ñîâìåñò-
íî ñ îñíîâíûì êðèòåðèåì ïðàâäîïîäîáèÿ:

L(Φ,Θ) +R(Φ,Θ) =
∑

d∈D

∑

w∈d

ndw log
∑

t∈T

φwtθtd +

k
∑

i=1

τiRi(Φ,Θ) → max
Φ,Θ

, (1.2)

ïðè òåõ æå îãðàíè÷åíèÿõ íåîòðèöàòåëüíîñòè è íîðìèðîâêè.
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Íàèáîëåå èçâåñòíûå òåìàòè÷åñêèå ìîäåëè PLSA è LDA ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè ðå-

ãóëÿðèçàöèè. Â ìîäåëè âåðîÿòíîñòíîãî ëàòåíòíîãî ñåìàíòè÷åñêîãî àíàëèçà PLSA [5℄ ðåãóëÿ-

ðèçàöèÿ íå èñïîëüçóåòñÿ, R(Φ,Θ) = 0. Â ìîäåëè ëàòåíòíîãî ðàçìåùåíèÿ Äèðèõëå LDA [2℄

ðåãóëÿðèçàòîðîì ÿâëÿåòñÿ ëîãàðè�ì ïðàâäîïîäîáèÿ àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Äèðèõëå,

R(Φ,Θ) =
∑

t∈T

∑

w∈W

(βw − 1) lnφwt +
∑

d∈D

∑

t∈T

(αt − 1) ln θtd

ñ ãèïåðïàðàìåòðàìè βw, αt, êîòîðûå íà ïðàêòèêå îáû÷íî �èêñèðóþòñÿ, íî ìîãóò è îïòè-

ìèçèðîâàòüñÿ ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ [16℄. Â äàííîé ðàáîòå ïðîáëåìû

îïòèìèçàöèè ãèïåðïàðàìåòðîâ â êðèòåðèÿõ ðåãóëÿðèçàöèè, à òàêæå âûáîðà êîý��èöèåíòîâ

ðåãóëÿðèçàöèè τi, íå ðàññìàòðèâàþòñÿ.
Ïðèìåíåíèå òåîðåìû Êàðóøà�Êóíà�Òàêêåðà ïîçâîëÿåò âûïèñàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ

ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è (1.2). �åøåíèå äàííîé ñèñòåìû ìåòîäîì ïðîñòûõ

èòåðàöèé ïðèâîäèò ê EM-ïîäîáíîìó àëãîðèòìó, â êîòîðîì íà êàæäîé èòåðàöèè ÷åðåäóþòñÿ

äâà øàãà: E-øàã (expetation) è M-øàã (maximization).

Íà E-øàãå âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé ptdw = p(t |d,w) ïî òåêóùèì çíà-

÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ φwt è θtd:

ptdw =
ϕwtθtd

∑

s ϕwsθsd
.

Äàííîå âûðàæåíèå ñîâïàäàåò ñ �îðìóëîé Áàéåñà, ïîñêîëüêó, â ñèëó ãèïîòåçû óñëîâíîé

íåçàâèñèìîñòè, p(t |d,w) = p(w | t) p(t |d)
p(w |d) .

Íà M-øàãå ïî óñëîâíûì âåðîÿòíîñòÿì òåì ptdw äëÿ êàæäîãî òåðìà â êàæäîì äîêóìåíòå

âû÷èñëÿþòñÿ íîâûå ïðèáëèæåíèÿ ïàðàìåòðîâ φwt è θtd è âñïîìîãàòåëüíûå ïåðåìåííûå ndwt,

nwt, ntd, nt, nd, rwt, rtd:

ndwt = ndwptdw,

nwt =
∑

d∈D

ndwt, ntd =
∑

w∈d

ndwt,

nt =
∑

w∈W

nwt, nd =
∑

t∈T

ntd,

rwt = φwt
∂R

∂φwt
, rtd = θtd

∂R

∂θtd
,

φwt = norm
w∈W

(nwt + rwt) , θtd = norm
t∈T

(ntd + rtd) ,

ãäå norm
i∈I

(xi) = (xi)+∑
j∈I(xj)+

� îïåðàöèÿ íîðìèðîâêè, êîòîðàÿ ïåðåâîäèò ïðîèçâîëüíûé ÷èñëî-

âîé âåêòîð (xi : i ∈ I) â äèñêðåòíîå âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå, îïåðàöèÿ (xi)+ = max(xi, 0)
íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé ñðåçêîé.

Âñïîìîãàòåëüíûå ïåðåìåííûå n∗ èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê îöåíêè ñ÷¼ò÷èêîâ: ndwt � ÷èñëî

âõîæäåíèé òåðìà w â äîêóìåíò d, ñâÿçàííûõ ñ òåìîé t; ntd � ÷èñëî âñåõ òåðìîâ â äîêóìåíòå d,
ñâÿçàííûõ ñ òåìîé t; nwt � ÷èñëî ðàç, êîãäà òåðì w áûë ñâÿçàí ñ òåìîé t, âî âñåé êîëëåêöèè;

nt � ÷èñëî òåðìîâ, ñâÿçàííûõ ñ òåìîé t, âî âñåé êîëëåêöèè; nd ñîâïàäàåò ñ äëèíîé äîêóìåíòà d.
Âñïîìîãàòåëüíûå ïåðåìåííûå rwt è rtd áóäåì íàçûâàòü ðåãóëÿðèçàöèîííûìè ïîïðàâêàìè.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè R = 0, òî åñòü â ìîäåëè PLSA, rwt = 0, rtd = 0, φwt =
nwt

nt
, θtd = ntd

nd
.

2. Òåîðåìà î ñõîäèìîñòè EM-àëãîðèòìà â ARTM

Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñõîäèìîñòè îáîáù¼ííîãî EM-àëãîðèòìà GEM àëãîðèòìà áûëè

ñ�îðìóëèðîâàíû â [17℄. Ìû ñîáèðàåìñÿ èñïîëüçîâàòü òå æå ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâà, èíòåðïðå-



60 È.À.Èðõèí, Ê.Â.Âîðîíöîâ

òèðóÿ èòåðàöèè EM-àëãîðèòìà ARTM êàê èòåðàöèè GEM àëãîðèòìà.

Îáúåäèíÿÿ íåñêîëüêî òåîðåì èç [17℄ è àäàïòèðóÿ îáîçíà÷åíèÿ, íåòðóäíî ïîëó÷èòü òåîðåìó,

ñ ïîìîùüþ êîòîðîé óäîáíî äîêàçûâàòü ñõîäèìîñòü EM-àëãîðèòìà â ARTM.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü {(Φk,Θk)} � òðàåêòîðèÿ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà, ñãåíåðèðîâàííàÿ

ïðàâèëîì (Φk+1,Θk+1) = M(Φk,Θk), ãäå M � íåïðåðûâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïàðû ñòîõàñòè÷å-

ñêèõ ìàòðèö. Ïóñòü �óíêöèÿ F (Φ,Θ) îãðàíè÷åíà ñâåðõó è ñòðîãî âîçðàñòàåò ïîä äåéñòâè-

åì M íà (Φ,Θ). Òîãäà âñå ïðåäåëüíûå òî÷êè òðàåêòîðèè (Φk,Θk) ÿâëÿþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè
òî÷êàìè F . Åñëè òàêæå ‖φk

wt − φk+1
wt ‖ → 0 è ‖θktd − θk+1

td ‖ → 0, à ìíîæåñòâî ñòàöèîíàðíûõ

òî÷åê F äèñêðåòíî, òî (Φk,Θk) ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êå F .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1. �åãóëÿðèçàòîð R ÿâëÿåòñÿ δ-ðåãóëÿðíûì, åñëè íà èòåðàöèÿõ EM-

àëãîðèòìà ∀t ∃w : nwt + rwt > δ è ∀d ∃t : ntd + rtd > δ. Åñëè ðåãóëÿðèçàòîð îáëàäàåò ñâîéñòâîì

δ-ðåãóëÿðíîñòè ïðè íåêîòîðîì δ > 0, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðåãóëÿðèçàòîð ñèëüíî ðåãóëÿðåí;

ïðè δ = 0 áóäåì ïðîñòî ãîâîðèòü, ÷òî îí ðåãóëÿðåí.

�åãóëÿðíîñòü ãàðàíòèðóåò, ÷òî â îïåðàöèè norm íå âîçíèêíåò äåëåíèÿ íà íóëü, òî åñòü

èòåðàöèè êîððåêòíî îïðåäåëåíû. Ñèëüíàÿ æå ðåãóëÿðíîñòü ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ, êîòîðûå ïðîèçâîäÿòñÿ íà èòåðàöèÿõ àëãîðèòìà, ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ïî (Φ,Θ).
Ýòî ñâîéñòâî ëåãêî âûïîëíÿåòñÿ íà ïðàêòèêå: åñëè çíà÷åíèå nwt+rwt (èëè ntd+rtd) ñòàíîâèòñÿ
ìåíüøå δ, òî âñÿ òåìà (âåñü äîêóìåíò) èñêëþ÷àåòñÿ èç ìîäåëè è èòåðàöèè ïðîäîëæàþòñÿ.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2. �åãóëÿðèçàòîð R ñîõðàíÿåò íóëü, åñëè íà èòåðàöèÿõ àëãîðèòìà

èç nwt = 0 ñëåäóåò φwt = 0 è èç ntd = 0 ñëåäóåò θtd = 0.

Ýòî îïðåäåëåíèå �îðìàëèçóåò ñëåäóþùèå ñâîéñòâî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà: åñëè íà êàêîé-

ëèáî èòåðàöèè çíà÷åíèå φwt ñòàëî ðàâíûì íóëþ, òî îíî áóäåò îñòàâàòüñÿ íóëåâûì íà ïîñëå-

äóþùèõ èòåðàöèÿõ, è àíàëîãè÷íî äëÿ θtd. Äëÿ ðåãóëÿðèçàòîðà äàííîå ñâîéñòâî ëåãêî ïðîâå-

ðÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêè. Íà ïðàêòèêå ìíîãèå ðåãóëÿðèçàòîðû èì îáëàäàþò. �åãóëÿðèçàòîð ìî-

äåëè LDA, âîîáùå ãîâîðÿ, íå îáëàäàåò äàííûì ñâîéñòâîì ïðè βw > 1 èëè αt > 1, òàê êàê ïðè

nwt = 0 âïîëíå ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî φwt > 0. Îäíàêî ïðè èñïîëüçîâàíèè íåíóëåâîé èíèöèà-

ëèçàöèè φwt çíà÷åíèå nwt íå ìîæåò îáðàòèòüñÿ â íóëü. Ïîýòîìó è äëÿ òàêîãî ðåãóëÿðèçàòîðà

óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ íóëÿ âûïîëíÿåòñÿ.

Î ï ð å ä å ë å í è å 3. �åãóëÿðèçàòîð R íàçûâàåòñÿ ǫ-ðàçðåæèâàþùèì, åñëè íà èòåðàöè-

ÿõ EM-àëãîðèòìà φwt, θtd /∈ (0, ǫ).

Íåêîòîðûå ðåãóëÿðèçàòîðû èìåþò íåîãðàíè÷åííóþ â îêðåñòíîñòè íóëÿ ïðîèçâîäíóþ, ïî-

ýòîìó ïðè ðåàëèçàöèè EM-àëãîðèòìà ïàðàìåòðû, ìåíüøèå íåêîòîðîãî ǫ, çàíóëÿþòñÿ. Ýòî ïðè-
âîäèò ê òîìó, ÷òî çíà÷åíèÿ â ìàòðèöå ïàðàìåòðîâ îêàçûâàþòñÿ îòäåëåíû îò íóëÿ. Èìåííî ýòà

îñîáåííîñòü îòðàæåíà â äàííîì îïðåäåëåíèè.

Î ï ð å ä å ë å í è å 4. �åãóëÿðèçàòîð R êîððåêòíûé, åñëè íà èòåðàöèÿõ EM-àëãîðèòìà

èç ndw > 0 ñëåäóåò ptdw > 0 õîòÿ áû äëÿ îäíîé òåìû t.

Åñëè ìîäåëü äà¼ò íóëåâóþ îöåíêó âåðîÿòíîñòè p(w |d) = 0 ïðè òîì, ÷òî òåðì w âñòðå÷àåò-

ñÿ â äîêóìåíòå, ndw > 0, òî ëîãàðè�ì ïðàâäîïîäîáèÿ ñòàíîâèòñÿ íåîãðàíè÷åííûì, L → −∞.

Íà ïðàêòèêå ýòîãî ëåãêî èçáåæàòü, åñëè èñïîëüçîâàòü ðåãóëÿðèçàòîð ñãëàæèâàíèÿ �îíîâûõ

òåì [13℄. Îí ãàðàíòèðóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî òåðìà â ëþáîì äîêóìåíòå íàéä¼òñÿ õîòÿ áû îäíà

òåìà ñ íåíóëåâîé âåðîÿòíîñòüþ.

Ââåä¼ì âñïîìîãàòåëüíûé �óíêöèîíàë

Q(Φ,Θ,Φ′,Θ′) =
∑

d,w,t

ndwp
′
tdw ln(φwtθtd) +R(Φ,Θ), p′tdw =

φ′
wtθ

′
td

∑

t

φ′
wtθ

′
td

.

Ýòî ñòàíäàðòíûé ïðè¼ì ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñõîäèìîñòè GEM àëãîðèòìà. Èçìåíåíèÿ Q íà
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èòåðàöèÿõ, êàê áóäåò ïîêàçàíî â äàëüíåéøåì, ÿâëÿþòñÿ íèæíåé îöåíêîé äëÿ èçìåíåíèé L+R.
Àíàëîãè÷íûé �óíêöèîíàë ââîäèëñÿ â ñòàòüÿõ [3℄ è [17℄.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ðåãóëÿðèçàòîð R ÿâëÿåòñÿ äè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèåé ïðè φwt, θtd ∈
(0, 1], ñîõðàíÿþùåé íóëü, êîððåêòíîé, ǫ-ðàçðåæèâàþùåé è δ-ðåãóëÿðíîé. Òàêæå äîïóñòèì,

÷òî Q(Φk+1,Θk+1,Φk,Θk) ≥ Q(Φk,Θk,Φk,Θk) íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîé èòåðàöèè k. Òîãäà ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü pktdw ñõîäèòñÿ â ñìûñëå äèâåðãåíöèè Êóëüáàêà�Ëåéáëåðà äëÿ ëþáûõ d è w
òàêèõ, ÷òî ndw > 0:

KL
(

pktdw
∥

∥ pk+1
tdw

)

→ 0 ïðè k → ∞.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó ðåãóëÿðèçàòîð ñîõðàíÿåò íóëü, òî, íà÷èíàÿ ñ íåêî-

òîðîé èòåðàöèè, ìíîæåñòâî ÿ÷ååê ñ íóëåâûìè çíà÷åíèÿìè â ìàòðèöàõ Φ è Θ ñòàáèëèçèðóåòñÿ

è áîëüøå íå áóäåò èçìåíÿòüñÿ. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî íóëåâîå çíà÷åíèå â ÿ÷åéêå íå ìî-

æåò ñòàòü íà ñëåäóþùåé èòåðàöèè íåíóëåâûì, à ìíîæåñòâî âñåõ ÿ÷ååê êîíå÷íî. Îáîçíà÷èì

ñòàáèëèçèðîâàâøååñÿ ìíîæåñòâî íåíóëåâûõ ÿ÷ååê â ìàòðèöàõ Φ è Θ ÷åðåç Ω. Ïîñêîëüêó ðåãó-
ëÿðèçàòîð ǫ-ðàçðåæèâàþùèé, çíà÷åíèÿ Φ è Θ â ïîçèöèÿõ èç Ω íå ìîãóò áûòü ìåíåå ǫ. Íî R �

äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ ïðè φwt, θtd ∈ [ǫ, 1], ñëåäîâàòåëüíî, íåïðåðûâíàÿ è îãðàíè÷åííàÿ.

Çàìåòèì, ÷òî Q ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Q(Φ,Θ,Φ′,Θ′) = L(Φ,Θ) +R(Φ,Θ) +
∑

d,w,t

ndwp
′
tdw ln ptdw.

Íà Ì-øàãå k-îé èòåðàöèè áûëè ïîëó÷åíû ìàòðèöû (Φk+1,Θk+1).

Ïî óñëîâèþ òåîðåìû, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîé èòåðàöèè âûïîëíåíî

Q(Φk+1,Θk+1,Φk,Θk) ≥ Q(Φk,Θk,Φk,Θk).

Ïîäñòàâèì ñþäà âìåñòî Q åãî âûðàæåíèå ïî îïðåäåëåíèþ:

L(Φk+1,Θk+1) +R(Φk+1,Θk+1) +
∑

d,w,t

ndwp
k
tdw ln pk+1

tdw

≥ L(Φk,Θk) +R(Φk,Θk) +
∑

d,w,t

ndwp
k
tdw ln pktdw,

îòêóäà ñëåäóåò

∆k(L+R) ≥
∑

d,w,t

ndwp
k
tdw ln

pktdw
pk+1
tdw

=
∑

d,w

ndw KL
(

pkdw
∥

∥ pk+1
dw

)

≥ 0.

�àâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî åñëè íà èòåðàöèè íå ïðîèçîøëî íèêàêèõ èçìåíåíèé, ÷òî îçíà-

÷àåò, ÷òî ïðîöåññ ñîø¼ëñÿ â íåïîäâèæíóþ òî÷êó. Â îáðàòíîì æå ñëó÷àå L + R ñòðîãî óâåëè-

÷èâàåòñÿ. Íî ýòî îãðàíè÷åííàÿ �óíêöèÿ, çíà÷èò, L(Φk,Θk) + R(Φk,Θk) ñõîäèòñÿ ïðè k → ∞.

Áîëåå òîãî KL
(

pktdw
∥

∥ pk+1
tdw

)

≤ ∆(L+R)k → 0 ïðè ndw > 0, ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè â äîïîëíåíèå ê óñëîâèÿì Òåîðåìû 2 ðåãóëÿðèçàòîð R ñèëüíî ðåãóëÿ-

ðåí, à rwt è rtd íåïðåðûâíû ïî ïàðàìåòðàì ìîäåëè, òî

|φk
wt − φk+1

wt | → 0 è |θktd − θk+1
td | → 0.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó Ïèíñêåðà [10℄, ‖A−B‖1 ≤ 2
√

KL(A‖B).
Ïîýòîìó ñõîäèìîñòü ïî KL-äèâåðãåíöèè âëå÷¼ò çà ñîáîé ñõîäèìîñòü ïî l1 íîðìå. Îñòàëîñü

çàìåòèòü, ÷òî â óñëîâèÿõ Òåîðåìû 2 φwt è θtd ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè �óíêöèÿìè îò ptdw.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñõîäèìîñòü âòîðûõ âëå÷¼ò çà ñîáîé ñõîäèìîñòü ïåðâûõ.

�àññìîòðèì �óíêöèþ F (Φ,Θ) = L(Φ,Θ) + R(Φ,Θ), îïðåäåë¼ííóþ äëÿ òåõ Φ è Θ, ó êî-

òîðûõ ìíîæåñòâî íóëåâûõ ïîçèöèé ìàòðèö ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì íåíóëåâûõ ïîçèöèé Ω,
ñòàáèëèçèðîâàâøèìñÿ â õîäå èòåðàöèé.

Ñëåäñòâèå 2. Â óñëîâèÿõ Ñëåäñòâèÿ 1 åñëè ïðîöåññ íå ñîø¼ëñÿ â íåïîäâèæíóþ òî÷êó,

òî âñå ïðåäåëüíûå òî÷êè òðàåêòîðèè (Φk,Θk) ÿâëÿþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè òî÷êàìè F . Åñ-
ëè æå ìíîæåñòâî ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê F äèñêðåòíî, òî (Φk,Θk) ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé

ñòàöèîíàðíîé òî÷êå F .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â óñëîâèÿõ Ñëåäñòâèÿ 1 ïðèìåíåíèå îäíîé èòåðàöèè EM-àë-

ãîðèòìà ê ìàòðèöàì Φ è Θ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Òàêæå â õîäå äîêàçà-

òåëüñòâà òåîðåìû áûëî ïîêàçàíî, ÷òî �óíêöèÿ F ≡ L + R ñòðîãî âîçðàñòàåò íà èòåðàöèÿõ,

åñëè ïðîöåññ íå ñîø¼ëñÿ â íåïîäâèæíóþ òî÷êó. Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî îñòàëüíûå óñëîâèÿ

Òåîðåìû 1 òîæå âûïîëíåíû, åñëè ðàññìàòðèâàòü âñå �óíêöèè íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ñ îãðà-

íè÷åíèåì íà ìíîæåñòâî íåíóëåâûõ ïîçèöèé Ω.

Òàêèì îáðàçîì, èòåðàöèîííûé ïðîöåññ EM-àëãîðèòìà â ARTM ðàçáèâàþòñÿ (â ïðåäïîëî-

æåíèè óâåëè÷åíèÿ Q) íà äâà ýòàïà: ïåðâûé � âûáîð ìíîæåñòâà ïîçèöèé Ω íåíóëåâûõ ÿ÷ååê

â ìàòðèöàõ Φ è Θ, âòîðîé � îêîí÷àòåëüíàÿ îïòèìèçàöèÿ çíà÷åíèé â ýòèõ ÿ÷åéêàõ. Ïåðâûé

ýòàï ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äèñêðåòíóþ îïòèìèçàöèþ ñòðóêòóðû ðàçðåæåííîñòè ìàòðèö

Φ è Θ è ïîäãîòîâêó èõ íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé äëÿ âòîðîãî ýòàïà. Ñõîäèìîñòü àëãîðèòìà

ïðîèñõîäèò èìåííî íà âòîðîì ýòàïå.

Òàêèì îáðàçîì, îñòà¼òñÿ äîêàçàòü ìîíîòîííîå óâåëè÷åíèå �óíêöèîíàëà Q íà âòîðîì ýòàïå

EM-àëãîðèòìà ïðè �èêñèðîâàííîì ìíîæåñòâå Ω.

3. Èçìåíåíèå ðåãóëÿðèçèðîâàííîãî ïðàâäîïîäîáèÿ â EM-àëãîðèòìå

Âàæíûì óñëîâèåì ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà ARTM ÿâëÿåòñÿ íåóìåíüøåíèå çíà÷åíèÿ Q íà

Ì-øàãå. Äàëåå áóäóò ïðèâåäåíû îöåíêè èçìåíåíèÿ �óíêöèîíàëîâ L, R è Q. Ïîñêîëüêó ìû

ðàññìàòðèâàåì âòîðîé ýòàï èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà, êîãäà ìíîæåñòâî íóëåâûõ ïîçèöèé â ìàò-

ðèöàõ Φ è Θ íå èçìåíÿåòñÿ, ïîëîæèòåëüíóþ ñðåçêó â �îðìóëàõ ìîæíî îïóñòèòü.

Ââåä¼ì �óíêöèîíàë Q̄(Φ,Θ,Φ′,Θ′) =
∑

d,w,t

ndwp
′
tdw ln(φwtθtd). Òîãäà Q = Q̄+R.

Ïðîâåñòè àíàëèç ñóììàðíîãî èçìåíåíèÿ �óíêöèîíàëà Q íà Ì-øàãå íàïðÿìóþ çàòðóäíè-

òåëüíî. Ïîýòîìó ïðåäëàãàåòñÿ ðàçëîæèòü ýòî ïðåîáðàçîâàíèå íà äâà ýòàïà. Ïåðâûé ýòàï �

ìàêñèìèçàöèÿ Q̄:






φwt = norm
w∈W

(nwt),

θtd = norm
t∈T

(ntd).

Âòîðîé ýòàï (íàçîâ¼ì åãî ðåãóëÿðèçàöèîííûì ïðåîáðàçîâàíèåì) � ìàêñèìèçàöèÿ R:







φwt = norm
w∈W

(nwt + rwt) ,

θtd = norm
t∈T

(ntd + rtd)
(3.1)



Ñõîäèìîñòü àëãîðèòìà àääèòèâíîé ðåãóëÿðèçàöèè òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé 63

Òàêèì îáðàçîì, èçìåíåíèÿ �óíêöèîíàëîâ áóäóò îöåíèâàòüñÿ îòäåëüíî íà êàæäîì ýòàïå.

Íà ïåðâîì ïðîèñõîäèò ïåðåõîä â òî÷êó (nwt/nt, ntd/nd), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìàêñèìóìà

�óíêöèîíàëà Q̄, à íà âòîðîì ïðîâîäèòñÿ ìàêñèìèçàöèÿ R.
Ââåä¼ì åù¼ îäèí �óíêöèîíàë è îáîçíà÷åíèÿ äëÿ åãî ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ:

R̄
(

(mwt), (mtd)
)

= R

(

mwt
∑

w

mwt

,
mtd
∑

t

mtd

)

= R

(

mwt

mt

,
mtd

md

)

;

gwt ≡
∂R̄

∂mwt
, gtd ≡

∂R̄

∂mtd

, φwt =
mwt
∑

w

mwt
, θtd =

mtd
∑

t

mtd

.

Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèîíàë R̄, îïðåäåë¼í íà ïàðå ïðîèçâîëüíûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö

ðàçìåðà |W |× |T | è |T |× |D|. Îí íîðìèðóåò ýòè ìàòðèöû è ïðèìåíÿåò ê íèì ðåãóëÿðèçàòîð R.
Îòìåòèì, ÷òî ïðè ðåãóëÿðèçàöèîííîì ïðåîáðàçîâàíèè R̄(nwt, ntd) = R

(

nwt/nt, ntd/nd

)

.

Óòâåðæäåíèå 1. Äëÿ gwt è gtd âûïîëíåíî:

gwt =
1

mt

∑

u∈W

(

∂R

∂φwt
−

∂R

∂φut

)

φut,

gtd =
1

md

∑

s∈T

(

∂R

∂θtd
−

∂R

∂θsd

)

θsd.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó íîðìèðîâêè φwt =
mwt∑
w mwt

,

∂φut

∂mwt
=

∂ mut∑

v

mvt

∂mwt
=

∂mut

∂mwt
∑

v

mvt
−

mut

(
∑

v

mvt)2
=

[u = w]

mt
−

φut

mt
=

1

mt

(

[u = w]− φut

)

.

Ñëåäîâàòåëüíî,

∂R̄

∂mwt
=
∑

u

∂R

∂φut

∂φut

∂mwt
=

1

mt

(

∂R

∂φwt
−
∑

u

∂R

∂φut
φut

)

=
1

mt

∑

u

(

∂R

∂φwt
−

∂R

∂φut

)

φut.

Ôîðìóëà äëÿ gdt äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Òåïåðü äîêàæåì îñíîâíóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü âåëè÷èíû rwt è rtd íà Ì-øàãå ðàññ÷èòûâàþòñÿ â òî÷êàõ

nwt
∑

w

nwt
è

ntd
∑

t

ntd

,

òîãäà â õîäå ðåãóëÿðèçàöèîííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (3.1) áåç çàíóëåíèé ýëåìåíòîâ ìàòðèö óãîë

ìåæäó âåêòîðîì èçìåíåíèé è ãðàäèåíòîì R îñòðûé, åñëè ãðàäèåíò íåíóëåâîé.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå äëÿ ∆nwt, äëÿ ∆ntd äîêàçàòåëüñòâî

áóäåò àíàëîãè÷íî. Ïðè ðåãóëÿðèçàöèîííîì ïðåîáðàçîâàíèè áåç çàíóëåíèé ∆nwt = φwt
∂R
∂φwt

,

ïîýòîìó ñ ó÷¼òîì Óòâåðæäåíèÿ 1 ïîëó÷àåì:

〈∆n,∇R̄(nwt, ntd)〉 =
∑

w,t,u

1

nt

(

∂R

∂φwt
−

∂R

∂φut

)

∂R

∂φwt
φwtφut.
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Â ñèëó ñèììåòðèè ñóììû âûïîëíåíî:

∑

w,t,u

1

nt

(

∂R

∂φwt
−

∂R

∂φut

)

∂R

∂φwt
φwtφut =

∑

w,t,u

1

nt

(

∂R

∂φut
−

∂R

∂φwt

)

∂R

∂φut
φwtφut

=
∑

w,t,u

1

nt

(

∂R

∂φwt
−

∂R

∂φut

)(

−
∂R

∂φut

)

φwtφut

=
1

2

(

∑

w,t,u

1

nt

(

∂R

∂φwt

−
∂R

∂φut

)

∂R

∂φwt

φwtφut +
∑

w,t,u

1

nt

(

∂R

∂φwt

−
∂R

∂φut

)(

−
∂R

∂φut

)

φwtφut

)

=
1

2

∑

t,w,u

1

nt

(

∂R

∂φwt
−

∂R

∂φut

)2

φwtφut =
∑

t,w<u

1

nt

(

∂R

∂φwt
−

∂R

∂φut

)2

φwtφut ≥ 0.

Ïóñòü çäåñü äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî, òîãäà

∂R
∂φwt

= ∂R
∂φut

äëÿ âñåõ u è w. Òîãäà

∂R̄

∂nwt

=
1

nt

(

∂R

∂φwt

−
∑

u

∂R

∂φut

φut

)

=
1

nt

(

∂R

∂φwt

−
∑

u

∂R

∂φwt

φut

)

=
1

nt

(

∂R

∂φwt

−
∂R

∂φwt

∑

u

φut

)

=
1

nt

(

∂R

∂φwt

−
∂R

∂φwt

)

= 0.

Çíà÷èò, ãðàäèåíò íóëåâîé. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Ïîýòîìó íåðàâåíñòâî ñòðîãîå è óãîë

îñòðûé, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

�àíåå áûëî ïîêàçàíî (Òåîðåìà 2), ÷òî ïðè îïðåäåë¼ííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ðåãóëÿðèçàòîð

çàíóëåíèé ÿ÷ååê â ìàòðèöàõ Φ è Θ íå áóäåò, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîé èòåðàöèè. Òàêèì îáðàçîì,

åñëè êîý��èöèåíòû ðåãóëÿðèçàöèè íå ñëèøêîì áîëüøèå, òî èçìåíåíèå nwt è ntd áóäåò íåçíà-

÷èòåëüíî. Ïîýòîìó ïðè ðåãóëÿðèçàöèîííîì ïðåîáðàçîâàíèè áóäåò ïðîèñõîäèòü óâåëè÷åíèå R
â ñèëó ëîêàëüíîãî èçìåíåíèÿ âäîëü ãðàäèåíòà.

Òåïåðü íóæíî îáúåäèíèòü ðåçóëüòàòû äâóõ ýòàïîâ. Â õîäå ïåðâîãî ýòàïà ïðîèñõîäèò ïåðå-

õîä â òî÷êó ìàêñèìóìà Q̄, çíà÷èò, ãðàäèåíò Q̄ â ýòîé òî÷êå íóëåâîé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â íåé

ãðàäèåíò Q̄+R ñîíàïðàâëåí ñ ãðàäèåíòîì R, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî íà ýòàïå ðåãóëÿðèçàöèîííîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîèñõîäèò íåóìåíüøåíèå Q̄+R.

Îñòà¼òñÿ ïîíÿòü, êàê èçìåíÿåòñÿ ýòîò �óíêöèîíàë íà ïåðâîì ýòàïå. Åñòü ðèñê, ÷òî ïðè

ìàêñèìèçàöèè Q̄ çíà÷åíèå Q ìîæåò óìåíüøèòüñÿ, ïîýòîìó ïðè ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà íåîá-

õîäèìî äîïîëíèòåëüíî ïðîâåðÿòü, ÷òî çíà÷åíèå Q óâåëè÷èëîñü íà èòåðàöèè è èñïîëüçîâàòü

íîâîå çíà÷åíèå Φ è Θ òîëüêî åñëè óâåëè÷åíèå ïðîèçîøëî. Ýòà ïðîâåðêà ñòðîãî ãàðàíòèðóåò

íåóìåíüøåíèå Q íà èòåðàöèÿõ.

4. Ìîäè�èêàöèÿ M-øàãà

Îáû÷íî â ðåàëèçàöèÿõ EM-àëãîðèòìà äëÿ ARTM [1; 4; 12℄ ðåãóëÿðèçàöèîííûå ïîïðàâêè

rwt è rtd ðàññ÷èòûâàþòñÿ â òî÷êå (Φk,Θk). Â ýòîì ñëó÷àå íåò òåîðåòè÷åñêèõ ãàðàíòèé íà

óâåëè÷åíèå Q íà ýòàïå ðåãóëÿðèçàöèîííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ïîýòîìó àëãîðèòì ìîæåò ñîéòèñü

â íåïîäâèæíóþ òî÷êó îòîáðàæåíèÿ, à íå â ñòàöèîíàðíóþ òî÷êó �óíêöèîíàëà L+R, èç-çà ÷åãî
çíà÷åíèå L+R îêàæåòñÿ ñóáîïòèìàëüíûì.

Òåîðåìà 3 óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè ðàññ÷èòûâàòü rwt è rtd â òî÷êå
(

(nk
wt/n

k
t ), (n

k
td/n

k
d)
)

, òî åñòü

íà îñíîâå âåëè÷èí, ïîäñ÷èòàííûõ íà M-øàãå k-é èòåðàöèè, òî áóäóò âûïîëíåíû òåîðåòè÷åñêèå

ãàðàíòèè îïòèìàëüíîñòè.
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Òàêèì îáðàçîì, îáû÷íûå �îðìóëû M-øàãà äëÿ ðåãóëÿðèçàöèîííûõ ïîïðàâîê

rkwt = φk−1
wt

∂R

∂φwt

(

Φk−1
wt ,Θk−1

td

)

; rktd = θk−1
td

∂R

∂θtd

(

Φk−1
wt ,Θk−1

td

)

; (4.2)

çàìåíÿþòñÿ íà ìîäè�èöèðîâàííûå ñîãëàñíî Òåîðåìå 3:

rkwt =
nk
wt

nk
t

∂R

∂φwt

(

nk
wt

nk
t

,
nk
td

nk
d

)

; rktd =
nk
td

nk
d

∂R

∂θwt

(

nk
wt

nk
t

,
nk
td

nk
d

)

. (4.3)

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå áóäåò ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ýòèõ äâóõ âåðñèé EM-àëãîðèòìà íà ðå-

àëüíîé òåêñòîâîé êîëëåêöèè.

5. Ýêñïåðèìåíò

Ñîãëàñíî Òåîðåìå 3, åñëè ðàññ÷èòûâàòü ðåãóëÿðèçàöèîííûå ïîïðàâêè rwt è rtd íå ïî ìàò-
ðèöàì Φwt è Θtd ñ ïðåäûäóùåé èòåðàöèè, à ïî ìàòðèöàì (nwt) è (ntd), òî çíà÷åíèå îïòèìè-

çèðóåìîãî �óíêöèîíàëà áóäåò ãàðàíòèðîâàííî óâåëè÷èâàòüñÿ íà âòîðîì ýòàïå èòåðàöèîííîãî

ïðîöåññà. Îæèäàåòñÿ, ÷òî ýòî óñêîðèò îïòèìèçàöèþ, ïîçâîëÿÿ çà òî æå ÷èñëî èòåðàöèé ïîëó-

÷àòü ëó÷øèå çíà÷åíèÿ ìàêñèìèçèðóåìîãî êðèòåðèÿ.

Äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêè ýòîãî óòâåðæäåíèå ìû èñïîëüçîâàëè ëåììàòèçèðîâàí-

íóþ êîëëåêöèþ íîâîñòíûõ ñîîáùåíèé íà àíãëèéñêîì ÿçûêå ¾20 NewsGroups¿ [7℄. Òåìàòè÷åñêàÿ

ìîäåëü ñòðîèëàñü EM-àëãîðèòìîì äëÿ ARTM, îïèñàííûì â [13℄, ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåãóëÿðè-

çàòîðà äåêîððåëèðîâàíèÿ [8℄:

R(Φ) = −
τ

|T |(|T | − 1)

∑

t6=s

∑

w∈W

φwtφws.

Äàííûé ðåãóëÿðèçàòîð áûë âûáðàí êàê îäèí èç íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûõ. Åãî ìàêñè-

ìèçàöèÿ ñïîñîáñòâóåò óâåëè÷åíèþ ïîïàðíîé ðàçëè÷íîñòè òåì êàê ñòîëáöîâ ìàòðèöû Φ, óëó÷-
øàåò èíòåðïðåòèðóåìîñòü òåì è ñïîñîáñòâóåò âûäåëåíèþ �îíîâûõ òåì ñ îáùåé ëåêñèêîé ÿçû-

êà. Ïðè ýòîì ðåãóëÿðèçàòîð äåêîððåëèðîâàíèÿ íå èìååò àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ äëÿ çàäà÷è

ìàêñèìèçàöèè �óíêöèîíàëà Q íà M-øàãå.

Â ýêñïåðèìåíòå ìû ïðîâåðÿëè, êàê íà èòåðàöèÿõ àëãîðèòìà èçìåíÿåòñÿ çíà÷åíèå îïòèìè-

çèðóåìîãî �óíêöèîíàëà L(Φ,Θ) + R(Φ). Çíà÷åíèÿ τ ïåðåáèðàëèñü â òàêîì èíòåðâàëå, ÷òîáû

àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà R áûëà ñîèçìåðèìà ñ àáñîëþòíûì çíà÷åíèåì L è ðåãóëÿðèçàòîð îêàçû-

âàë çàìåòíîå âëèÿíèå íà ìîäåëü â ïðîöåññå îïòèìèçàöèè. Ñðàâíèâàëèñü äâå âåðñèè M-øàãà:

ñòàíäàðòíàÿ (4.2) è ìîäè�èöèðîâàííàÿ (4.3).

Íà �èñ. 1 âèäíî, ÷òî ïðè ñòàíäàðòíûõ �îðìóëàõ M-øàãà íà ïåðâûõ èòåðàöèÿõ ïðîèñõîäèò

óìåíüøåíèå �óíêöèîíàëà L+R, ïðè÷¼ì ñ ðîñòîì τ êîëè÷åñòâî òàêèõ èòåðàöèé ðàñò¼ò. Â òî æå

âðåìÿ äëÿ ìîäè�èöèðîâàííîãî øàãà òîëüêî îäíà èòåðàöèÿ ïðîèñõîäèò ñ óìåíüøåíèåì L+R,
äàëåå íàáëþäàåòñÿ ðîñò çíà÷åíèé. Êàê è ïðåäïîëàãàëîñü, ýòî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü çàìåòíî ëó÷-

øèå çíà÷åíèÿ L+R â òî÷êå, ê êîòîðîé ñõîäèòñÿ àëãîðèòì. Èõ ñðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ â òàáëèöå,

�èñ.2. Òàêæå çàìåòèì, ÷òî ÷åì áîëüøå τ , òî åñòü ÷åì ñèëüíåå âîçäåéñòâèå ðåãóëÿðèçàòîðà íà

ìîäåëü, òåì ñóùåñòâåííåå ïðåäëîæåííàÿ ìîäè�èêàöèÿ óëó÷øàåò ïîëó÷åííîå ðåøåíèå.

6. Çàêëþ÷åíèå

Äàííàÿ ðàáîòà çàêðûâàåò ïðîáëåìó îáîñíîâàíèÿ ñõîäèìîñòè EM-àëãîðèòìà â ARTM ïðè

ïðîèçâîëüíîì ãëàäêîì êðèòåðèè ðåãóëÿðèçàöèè. Ïîëó÷åííûå îãðàíè÷åíèÿ íà ðåãóëÿðèçàòîð

http://qwone.com/~jason/20Newsgroups/
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�èñ. 1. Èçìåíåíèå �óíêöèîíàëà L+R íà èòåðàöèÿõ, |T | = 30, ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ êîý��èöèåíòà
ðåãóëÿðèçàöèè τ (ãðà�èêè ïîäïèñàíû çíà÷åíèÿìè τ , óìåíüøåííûìè â 108 ðàç).

τ L+R ñòàíäàðò L+R ìîäè�èêàöèÿ Óâåëè÷åíèå L+R, %

107 -3536050 -3536340 -0.01

108 -3693905 -3691338 0.07

1.5 · 108 -4509247 -4448501 1.35

2.0 · 108 -5018335 -4808217 4.19

2.5 · 108 -5790283 -5388187 6.94

3.0 · 108 -6363392 -5848354 8.09

3.5 · 108 -7223361 -6374974 11.75

4.0 · 108 -8055262 -6982549 13.32

4.5 · 108 -8941616 -7586618 15.15

5.0 · 108 -9532948 -8259205 13.36

�èñ. 2. Èòîãîâûå çíà÷åíèÿ �óíêöèîíàëà L+R ïî îêîí÷àíèè èòåðàöèé.

íå ÿâëÿþòñÿ îáðåìåíèòåëüíûìè, ëåãêî ïðîâåðÿþòñÿ è ëåãêî îáåñïå÷èâàþòñÿ ïðîãðàììíîé ðå-

àëèçàöèåé. Âåñüìà íåîæèäàííûì îêàçàëñÿ òîò �àêò, ÷òî èòåðàöèîííûé ïðîöåññ, îáû÷íî èñ-

ïîëüçóåìûé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåãóëÿðèçîâàííûõ ìîäåëåé, â îáùåì ñëó÷àå íå ãàðàíòèðóåò ñõî-

äèìîñòè ê ñòàöèîíàðíîé òî÷êå. Ìîäè�èêàöèÿ EM-àëãîðèòìà, èñïðàâëÿþùàÿ ýòîò íåäîñòàòîê,

íå òðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ çàòðàò âðåìåíè èëè ïàìÿòè. Îíà ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òîáû ïðè âû-

÷èñëåíèè ðåãóëÿðèçàöèîííûõ ïîïðàâîê âìåñòî òåêóùèõ çíà÷åíèé óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé φwt,

θtd ïîäñòàâëÿòü èõ íåðåãóëÿðèçîâàííûå ÷àñòîòíûå îöåíêè � ðîâíî òå, êîòîðûå âû÷èñëÿþòñÿ

â ìîäåëè PLSA.
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