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Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿÑõåìû�àíãè ïðîñòûõ òîæäåñòâÎöåíêè íà ðàíãè òîæäåñòâ Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÁëèçêèå çàäà÷è
Çàäà÷à ïðîâåðêè òîæäåñòâà (Problem Identity Testing):Ïóñòü ìíîãî÷ëåí p çàäàí â íåêîòîðîì âèäå (ñõåìà).Òðåáóåòñÿ îòâåòèòü íà âîïðîñ: ÿâëÿåòñÿ ëè pòîæäåñòâåííûì íóëåì èëè íåò.
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Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿÑõåìû�àíãè ïðîñòûõ òîæäåñòâÎöåíêè íà ðàíãè òîæäåñòâ Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÁëèçêèå çàäà÷è
Ñâÿçü ñ PCP-òåîðåìîé;Câÿçü ñ çàäà÷åé äåðàíäîìèçàöèè (Agrawal, 2005);Ñâÿçü ñ íèæíèìè îöåíêàìè íà âû÷èñëåíèå äåòåðìèíàíòà èïåðìàíåíòà.
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Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿÑõåìû�àíãè ïðîñòûõ òîæäåñòâÎöåíêè íà ðàíãè òîæäåñòâ Ñëó÷àé ãëóáèíû 3Ñëîæíîñòü ñëó÷àÿ ãëóáèíû 3Ñõåìà � ýòî îðèåíòèðîâàííûé ãðà�, âåðøèíû êîòîðîãîðàçäåëåíû íà ñëîè;Â óçëàõ � îïåðàöèè × è +, â ëèñòüÿõ � ïåðåìåííûå èêîý��èöèåíòû;Ñõåìû ãëóáèíû 3:
C =

k∑

i=1

Tij ,ãäå Tij - ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíûõ �îðì;
k - âåëè÷èíà âåðõíåãî ñëîÿ;
d - �îðìàëüíàÿ ñòåïåíü C.Èâàíîâà À. Â. Òîæäåñòâà ñ ìíîãî÷ëåíàìè 4 / 16



Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿÑõåìû�àíãè ïðîñòûõ òîæäåñòâÎöåíêè íà ðàíãè òîæäåñòâ Ñëó÷àé ãëóáèíû 3Ñëîæíîñòü ñëó÷àÿ ãëóáèíû 3

�èñ.: Ïðèìåðû ñõåì
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Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿÑõåìû�àíãè ïðîñòûõ òîæäåñòâÎöåíêè íà ðàíãè òîæäåñòâ Ñëó÷àé ãëóáèíû 3Ñëîæíîñòü ñëó÷àÿ ãëóáèíû 3
Ñâîäèìîñòü ê ñëó÷àþ ãëóáèíû 3Äëÿ ñëó÷àÿ ìíîãî÷ëåíà íà n ïåðåìåííûõ íàä ïîëåì C ñòåïåíè
d, âû÷èñëÿåìîãî ñõåìîé ðàçìåðà s, ìîæíî ïîñòðîèòü ñõåìóãëóáèíû 3 ðàçìåðà expO(

√
d log d log n log s)

Èâàíîâà À. Â. Òîæäåñòâà ñ ìíîãî÷ëåíàìè 6 / 16



Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿÑõåìû�àíãè ïðîñòûõ òîæäåñòâÎöåíêè íà ðàíãè òîæäåñòâ Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿÎöåíêà íà ðàíãÏðèìåðû òîæäåñòâÎïðåäåëåíèÿ
[Ïðîñòàÿ ñõåìà] Ñõåìà C íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé, åñëè íåñóùåñòâóåò íåíóëåâîé ëèíåéíîé �îðìû, äåëÿùåé êàæäûé
Ti.
[Ìèíèìàëüíàÿ ñõåìà] Ñõåìà C íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîé,åñëè äëÿ ëþáîãî ñîáñòâåííîãî ïîäìíîæåñòâà S ∈ [k]:∑

i∈S Ti íå íóëåâàÿ.
[�àíã ñõåìû] �àíã ñõåìû, rank(C), îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðàíãñåìåéñòâà ëèíåéíûõ �îðì li,j , ðàññìàòðèâàåìûõ êàê
n�ìåðíûå âåêòîðà íàä ïîëåì F.Èâàíîâà À. Â. Òîæäåñòâà ñ ìíîãî÷ëåíàìè 7 / 16



Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿÑõåìû�àíãè ïðîñòûõ òîæäåñòâÎöåíêè íà ðàíãè òîæäåñòâ Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿÎöåíêà íà ðàíãÏðèìåðû òîæäåñòâ
Îöåíêà íà ðàíãè òîæäåñòâÏóñòü |F| > d. Òîãäà ðàíã ïðîñòîãî, ìèíèìàëüíîãî ΣΠΣ(k, d) òîæäåñòâà, âêîòîðîì íàèáîëüøåå ÷èñëî íåçàâèñèìûõ ñëàãàåìûõ ðàâíî k′, íå áîëåå,÷åì 3(k−1)(k−2)

2
+ 9(k − k′)k′ log d.
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Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿÑõåìû�àíãè ïðîñòûõ òîæäåñòâÎöåíêè íà ðàíãè òîæäåñòâ Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿÎöåíêà íà ðàíãÏðèìåðû òîæäåñòâÑëó÷àé F = F2Íèæíèå îöåíêè íà ðàíã Ω(k log d)
C(x1, . . . , xr) :=

∏

b1,...,br−1∈F2
b1+···+br−1≡1

(b1x1 + · · ·+ br−1xr−1)+

+
∏

b1,...,br−1∈F2
b1+···+br−1≡0

(xr + b1x1 + · · ·+ br−1xr−1)+

+
∏

b1,...,br−1∈F2
b1+···+br−1≡1

(xr + b1x1 + · · ·+ br−1xr−1)Èâàíîâà À. Â. Òîæäåñòâà ñ ìíîãî÷ëåíàìè 9 / 16



Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿÑõåìû�àíãè ïðîñòûõ òîæäåñòâÎöåíêè íà ðàíãè òîæäåñòâ Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿÎöåíêà íà ðàíãÏðèìåðû òîæäåñòâÀëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ òîæäåñòâàÏóñòü D :=
∑k

j=1 Tj � ïðîñòàÿ, ìèíèìàëüíàÿ è íóëåâàÿ ΣΠΣñõåìà íàä F2, îïðåäåëåííàÿ íà ïåðåìåííûõ y1, . . . , ys. Ïóñòüñòåïåíü D ðàâíà g, âåðõíèé ñëîé k, ðàíã s. C îïðåäåëåíà âûøå,ïðè÷åì C = S1 + S2 + S3. Òîãäà ñõåìà, îïðåäåëÿåìàÿ
D′ :=

k−1∑

j=1

Tj · S1 − Tk · S2 − Tk · S3,ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé, ïðîñòîé è íóëåâîé ñî ñòåïåíüþ
d′ = d+ g, âåðõíèì ñëîåì, ðàâíûì k′ = k + 1, è ðàíãîì
r′ = s+ r. Èâàíîâà À. Â. Òîæäåñòâà ñ ìíîãî÷ëåíàìè 10 / 16



Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿÑõåìû�àíãè ïðîñòûõ òîæäåñòâÎöåíêè íà ðàíãè òîæäåñòâ Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿÎöåíêà íà ðàíãÏðèìåðû òîæäåñòâÑëó÷àé F = Fp

C(x1, . . . , xr) :=
∏

b1,...,br−1∈Fp

b1+···+br−1≡1

(b1x1 + · · ·+ br−1xr−1)+

+
∏

b1,...,br−1∈Fp

b1+···+br−1≡0

(xr + b1x1 + · · ·+ br−1xr−1)+

+
∏

b1,...,br−1∈Fp

b1+···+br−1≡1

(xr + b1x1 + · · ·+ br−1xr−1)Äëÿ ñëó÷àÿ áîëüøåãî k äàëüíåéøåå ïîñòðîåíèåàíàëîãè÷íî. Èâàíîâà À. Â. Òîæäåñòâà ñ ìíîãî÷ëåíàìè 11 / 16



Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿÑõåìû�àíãè ïðîñòûõ òîæäåñòâÎöåíêè íà ðàíãè òîæäåñòâ Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿÎöåíêà íà ðàíãÏðèìåðû òîæäåñòâÑëó÷àé ïîëÿ áåñêîíå÷íîé õàðàêòåðèñòèêè (F = R)
x4(x4 + x1 + x2)(x4 + x2 + x3)(x4 + x3 + x1)−

−(x4 + x1)(x4 + x2)(x4 + x3)(x4 + x1 + x2 + x3)+

+x1x2x3(2x4 + x1 + x2 + x3)Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïðè k = 3 îöåíêàîïòèìàëüíà (ðàíã ðàâåí 4)
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Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿÑõåìû�àíãè ïðîñòûõ òîæäåñòâÎöåíêè íà ðàíãè òîæäåñòâ Ñèëüâåñòð-�àëëàèÀëãîðèòì äëÿ îãðàíè÷åííîãî ðàíãàÇàêëþ÷åíèå
S � êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà
FP

n. Èíà÷å ãîâîðÿ, S � ïîäìíîæåñòâî âåêòîðîâ â F
n+1òàêîå, ÷òî íè îäèí âåêòîð â S íå ÿâëÿåòñÿ êîëëèíåàðíûìäðóãîìó. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∀V ⊂ S, ñîñòîÿùåãî èç këèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ, ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà Vñîäåðæèò êàê ìèíèìóì k + 1 âåêòîð èç S. Òîãäà Síàçûâàåòñÿ SGk-çàìêíóòûì.Íàèáîëüøèé âîçìîæíûé ðàíã SGk-çàìêíóòîãî ìíîæåñòâàèç íå áîëåå, ÷åì m âåêòîðîâ F

n (äëÿ ëþáîãî n)îáîçíà÷àåòñÿ êàê SGk(F,m)Îöåíêà íà ðàíãè òîæäåñòâÏóñòü |F| > d. Òîãäà ðàíã ïðîñòîãî, ìèíèìàëüíîãî ΣΠΣ(k, d) òîæäåñòâà, âêîòîðîì íàèáîëüøåå ÷èñëî íåçàâèñèìûõ ñëàãàåìûõ ðàâíî k′, íå áîëåå,÷åì 3(k−1)(k−2)
2

+ (k − k′) · SGk′(F, d).Èâàíîâà À. Â. Òîæäåñòâà ñ ìíîãî÷ëåíàìè 13 / 16



Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿÑõåìû�àíãè ïðîñòûõ òîæäåñòâÎöåíêè íà ðàíãè òîæäåñòâ Ñèëüâåñòð-�àëëàèÀëãîðèòì äëÿ îãðàíè÷åííîãî ðàíãàÇàêëþ÷åíèåÓçåë ïî ìîäóëþ èäåàëà I îò ìóëüòèïëèêàòèâíîãî÷ëåíà(nodI ) � ïðîèçâåäåíèå âñåõ ëèíåéíûõ �îðì âìóëüòèïëèêàòèâíîì ÷ëåíå, òàêèå ÷òî îíè ¾ïîõîæè¿ ïîìîäóëþ èäåàëà. Äâå �îðìû l1 è l2 ¾ïîõîæè¿, åñëè
∃c ∈ F

∗ : l1 ≡ cl2 (mod I)Ïóñòü I - èäåàë, ïîðîæäåííûé êàêèìè-òîìóëüòèïëèêàòèâíûìè ÷ëåíàìè. Ïóñòü vi - ïîä÷ëåí Ti(L(vi) ⊂ L(Ti)), ∀i ∈ [k]. Íàçîâåì êîðòåæ (I, v1, . . . , vk)ïóòåì C ïî ìîäóëþ I, åñëè
∀i ∈ [k] : vi ∈ nod〈I,v1,...,vi−1〉(Ti).Èâàíîâà À. Â. Òîæäåñòâà ñ ìíîãî÷ëåíàìè 14 / 16



Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿÑõåìû�àíãè ïðîñòûõ òîæäåñòâÎöåíêè íà ðàíãè òîæäåñòâ Ñèëüâåñòð-�àëëàèÀëãîðèòì äëÿ îãðàíè÷åííîãî ðàíãàÇàêëþ÷åíèåÑåðòè�èêàò äëÿ òîæäåñòâàÏóñòü I - èäåàë, ïîðîæäåííûé ìóëüòèïëèêàòèâíûìè ÷ëåíàìè.Ïóñòü C =
∑

i∈[k] Ti ÿâëÿåòñÿ ΣΠΣ(k, d) è íå ÿâëÿåòñÿ íóëåâîéïî ìîäóëþ I. Òîãäà ∃i ∈ {0, . . . , k − 1} : C[i] (mod I) èìååòïóòü p òàêîé, ÷òî
C[i]′ ≡ α · Ti+1 6≡ 0(mod p).Äëÿ ïîëÿ F = R ñóùåñòâóåò íåàäàïòèâíûé àëãîðèòì,ñëîæíîñòü êîòîðîãî çàâèñèò îò k ýêñïîíåíöèàëüíî.
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Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿÑõåìû�àíãè ïðîñòûõ òîæäåñòâÎöåíêè íà ðàíãè òîæäåñòâ Ñèëüâåñòð-�àëëàèÀëãîðèòì äëÿ îãðàíè÷åííîãî ðàíãàÇàêëþ÷åíèå
Äàæå ñõåìû ãëóáèíû 3 � äîñòàòî÷íî ñëîæíàÿ ñòðóêòóðà;îöåíêè íà ðàíãè òîæäåñòâ äàþò íàäåæäó íà òî, ÷òî òàêèåñõåìû èìåþò ïðîñòîé âèä;èç ñëó÷àÿ F = R ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî îöåíêà
O(k2 log d) íà ðàíã ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî çàâûøåíîé õîòÿ áûäëÿ ñëó÷àÿ òàêîãî ïîëÿ.
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