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План доклада

Линейная нормальная модель сигнала.
Процедуры фильтрации и интерполяции.
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Общая постановка задачи

Дан Y = (yt , t = 1 . . .N) — наблюдаемый сигнал,
yt ∈ Y ⊆ R.
Скрытый процесс X = (xt , t = 1 . . .N) — модель
наблюдаемого сигнала, xt ∈ X ⊆ Rn.
Нужно для сигнала Y подобрать наиболее подходящую
модель X .
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Байесовский подход

Марковская модель

ψt(xt |x1, . . . , xt−1) = ψt(xt |xt−1).

ϕt(yt |y1, . . . , yt−1,X ) = ϕt(yt |y1, . . . , yt−1, xt).

Оптимизационная задача

η0(x0) = logψ0(x0), ηt(xt |Y t) = logϕt(yt |Y t−1; xt),
γt(xt−1, xt) = logψt(xt |xt−1), t = 1, . . . ,N.

X̂ (Y ) = arg max
X∈X

N∑
t=0

ηt(xt |Y t) +
N∑

t=1

γt(xt−1, xt).
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Линейная нормальная модель сигнала со скрытой
компонентой

Предполагаем следующую модель порождения данных:{
xt = Vtxt−1 + εt ;

yt = ctxt + ξt .

Vt(n × n), M(εt) = 0, M(εtε
T
s ) = 0 при t 6= s,

M(εtε
T
t ) = σ2U−1

t .
ct ∈ Rn, M(ξt) = 0, M(ξtξ

T
s ) = 0 при t 6= s, M(ξtξ

T
t ) = σ2,

M(εtξs) = 0.
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Предположения о нормальности

Предположения о шуме

εt ∼ N (0, σ2U−1
t ), ξt ∼ N (0, σ2).

Начальное значение скрытого процесса — априорная модель

x0 ∼ N (x0|0,B
−1
0|0).

Отсутствие априорных знаний о скрытом процессе может быть
выражено следующим образом:

B−1
0|0 =


ρ 0 . . . 0
0 ρ . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . ρ

⇒ B0|0 = 0,

ρ→∞.
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Процедура фильтрации

Фильтрационные плотности распределения

Y t = (y1, . . . , yt).
pt|t(xt) = p(xt |Y t) ∼ N (x̂t|t ,B

−1
t|t ).

Процедура фильтрации заключается в последовательном
нахождении фильтрационных плотностей распределения.
Начальные значения берутся из априорной модели.

Шаг процедуры фильтрацииx̂t|t = Vt x̂t−1|t−1 + B−1
t|t ct

(
yt − cT

t Vt x̂t−1|t−1
)
,

Bt|t = ctcT
t +

(
VtB−1

t−1|t−1V
T
t + U−1

t

)−1
.
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Процедура интерполяции

Интерполяционные плотности распределения

pt|N(xt) = p(xt |Y ) ∼ N (x̂t|N ,B
−1
t|N).

Процедура интерполяции заключается в последовательном
нахождении интерполяционных плотностей распределения.
Апостериорное матожидание x̂N|N и ковариационная матрица
B−1

N|N вычислены на последнем шаге процедуры фильтрации.

Шаг процедуры интерполяции
x̂t|N = x̂t|t + Ht

(
x̂t+1|N − Vt+1x̂t|t

)
,

B−1
t|N = HtB−1

t+1|NHT
t +

(
VT

t+1Ut+1Vt+1 + B−1
t|t

)−1
,

Ht = B−1
t|t V

T
t+1

(
Vt+1B−1

t|t V
T
t+1 + U−1

t+1

)−1
.
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Модель тренда

Пусть тренд выражается полиномом степени не выше k :
g(t) = aktk + · · ·+ a1t + a0. Тогда, зная значения g(t0), . . . ,
g(tk), можно восстановить все коэффициенты полинома и
значение g(t) в любой момент времени. Это может быть
выражено следующим образом: gτ

...
gτ+k

 = V g

 gτ−k−1
...

gτ−1

 .

Здесь матрица V g размера (k + 1)× (k + 1) зависит только от
степени полинома k .
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Модель сезонности

Пусть сезонность выражается l гармониками:

h(t) = a0 +
l∑

i=1
ai cos(wi t) + bi sin(wi t), wi = 2πi . Зная 2l + 1

значений h(t0), . . . , h(t2l ), можно восстановить коэффициенты
и значение h(t) в любой момент времени. Это может быть
выражено следующим образом: hτ

...
hτ+2l

 = V h

 hτ−2l−1
...

hτ−1

 .

Здесь матрица V h размера (2l + 1)× (2l + 1) зависит только от
l .
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Скрытые переменные тренда и сезонности

zt = (xT
t , gT

t ,hT
t )

T

Линейная нормальная модель с трендом и сезонностью

{
zt = Vtzt−1 + εt , t = 2, . . . ,N;

yt = cT
t zt + ξt = (cx

t )
Txt + g1

t + · · ·+ gk+1
t + h1

t + · · ·+ h2l+1
t + ξt .

Vt =

 Vx
t 0 0

0 V g 0
0 0 V h

 , U−1
t =

(
(Ux

t )
−1 0

0 0

)
.
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Задача анализа ВВП

yt — ВВП за квартал, t = 1 . . .N
Скрытый процесс zt = (xT

t , gT
t ,hT

t )
T , где

xt =

 xt,1
xt,2
xt,3

 — сигнал без учета тренда и сезонности

по месяцам,

gt =

 gt,1
gt,2
gt,3

 — тренд за квартал по месяцам,

ht =

 ht,1
ht,2
ht,3

 — сезонность за квартал по месяцам.

yt = cTzt + ξt =
xt,1 + xt,2 + xt,3 + gt,1 + gt,2 + gt,3 + ht,1 + ht,2 + ht,3 + ξt ,
t=1,. . . ,N.
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Компонента с шумом

xτ = xτ−1 + ητ , τ = 2, . . . , 3N,
M(ητ ) = 0, D(ητ ) = σ2

x , M(ητ1ητ2) = 0 при τ1 6= τ2.

xt =

 xτ
xτ+1
xτ+2

 — компонента скрытого процесса.

V x =

 0 0 1
0 0 1
0 0 1

,

(Ux)−1 =

 1 1 1
1 2 2
1 2 3

 .

τ — номер месяца.
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Компоненты тренда и сезонности

gτ = 3gτ−1 − 3gτ−2 + gτ−3, τ = 4, . . . , 3N.

gt =

 gτ
gτ+1
gτ+2

 — компонента скрытого процесса.

V g =

 1 −3 3
3 −8 6
6 −15 10

.

hτ = 2
[
cos
(2π

T

)]
hτ−1 − hτ−2, τ = 3, . . . , 3N.

ht =

 hτ
hτ+1
hτ+2

 — компонента скрытого процесса.

V h =

 0 −1 2 cos(w)
0 −2 cos(w) 4 cos2(w)− 1
0 −(4 cos2(w)− 1) 8 cos3(w)− 4 cos(w)

.
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Линейная нормальная модель

Модель сводится к виду, рассмотренному выше:{
zt = V zt−1 + εt , t = 2, . . . ,N;

yt = ctzt + ξt , t = 1, . . . ,N;

где скрытый процесс zt = (xt , gt ,ht)
T ,

ct = (1 . . . 1)T [9× 1],

V =

 V x 0 0
0 V g 0
0 0 V h

 [9× 9].
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Зашумленная скрытая компонента
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Скрытая компонента тренда
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Скрытая компонента сезонности
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Наблюдаемый сигнал
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Результаты работы

Предложен способ моделирования тренда и сезонности в
рамках линейной нормальной модели нестационарной
регрессии.
Предложенный метод реализован в среде MATLAB.
Предложенные модели проиллюстрированы на задаче
анализа ВВП.
Проведен вычислительный эксперимент, который показал
работоспособность предложенного метода, но также и
выявил некоторые его недостатки.
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