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1 Доказательство No free Lunch theorem

Доказательство.
Выберем C — подмножество X мощности 2n. Всего существует T = 22n функций

из C в {0, 1}. Обозначим эти функции как f1, . . . , fT . Для каждой такой функции
введем распределение Pi на C × {0, 1}, приписывающая

Pi({(X, Y )}) = 1

|C|
, если y = fi(x).

Очевидно, что риск fi по отношению мере Pi нулевой. Обозначим обучающую вы-
борку как S, тогда f̂ = A(S). Докажем, что для любого обучающего алгоритма A,
если f̂ — получающийся в результате обучения классификатор, то выполняется

max
i∈{1,...,22n}

ES∼Pn
i
L(X,Y )∼Pi

(f̂) ≥ 1

4

и нулевую вероятность остальным парам (X, Y ). Если удастся доказать это неравен-
ство, то отсюда следует, что существует функция f = fi и соответствующая мера
Pi такие, что EL(f̂) ≥ 1

4
. Для заданных мер математические ожидания можно по-

считать явно. Действительно, обозначим S1
j , . . . , S

k
j возможные k = (2n)n реализации

1
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выборок с y = fj(x). Таким образом,

max
i∈{1,...,22n}

ES∼Pn
i
L(X,Y )∼Pi

(f̂) =

max
i∈{1,...,22n}

1

k

k∑
j=1

L(X,Y )∼Pi
(A(Sij)) ≥

1

22n

22n∑
i=1

1

k

k∑
j=1

L(X,Y )∼Pi
(A(Sij)) =

1

k

k∑
j=1

1

22n

22n∑
i=1

L(X,Y )∼Pi
(A(Sij)) ≥

min
j∈{1,...,k}

1

22n

22n∑
i=1

L(X,Y )∼Pi
(A(Sij)).

Фиксируем некторое j ∈ {1, . . . , k}. Обозначаем Sj = (x1, . . . , xn) и пусть v1, . . . , vp
— объекты из C, не попавшие в обучающую выборку. Очевидно, что p ≥ m. Таким
образом, для каждой функции h : C → {0, 1} имеет место

L(X,Y )∼Pi
(h) =

1

2n

∑
x∈C

I[h(x) 6= fi(x)] ≥

1

2p

p∑
r=1

I[h(vr) 6= fi(vr)].

Таким образом,

1

22n

22n∑
i=1

L(X,Y )∼Pi
(A(Sij)) ≥

1

22n

22n∑
i=1

1

2p

p∑
r=1

I[A(Sij)(vr) 6= fi(vr)] ≥

1

2
min

r∈{1,...,p}

1

22n

22n∑
i=1

I[A(Sij)(vr) 6= fi(vr)]

Теперь можно функции f1, . . . , fT разбить на T
2
непересекающихся пар (fi, fi′) таких,

что в одной паре значения отличаются только на некотором фиксированном объекте
vr. Для таких пар, очевидно что Sij = Si

′
j . А значит на половине пар последний

индикатор будет ненулевым для любого обучающего алгоритма A и:

1

2
min

r∈{1,...,p}

1

22n

22n∑
i=1

I[A(Sij)(vr) 6= fi(vr)] =
1

4
.

Таким образом доказано неравенство для математических ожиданий. �

Упр. 1.1. Перейти от нижней оценки на математические ожидания к нижней оценке на вероят-
ности уклонений.
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2 Неравенства концентрации меры

Одним из важнейших математических инструментов, которые мы в дальней-
шем будем использовать, являются неравенства концентрации меры. Общий смысл
таких неравенств заключается в явном выражении для вероятности отклонения слу-
чайных величин и функций от них от их медиан и математических ожиданий. Базо-
вым неравенством является неравенство Маркова:

Лемма 2.1 (неравенство Маркова). Пусть X – неотрицательная случайная ве-
личина с конечным математическим ожиданием. Тогда для любого t > 0

P {X ≥ t} ≤ EX
t
.

Упр. 2.1. Доказать неравенство Маркова.

Лемма 2.2 (неравенство Чебышева). Пусть X — случайная величина с конеч-
ными математическим ожиданием и дисперсией. Тогда для любого t > 0

P {|X − EX| ≥ t} ≤ D(X)

t2
.

Доказательство.

P {|X − EX| ≥ t} = P
{
(X − EX)2 ≥ t2

}
≤ D(X)

t2
.

�

Важным инструментом для получения неравенств концентрации являются верхние
оценки производящей функции моментов. Зафиксируем некоторое λ > 0 и запишем
неравенство Маркова:

P {|X − EX| ≥ t} = P {λ|X − EX| ≥ λt} = P {exp(λ|X − EX|) ≥ exp(λt)} ≤ E exp(λX)

exp(λt)
.

В числителе последней дроби возникает производящая функция моментов случайной
величины X. Метод Чернова заключается в минимизации по λ последнего неравен-
ства или его верхней оценки.

Лемма 2.3 (лемма Хеффдинга). Пусть X – случайная величина, такая что по-
чти наверное X ∈ [a, b] и EX = 0. Тогда для всех λ > 0

E exp(λX) ≤ exp

(
λ2(b− a)2

8

)
.

Упр. 2.2. Доказать лемму Хеффдинга.

Теорема 2.4 (неравенство Хеффдинга). Пусть Z1, . . . , Zn - независимые слу-
чайные величины, такие что с вероятностью единица Zi ∈ [ai, bi]. Обозначим Sn =

=
n∑
i=1

Zi, тогда для любого t > 0 имеют место неравенства

P {Sn − ESn ≥ t} ≤ exp

 −2t2
n∑
i=1

(bi − ai)2


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и

P {Sn − ESn ≤ −t} ≤ exp

 −2t2
n∑
i=1

(bi − ai)2


Упр. 2.3. Доказать неравенство Хеффдинга с помощью леммы Хеффдинга и метода Чернова.

Докажем один очень полезный результат: так называемое неравенство ограни-
ченных разностей. Пусть функция g : X n → R удовлетворяет условию ограниченных
разностей:

sup
x1,...,xn,x′

|g(x1, . . . , xn)− g(x1, . . . , xi−1, x′, xi+1, . . . , xn)| ≤ ci, 1 ≤ i ≤ n.

Лемма 2.5 (лемма Хеффдинга). Пусть V — случайная величина, а Z — случа-
ный вектор, такие что E(V |Z) = 0 и для некоторой неотрицательной функции h и
константы c > 0 с вероятностью единица имеет место неравенство:

h(Z) ≤ V ≤ h(Z) + c

Тогда для λ > 0:

E[exp(λV )|Z] ≤ exp

(
λ2c2

8

)
.

Доказательство.
Повторяет доказательство леммы 2.3. �

Теорема 2.6. Если X1, . . . , Xn - независимые случайные величины, а функция g
обладает свойством ограниченных разностей, тогда для t ≥ 0:

P{g(X1, . . . , Xn)− Eg(X1, . . . , Xn) ≥ t} ≤ exp

− 2t2

n∑
i=1

c2i

 ,

P{Eg(X1, . . . , Xn)− g(X1, . . . , Xn) ≥ t} ≤ exp

− 2t2

n∑
i=1

c2i

 .

Доказательство.
Введем случайную величину V = g − Eg и определим

Vi = E{g|X1, . . . , Xi} − E{g|X1, . . . , Xi−1}, i = 1, . . . , n.

Легко видеть, что
∑
Vi = V . Введем также случаные величины

Hi(X1, . . . , Xi) = E{g(X1, . . . , Xn)|X1, . . . , Xi}.
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Если Xi распределена согласно Fi, то

Vi = H(X1, . . . , Xi)−
∫
Hi(X1, . . . , Xi−1, x)Fi(dx).

Определим случайные величины

Wi = sup
u

(
H(X1, . . . , Xi−1, u)−

∫
Hi(X1, . . . , Xi−1, x)Fi(dx)

)
и

Zi = inf
v

(
H(X1, . . . , Xi−1, v)−

∫
Hi(X1, . . . , Xi−1, x)Fi(dx)

)
Из условия ограниченных разностей

Wi − Zi ≤ ci

Таким образом, с помощью леммы 2.5 для всех i ∈ {1, . . . , n} с учетом независимости
Xi:

E exp(λVi|X1, . . . , Xi−1) ≤ exp

(
λ2c2i
8

)
.

И почти наверное

Zi ≤ Vi ≤ Wi.

Далее используем метод Чернова и равенство E{XY } = E{Y E{X|Y }} для λ > 0:

P{g − Eg ≥ t} ≤

E expλ
n∑
i=1

Vi

exp(λt)
=

E exp

(
λ
n−1∑
i=1

Vi E{exp(λVn)|X1, . . . , Xn−1}
)

exp(λt)
≤

exp(−λt) exp

λ
2
n∑
i=1

c2i

8

 .

Оптимизируя по λ, получаем условие теоремы. �

Заметим, что неравенство ограниченных разностей является обобщением неравен-
ства Хеффдинга для практически произвольных функций ( с ограниченными разно-

стями ), зависящих от независмых случайных величин. Действительно, Sn =
n∑
i=1

Xi

является функцией с ограниченными равенствами ci = bi−ai
n

, если Xi ∈ [ai, bi].
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3 Обучаемость конечных классов

Вернемся к задаче классификации с бинарной функцией потерь. Для класси-

фикатора f введем понятие эмпирического риска Ln(f) = 1
n

n∑
i=1

`(f,Xi, Yi). Разумно

выбирать такой классификатор, который минимизирует эмпирический риск, то есть
f̂ = argminf∈F Ln(f). Алгоритмы обучения, основанные на этой идее будем называть
методами минимизации эмпирического риска.

Обозначим некоторый классификатор с минимальным риском внутри класса F
как f ∗F , то есть L(f ∗F) = inf

f∈F
L(f). Введем функционал избыточных потерь:

L(f,X, Y ) = `(f,X, Y )− `(f ∗F , X, Y ).

Легко видеть, что любой минимизатор эмпирического риска принадлежит случай-
ному множеству:{

f ∈ F :
1

n

n∑
i=1

L(f,Xi, Yi) < 0

}
.

Таким образом минимизатор эмпирического риска лежит в атипичном классе. С од-

ной стороны, для него 1
n

n∑
i=1

L(f,Xi, Yi) ≤ 0 одновременно EL(f,X, Y ) > 0. Рассмот-

рим теперь избыточный риск минимизатора эмпирического риска:

L(f̂)− L(f ∗F) =
L(f̂)− Ln(f̂) + Ln(f

∗
F)− L(f ∗F) + Ln(f̂)− Ln(f ∗F) ≤

L(f̂)− Ln(f̂) + Ln(f
∗
F)− L(f ∗F) ≤

sup
f∈F

(L(f)− Ln(f)) + sup
f∈F

(Ln(f)− L(f)).

Оба слагаемых исследуются абсолютно одинаково. Исследуем, например, первое:

Лемма 3.1 (Конечный класс функций). Пусть F = {f1, . . . , fN}. Тогда для
любого δ > 0 одновременно с вероятностью не меньше 1− δ выполнено

∀f ∈ F : L(f) ≤ Ln(f) +

√
log(N) + log 1

δ

2n
.

Доказательство.
С помощью неравенств Хеффдинга и Буля имеем

P{∃f ∈ F : L(f)− Ln(f) > ε} ≤
n∑
i=1

P{L(f)− Ln(f) > ε} ≤ N exp(−2nε2).

Отсюда:

P{∀f ∈ F : L(f)− Ln(f) ≤ ε} ≥ 1−N exp(−2nε2).

Обращая оценку, получаем утверждение теоремы. �

Применяем аналогичное рассуждение и для sup
f∈F

(Ln(f) − L(f)), снова используем

неравенство Буля и доказываем следующее утверждение:
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Теорема 3.2. Любой конечный класс является агностически PAC–обучаемым в за-
даче классификации с бинарной функцией потерь.

Упр. 3.1. Оцените выборочную сложность в задачи классификации с конечным классом F .
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