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Àííîòàöèÿ. Â çàäà÷àõ êëàññèôèêàöèè ÷àñòî âîçíèêàåò ñèòóàöèÿ, êîãäà ÷àñòü ïåðå-
ìåííûõ ðàñïðåäåëåíà íåïðåðûâíî, à ÷àñòü � äèñêðåòíî. Íàïðèìåð, â ëîãèñòè÷åñêîé
ðåãðåññèè ïðèçíàêè íåïðåðûâíû, à ïåðåìåííàÿ îòêëèêà ïîä÷èíÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèþ
Áåðíóëëè. Â ðàáîòå îïèñàí ñïîñîá îöåíêè ïëîòíîñòè ñîâìåñòíîãî íåîäíîðîäíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ, âêëþ÷àþùåãî äèñêðåòíûå è íåïðåðûâíûå âåëè÷èíû. Ðàññìîòðåí ñëó÷àé,
êîãäà âåðîÿòíîñòíûå ïðåäïîëîæåíèÿ î ðàñïðåäåëåíèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñäåëàòü íå
óäàåòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû ÿäåðíîãî ñãëàæèâàíèÿ. Â ðàáîòå òàêæå
ïðèâîäèòñÿ èõ ñðàâíåíèå ñ êëàññè÷åñêèìè ìåòîäàìè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Ýêñïåðè-
ìåíò ïðîâîäèòñÿ íà ðåàëüíûõ è ñèíòåòè÷åñêèõ äàííûõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïëîòíîñòü ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ñìåøàííîå ðàñïðåäåëåíèå,
ÿäåðíîå ñãëàæèâàíèå, ïîðîæäàþùèå àëãîðèòìû êëàññèôèêàöèè.

1. Ââåäåíèå

Â çàäà÷àõ êëàññèôèêàöèè òðåáóåòñÿ, ïî íàáîðó íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí, îïðåäåëèòü
ìåòêó êëàññà çàâèñÿùåé îò íèõ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Àëãîðèòìû êëàññèôèêàöèè,
âêëþ÷àþùèå îöåíêó ïëîòíîñòè ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çàâèñèìûõ è íåçàâèñèìûõ
ïåðåìåííûõ, íàçûâàþòñÿ ïîðîæäàþùèìè, òàê êàê ñ ïîìîùüþ âîññòàíîâëåííîé ïëîò-
íîñòè ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæíî ïîðîäèòü ïàðû çàâèñèìûõ è íåçàâèñèìûõ
ïåðåìåííûõ. Ïðèìåðàìè ïîðîæäàþùèõ àëãîðèòìîâ ÿâëÿþòñÿ íàèâíûé áàéåñîâñêèé
êëàññèôèêàòîð [1,2], ñêðûòûå ìàðêîâñêèå öåïè [3,4].
Â ñëó÷àå, êîãäà íàáëþäàþòñÿ ðåàëèçàöèè íåêîòîðîé íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè-

÷èíû, à çàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ ïîä÷èíÿåòñÿ äèñêðåòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ, âîçíèêàåò
çàäà÷à îöåíêè ïëîòíîñòè ñìåøàííîãî ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, âêëþ÷àþùåãî äèñ-
êðåòíûå è íåïðåðûâíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Ïðè èçâåñòíûõ óñëîâíûõ è ìàðãèíàëü-
íûõ [5] ïëîòíîñòÿõ ðàññìàòðèâàåìûõ âåëè÷èí, ïëîòíîñòü ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêè, âîñïîëüçîâàâøèñü îïðåäåëåíèåì óñëîâíîé âåðîÿòíî-
ñòè. Òàêîé ñïîñîá íàçûâàåòñÿ ôàêòîðèçàöèåé, îí ðàññìîòðåí â ðàáîòàõ [6, 7]. Â ðàáî-
òàõ [8, 9] ðàññìàòðèâàåòñÿ îöåíêà ïëîòíîñòè ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïîìîùüþ
êîïóë. Â ýòîì ñëó÷àå íå äåëàåòñÿ ïðåäïîëîæåíèé îá óñëîâíîì ðàñïðåäåëåíèè çàâè-
ñèìîé ïåðåìåííîé ïðè çàäàííîì íàáîðå íàáëþäàåìûõ ïåðåìåííûõ. Äîñòàòî÷íî çíàòü
îäíîìåðíûå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ çàâèñèìîé è íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ.
Â äàííîé ðàáîòå îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ñëó÷àþ, êîãäà ñäåëàòü êàêèå-ëèáî ïðåä-

ïîëîæåíèÿ îá óñëîâíîé çàâèñèìîñòè ðàñïðåäåëåíèé èëè î âèäå êîïóëû íå óäàåòñÿ.
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Â òàêîì ñëó÷àå ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû íåïàðàìåòðè÷åñêîãî [10, 11] âîññòàíîâëåíèÿ
ïëîòíîñòè. Â äàííîé ðàáîòå ìåòîäû ÿäåðíîãî ñãëàæèâàíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ îöåíêè
ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíûõ è íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Âû÷èñ-
ëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïðîâîäèòñÿ íà ðåàëüíûõ è ñèíòåòè÷åñêèõ äàííûõ.

2. Ôàêòîðèçàöèÿ

Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ñïîñîá îöåíêè ïëîòíîñòè ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, îñíîâàí-
íûé íà ðàçáèåíèè åå íà ìíîæèòåëè. Ýòîò ìåòîä áóäåò ïðèìåíÿòüñÿ â âû÷èñëèòåëüíîì
ýêñïåðèìåíòå äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýòàëîííîé îöåíêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ.
Ôóíêöèþ ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Z = (x, y),

ãäå y ∈ {0, 1} � äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, x ∈ Rn � âåêòîð íåïðåðûâíûõ
íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, îïðåäåëèì êàê

(1) P (x, y) =
∑
t≤y

∫ x1

−∞
. . .

∫ xn

−∞
p(s, t)ds,

ãäå p(x, y) � ïëîòíîñòü ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Âûðàæåíèå äëÿ p(x, y) ìîæíî
ïîëó÷èòü, çíàÿ ïëîòíîñòü óñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îäíîé èç âåëè÷èí è ìàðãèíàëüíóþ
ïëîòíîñòü äðóãîé âåëè÷èíû:

(2) p(x, y) = p(y|x)p(x) = p(x|y)p(y).

Ýòà ïðîöåäóðà íàçûâàåòñÿ ôàêòîðèçàöèåé. Ðåçóëüòàò ôàêòîðèçàöèè çàâèñèò îò ñïî-
ñîáà ðàçáèåíèÿ ïëîòíîñòè p(x, y).
Ðàññìîòðèì âûáîðêó D = {(xi, yi)}, i = 1, . . . ,m, ñîñòîÿùóþ èç m ðåàëèçàöèé âåëè-

÷èíû Z = (x, y).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âåëè÷èíû x çàâèñèò îò y, à ðàñïðåäå-

ëåíèå x åñòü ñìåñü ãàóññîâñêèõ ðàñïðåäåëåíèé:

p(x|y) = exp

(
1

2
(x− µy)

TΣ−1(x− µy)−
n

2
ln 2π − n

2
ln |Σ|

)
, ñ âåðîÿòíîñòüþ py, y ∈ {0, 1}.

Ïóñòü p1 = P, p0 = 1− P . Òîãäà èç âòîðîãî ðàâåíñòâà â (2) ïîëó÷àåì
p(x) = Pp(x|1) + (1− P )p(x|0).

Ðàññìîòðèì îòíîøåíèå

(3)
p(1|x)

p(0|x)
=

Pp(x|1)

(1− P )p(x|0)
=

P

1− P
exp

(
c−wT

1 x− xTw0

)
,

ãäå ïàðàìåòðû c, w0 è w1 âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïàðàìåòðû íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

c =
1

2

(
µT

1 Σ−1µ0 − µT
0 Σ−1µ1

)
,

w1 =
1

2

(
µ1

TΣ−1 − µ0
TΣ−1

)
,

w2 =
1

2

(
Σ−1µ1 − Σ−1µ0

)
.
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Òàê ìàòðèöà Σ ñèììåòðè÷íà, âûðàæåíèå (3) ïðèíèìàåò âèä:

p(1|x)

p(0|x)
=

P

1− P
exp

(
c−wTx

)
, ãäå w = w1 + w2.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî p(1|x) + p(0|x) = 1, ïîëó÷àåì

p(y|x) =

(
1 +

(
1− P
P

)2y−1

exp (−(2y − 1)wTx + c)

)−1
, y ∈ {0, 1}.

Òîãäà, âîñïîëüçîâàâøèñü ïåðâûì ðàâåíñòâîì â (2), ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ ñîâìåñò-
íîé ïëîòíîñòè ñìåøàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ:

(4) p(x, y) = p(y|x)(Pp(x|1) + (1− P )(x|0)).

Ýòà ïëîòíîñòü âûâåäåíà èç îïðåäåëåíèÿ óñëîâíîé ïëîòíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, åñëè
ñäåëàííûå î õàðàêòåðå óñëîâíûõ ðàñïðåäåëåíèé ïðåäïîëîæåíèÿ âåðíû, òî çíà÷åíèå
p(x, y), âû÷èñëåííîå ïî (4) åñòü èñòèííîå çíà÷åíèå ïëîòíîñòè â òî÷êå (x, y). Ïîýòîìó
â âû÷èñëèòåëüíîì ýêñïåðèìåíòå áóäåì ðàññìàòðèâàòü îöåíêó (4) êàê íàèáîëåå ïðè-
áëèæåííóþ ê èñòèííîìó ðàñïðåäåëåíèþ.

3. Íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ îöåíêà ïëîòíîñòè ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

äèñêðåòíîé è íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Ìîæåò âîçíèêíóòü ñèòóàöèÿ, êîãäà ïðåäïîëîæåíèÿ î ðàñïðåäåëåíèè ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí îòñóòñòâóþò, ëèáî ïî êàêèì-ëèáî ïðè÷èíàì íå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû. Íà-
ïðèìåð, ïðè êëàññèôèêàöèè ìàëûõ âûáîðîê èñïîëüçîâàíèå ïëîòíîñòè ñîâìåñòíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ çàâèñèìûõ âåëè÷èí è íåçàâèñèìûõ âåëè÷èí âìåñòî ïëîòíîñòè óñëîâ-
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ ìîæåò óëó÷øèòü êà÷åñòâî êëàññèôèêà-
öèè. Îäíàêî äëÿ ýòîãî íóæíî, ÷òîáû ïëîòíîñòü áûëà âû÷èñëåíà áåç èñïîëüçîâàíèÿ
ïðåäïîëîæåíèé îá óñëîâíûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ çàâèñèìûõ è íåçàâèñèìûõ âåëè÷èí.
Ïðè íåïàðàìåòðè÷åñêîì îöåíèâàíèè ïëîòíîñòè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Z â íåêîòîðîé

òî÷êå z, ïðîèçâîäèòñÿ óñðåäíåíèå ÷àñòîòû ïîÿâëåíèÿ â âûáîðêå áëèæàéøèõ ê íåé òî-
÷åê âûáîðêè zi. Ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ ÿäåðíûå ôóíêöèè, óáûâàþùèå ñ óâåëè÷åíèåì
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó z è Zi. Îáîçíà÷èì ÿäåðíóþ ôóíêöèþK(u), òîãäà îöåíêà ïëîòíîñòè
âåëè÷èíû Z â òî÷êå z ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ñ ïîìîùüþ:

(5) p̂(z) =
1

m

m∑
i=1

K(z − zi).

Îïðåäåëèì ÿäåðíóþ ôóíêöèþ ñìåøàíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Z = (x, y) â òî÷êå z =
(s, t) êàê ïðîèçâåäåíèå äèñêðåòíîãî è íåïðåðûâíîãî ÿäåð:

Kh,λ(z − zi) = Lλ(t− yi)Ch
(
s− xi
h

)
.
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ßäåðíàÿ ôóíêöèÿ äëÿ äèñêðåòíîé ïåðåìåííîé èìååò âèä

Lλ(u) =

{
λ, u = 0,

1− λ, u 6= 0.

ßäåðíàÿ ôóíêöèÿ äëÿ âåêòîðà íåïðåðûâíûõ ïåðåìåííûõ òàêæå îïðåäåëÿåòñÿ êàê
ïðîèçâåäåíèå îäíîìåðíûõ ÿäåð

Ch(u) =
1

hm

n∏
j=1

c(uj).

Â êà÷åñòâå c(u) âûáåðåì ÿäðî Åïàíå÷íèêîâà:

c(u) =
3

4
(1− u2)[|u| < 1],

ãäå [|u| < 1] � èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ. ßäðî Åïàíå÷íèêîâà íå ó÷èòûâàåò âëèÿíèå
òî÷åê, îòñòîÿùèõ îò s äàëüøå ÷åì íà h è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ∫ ∞

−∞
c(u)du = 1.

Êðîìå òîãî, îíî ìèíèìèçèðóåò ñðåäíåêâàäðàòè÷íóþ îøèáêó àïïðîêñèìàöèè.

4. Âûáîð ïàðàìåòðîâ ñãëàæèâàíèÿ

Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíîå ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå (MISE) ïîëó÷åííîé îöåí-
êè p̂(z) îò èñòèííîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ p(z). Ïîäðàçóìåâàÿ ïîä

∫
dz ñóììèðî-

âàíèå ïî äèñêðåòíûì ïåðåìåííûì è èíòåãðèðîâàíèå ïî íåïðåðûâíûì, çàïèøåì âû-
ðàæåíèå äëÿ MISE

(6) EMISE =

∫
(p̂(z)− p(z))2dx =

∫
p̂2(z)dx− 2

∫
p̂(z)p(z)dz +

∫
p2(z)dz.

Âòîðîé ÷ëåí ñóììû â ïðàâîé ÷àñòè (6) åñòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âåëè÷èíû p̂(Z),
åãî ìîæíî îöåíèòü êàê∫

p̂(z)p(z)dz ≈ 1

m

m∑
i=1

p̂LOO(zi) =
1

n(n− 1)

m∑
i1=1

m∑
i2=1, i2 6=i1

Kh,λ(zi1 − zi2).

Çäåñü èñïîëüçîâàíà îöåíêà ñêîëüçÿùåãî êîíòðîëÿ

p̂LOO(zi1) =
1

n− 1

m∑
i2=1, i2 6=i1

Kh,λ(zi1 − zi2).

Ïîñëåäíèé ÷ëåí â (6) ìîæíî îïóñòèòü, òàê êàê îí íå çàâèñèò îò âûáîðà øèðèíû îêíà
h è ïàðàìåòðà ñãëàæèâàíèÿ λ. Ïîëó÷àåì:

(7) ẼMISE =
1

n2

m∑
i1=1

m∑
i2=1

K
(2)
h,λ(zi1 , zi2)−

2

n(n− 1)

m∑
i1=1

m∑
i2=1, i2 6=i1

Kh,λ(zi1 − zi2),
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ãäåK
(2)
h,λ(zi1 , zi2) = L

(2)
λ (yi1 , yi2)C

(2)
h (xi1 ,xi2), à âûðàæåíèÿ äëÿ L

(2)
λ (yi1 , yi2) è C

(2)
λ (xi1 ,xi2)

îïðåäåëÿþòñÿ êàê

L
(2)
λ (yi1 , yi2) =

∑
y∈D

Lλ(y − yi1)Lλ(y − yi2),

C
(2)
λ (xi1 ,xi2) =

∑
x∈D

Cλ(x− xi1)Cλ(x− xi2).

Ìåòîä îöåíêè ïàðàìåòðîâ λ è h, îñíîâàííûé íà ìèíèìèçàöèè âûðàæåíèÿ (6), íàçû-
âàåòñÿ êðîññïðîâåðêîé.

parameter h

pa
ra

m
et

er
 λ
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Ðèñ. 1. Çíà÷åíèÿ ẼMISE â çàâèñèìîñòè îò λ è h ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ
h (a) è ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ h â ëîãàðèôìè÷åñêîì ìàñøòàáå (b).

5. Îá îïòèìàëüíîñòè ÿäðà Åïàíå÷íèêîâà

Òî÷íîñòü îöåíêè ôóíêöèè p(z) çàâèñèò íå òîëüêî îò âûáîðà øèðèíû îêíà h è ïàðà-
ìåòðà ñãëàæèâàíèÿ λ, íî è îò âûáîðà ÿäåðíîé ôóíêöèè K(u). Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå
ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé îøèáêè îöåíêè p̂(z) êàê ôóíêöèè ÿäðà K. Â ðàáîòå [10] ïîêà-
çàíî, ÷òî äëÿ ìèíèìèçàöèè ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî îòêëîíåíèÿ ïî ÿäðó K íåîáõîäèìî
ïðîèçâåäåíèå

IMSE(K) =

(∫
K(u)2du

)2 ∫
u2K(u)du.

Ïðè ýòîì ÿäåðíàÿ ôóíêöèÿ äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì:

(8)

∫
K(u)du = 1,

(9) K(u) = K(−u),

(10)

∫
u2K(u)du = 1.

Ïðèõîäèì ê çàäà÷å ìèíèìèçàöèè
∫
K(u)2du ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (8), (9), (10). Çàïèøåì

ëàãðàíæèàí ýòîé çàäà÷è:

L(K,µ1, µ2) =

∫
K(u)2du+ µ1

(∫
K(u)du− 1

)
+ µ2

(∫
u2K(u)du− 1

)
.
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Â òî÷êå ýêñòðåìóìà K0 åãî âàðèàöèÿ äîëæíà ðàâíÿòüñÿ íóëþ. Îáîçíà÷èâ ÷åðåç ∆K =
K −K0 ìàëîå îòêëîíåíèå îò ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè, ïîëó÷èì:

2

∫
∆K(u)(2K(u) + µ1 + µ2u

2)du = 0,

è, ñëåäîâàòåëüíî

2K(u) + µ1 + µ2u
2 = 0.

Çàìåòèì, ÷òî K(u) îáðàùàåòñÿ â íîëü ïðè u = ±
(
−µ1
µ2

)2
. Âûáðàâ ÿäðî ñ íîñèòåëåì

|u| <
(
−µ1
µ2

)2
, è ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ (8), (9), (10), ïîëó÷àåì ÿäðî ïåðåíîðìèðîâàííîå

Åïàíå÷íèêîâà

K(u) =
3

4 ·
√

15

(
1− u2

15

)[
|u|√
15

< 1

]
.

−5
0

5
0
0

0.2

0.4

ContinuousDescrete variable

PD
F

a.

−5
0

5
0
0

0.5

1

ContinuousDescrete variable

PD
F 

ev
al

ua
tio

n

b.

−5
0

5
0
0

0.2

0.4

ContinuousDescrete variable

M
SE

c.

Ðèñ. 2. a. Ðàñïðåäåëåíèå òåñòîâûõ äàííûõ p(x, y), âîññòàíîâëåííîå ôàê-
òîðèçàöèåé. Òàê êàê óñëîâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ èçâåñòíû, ïîëó÷åííàÿ
îöåíêà ñîâïàäàåò ñ èñòèííûì ñîâìåñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì. b. Íåïàðà-
ìåòðè÷åñêàÿ îöåíêà ôóíêöèè p̂(x, y). c. Çàâèñèìîñòü EMSE(x, y), ñðåäíå-
êâàäðàòè÷íîãî îòêëîíåíèÿ p̂ îò p.

6. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò

Â âû÷èñëèòåëüíîì ýêñïåðèìåíòå ðàññìîòðåíà âûáîðêà ñèíòåòè÷åñêèõ äàííûõ D =
{zi} = {(xi, yi)}, i = 1, . . . ,m, ïîðîæäåííàÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî:

(11) p(y|x) = θy(x)(1− θ(x))1−y,

(12) p(x|y) = N (µy, σ
2
yI).

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèè ïëîòíîñòè p̃(z) è p̂(z), âîññòàíîâëåííûå ñ ïîìîùüþ (4)
è (5). Ãðàôèêè ýòèõ ôóíêöèé èçîáðàæåíû íà ðèñóíêå. Äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè âîññòà-
íîâëåíèÿ ïëîòíîñòè áóäåì èñïîëüçîâàòü îøèáêó EMSE:

(13) ẼMSE(zi) = (p̂(zi)− p̃(zi))2 .

Îöåíêè ôóíêöèè p(z), ïîëó÷åííûå ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè, áóäåì ñðàâíèâàòü, èñ-
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Ðèñ. 3. a. Çàâèñèìîñòü ðàññòîÿíèÿ Êóëëüáàêà-Ëåéáëåðà DKL(p|p̂) îò
ïàðàìåòðà ñãëàæèâàíèÿ h. b. Çàâèñèìîñòü ðàññòîÿíèÿ Êóëëüáàêà-
Ëåéáëåðà DKL(p|p̂) îò ïàðàìåòðà λ ïðè îïòèìàëüíîì çíà÷åíèè h.

ïîëüçóÿ ðàññòîÿíèå Êóëüáàêà-Ëåéáëåðà:

(14) DKL(p, p̂) =

∫
z

p(z) log
p(z)

p̂(z)
dz = E

[
p(Z)

p̂(Z)

]
.

Íà ðèñóíêå 6 èçîáðàæåíà çàâèñèìîñòü DKL(p̃|p̂) îò ïàðàìåòðîâ h è λ.

50
1000

5

10

15

x 10
−5

ContinuousDescrete variable

PD
F

a.

0
50

100
0
0

0.5

1
x 10

−6

ContinuousDescrete variable

M
SE

b.

0
50

100
0
0

0.5

1
x 10

−6

ContinuousDescrete variable

M
SE

c.

Ðèñ. 4. a. Îöåíêà ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðåàëüíûõ äàííûõ p̃(x, y),
ïîëó÷åííàÿ ñ ïîìîùüþ ôàêòîðèçàöèè. Â îòëè÷èè îò ñëó÷àÿ ñ èçâåñòíû-
ìè óñëîâíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè, ýòà îöåíêà ìîæåò íå ñîâïàäàòü ñ èñ-
òèííîé ïëîòíîñòüþ ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Åå òî÷íîñòü çàâèñèò îò
òî÷íîñòè âåðîÿòíîñòíûõ ïðåäïîëîæåíèé. b. Íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ îöåíêà
ôóíêöèè p̂(x, y). c. Çàâèñèìîñòü EMSE(x, y), ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî îòêëî-
íåíèÿ p̂ îò p.

Ðàññìîòðèì òàêæå âûáîðêó ðåàëüíûõ äàííûõ. Áóäåì îöåíèâàòü p̃(z), ïðåäïîëà-
ãàÿ (11) è (12). Îöåíêè ôóíêöèé p̃(z), p̂(z) è EMSE èçîáðàæåíû íà 6.
Òàêæå ìîæíî ðàññìîòðåòü çàâèñèìîñòü DKL(p̃, p̂) îò ïàðàìåòðîâ λ, h.

7. Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îöåíêè ïëîòíîñòè ñîâìåñòíîãî íåîäíîðîäíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ. Âûáîðêà ñîñòîèò èõ äèñêðåòíûõ è íåïðåðûâíûõ âåëè÷èí ñëó÷àéíûõ, è
èìååò ìàëûé îáúåì, â ñëåäñòâèå ÷åãî íå óäàåòñÿ ñäåëàòü ïðåäïîëîæåíèé îá óñëîâíûõ
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Ðèñ. 5. a. Çàâèñèìîñòü ðàññòîÿíèÿ Êóëëüáàêà-Ëåéáëåðà DKL(p̃|p̂) îò
ïàðàìåòðà ñãëàæèâàíèÿ h. b. Çàâèñèìîñòü ðàññòîÿíèÿ Êóëëüáàêà-
Ëåéáëåðà DKL(p̃|p̂) îò ïàðàìåòðà λ ïðè îïòèìàëüíîì çíà÷åíèè h.

èëè ìàðãèíàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ ýòèõ âåëè÷èí. Ïðåäëîæåí ñïîñîá îöåíêè ïëîòíî-
ñòè ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè ìåòîäîâ ÿäåðíîãî ñãëà-
æèâàíèè. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ íåïðåðûâíûõ âåëè÷èí èñïîëüçóåòñÿ ÿäðî Åïàíå÷íèêîâà,
à äëÿ äèñêðåòíûõ � ñãëàæåííàÿ èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ. Äëÿ ñðàâíåíèÿ ðàññìîòðåí
ìåòîä ôàêòîðèçàöèè ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, òî åñòü ðàçáèåíèå åãî íà óñëîâíîå è
ìàðãèíàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïîäìíîæåñòâà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, îáðàçóþùèõ ìíîãî-
ìåðíóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, ïëîòíîñòü êîòîðîé íåîáõîäèìî îöåíèòü.
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