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Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû êëàññè�èêàöèè

(Íåïàðà)ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ðåãðåññèè

�èïîòåçû êîìïàêòíîñòè èëè íåïðåðûâíîñòè

Âåêòîðíûå ìåðû áëèçîñòè

Áåñïðèçíàêîâûå ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ ðàññòîÿíèé

�èïîòåçû íåïðåðûâíîñòè è êîìïàêòíîñòè

Çàäà÷è êëàññè�èêàöèè è ðåãðåññèè:

X � îáúåêòû, Y � îòâåòû;

X ℓ = (xi , yi )
ℓ
i=1 � îáó÷àþùàÿ âûáîðêà;

�èïîòåçà íåïðåðûâíîñòè (äëÿ ðåãðåññèè):

áëèçêèì îáúåêòàì ñîîòâåòñòâóþò áëèçêèå îòâåòû.

âûïîëíåíà: íå âûïîëíåíà:

�èïîòåçà êîìïàêòíîñòè (äëÿ êëàññè�èêàöèè):

áëèçêèå îáúåêòû, êàê ïðàâèëî, ëåæàò â îäíîì êëàññå.

âûïîëíåíà: íå âûïîëíåíà:
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Ïðèìåð: çàäà÷à êëàññè�èêàöèè öâåòêîâ èðèñà [Ôèøåð, 1936℄

Ïðèâû÷íàÿ ìåðà áëèçîñòè � åâêëèäîâà ìåòðèêà â R
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�èïîòåçû êîìïàêòíîñòè èëè íåïðåðûâíîñòè

Âåêòîðíûå ìåðû áëèçîñòè

Áåñïðèçíàêîâûå ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ ðàññòîÿíèé

Ôîðìàëèçàöèÿ ïîíÿòèÿ ¾áëèçîñòè¿

Åâêëèäîâà ìåòðèêà è îáîáù¼ííàÿ ìåòðèêà Ìèíêîâñêîãî:

ρ(x , xi ) =

( n∑

j=1

∣
∣x j − x

j
i

∣
∣2
)1/2

ρ(x , xi ) =

( n∑

j=1

wj

∣
∣x j − x

j
i

∣
∣p

)1/p

x = (x1, . . . , xn) � âåêòîð ïðèçíàêîâ îáúåêòà x ,

xi = (x1i , . . . , x
n
i ) � âåêòîð ïðèçíàêîâ îáúåêòà xi ,

w1, . . . ,wn � âåñà ïðèçíàêîâ, êîòîðûå ìîæíî îáó÷àòü.

Ýêâèäèñòàíòíûå ïîâåðõíîñòè ïðè ðàçëè÷íûõ p:
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Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû êëàññè�èêàöèè
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�èïîòåçû êîìïàêòíîñòè èëè íåïðåðûâíîñòè

Âåêòîðíûå ìåðû áëèçîñòè

Áåñïðèçíàêîâûå ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ ðàññòîÿíèé

�àññòîÿíèÿ ìåæäó ñòðîêàìè / ñèãíàëàìè

Äëÿ ñòðîê � ðåäàêòîðñêîå ðàññòîÿíèå Ëåâåíøòåéíà:

CTGGGCTAAAAGGTCCCTTAGCC..TTTAGAAAAA.GGGCCATTAGGAAATTGC

CTGGGACTAAA....CCTTAGCCTATTTACAAAAATGGGCCATTAGG...TTGC

Äëÿ ñèãíàëîâ � ýíåðãèÿ ñæàòèé è ðàñòÿæåíèé:
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�àññòîÿíèÿ ìåæäó èçîáðàæåíèÿìè

�àññòîÿíèå ìåæäó èçîáðàæåíèÿìè íà îñíîâå âûðàâíèâàíèÿ:

Îöåíèâàåòñÿ ýíåðãèÿ ðàñòÿæåíèÿ ïðÿìîóãîëüíîé ñåòêè
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Îáîáù¼ííûé ìåòðè÷åñêèé êëàññè�èêàòîð

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x ∈ X îòðàíæèðóåì îáúåêòû x1, . . . , xℓ:

ρ(x , x(1)) 6 ρ(x , x(2)) 6 · · · 6 ρ(x , x(ℓ)),

x(i) � i -é ñîñåä îáúåêòà x ñðåäè x1, . . . , xℓ;

y (i) � îòâåò íà i -ì ñîñåäå îáúåêòà x .

Ìåòðè÷åñêèé àëãîðèòì êëàññè�èêàöèè:

a(x ;X ℓ) = argmax
y∈Y

ℓ∑

i=1

[
y (i) = y

]
w(i , x)

︸ ︷︷ ︸

Γy (x)

,

w(i , x) � âåñ (ñòåïåíü âàæíîñòè) i -ãî ñîñåäà îáúåêòà x ,

íåîòðèöàòåëåí, íå âîçðàñòàåò ïî i .

Γy (x) � îöåíêà áëèçîñòè îáúåêòà x ê êëàññó y .
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Ìåòîä k áëèæàéøèõ ñîñåäåé (k nearest neighbors, kNN)

w(i , x) = [i 6 1] � ìåòîä áëèæàéøåãî ñîñåäà

w(i , x) = [i 6 k] � ìåòîä k áëèæàéøèõ ñîñåäåé

Ïðåèìóùåñòâà:

ïðîñòîòà ðåàëèçàöèè (lazy learning);

ïàðàìåòð k ìîæíî îïòèìèçèðîâàòü ïî leave-one-out:

LOO(k ,X ℓ) =

ℓ∑

i=1

[

a
(
xi ;X

ℓ\{xi}, k
)
6= yi

]

→ min
k

.

Íåäîñòàòêè:

íåîäíîçíà÷íîñòü êëàññè�èêàöèè ïðè Γy (x) = Γs(x), y 6= s.

íå ó÷èòûâàþòñÿ çíà÷åíèÿ ðàññòîÿíèé
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Çàâèñèìîñòü LOO îò ÷èñëà ñîñåäåé

Ïðèìåð. Çàäà÷à UCI: Iris.
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� íåñìåù¼ííîå ÷èñëî îøèáîê LOO
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Îò áëèæàéøåãî ñîñåäà ê ïîòåíöèàëüíûì �óíêöèÿì

Çàäà÷à îòáîðà ýòàëîííûõ îáúåêòîâ

Ìåòîä k âçâåøåííûõ áëèæàéøèõ ñîñåäåé

w(i , x) = [i 6 k]wi ,

ãäå wi � âåñ, çàâèñÿùèé òîëüêî îò íîìåðà ñîñåäà;

Âîçìîæíûå ýâðèñòèêè:

wi =
k+1−i

k
� ëèíåéíîå óáûâàþùèå âåñà;

wi = qi � ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàþùèå âåñà, 0 < q < 1;

Ïðîáëåìû:

êàê áîëåå îáîñíîâàííî çàäàòü âåñà?

âîçìîæíî, áûëî áû ëó÷øå, åñëè áû âåñ w(i , x)
çàâèñåë íå îò ïîðÿäêîâîãî íîìåðà ñîñåäà i ,

à îò ðàññòîÿíèÿ äî íåãî ρ(x , x(i)).
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Çàäà÷à îòáîðà ýòàëîííûõ îáúåêòîâ

Ìåòîä îêíà Ïàðçåíà

w(i , x) = K
(
ρ(x ,x (i))

h

)

, ãäå h � øèðèíà îêíà,

K (r) � ÿäðî, íå âîçðàñòàåò è ïîëîæèòåëüíî íà [0, 1].

Ìåòîä ïàðçåíîâñêîãî îêíà �èêñèðîâàííîé øèðèíû:

a(x ;X ℓ, h,K ) = argmax
y∈Y

ℓ∑

i=1

[yi = y ]K

(
ρ(x , xi )

h

)

Ìåòîä ïàðçåíîâñêîãî îêíà ïåðåìåííîé øèðèíû:

a(x ;X ℓ, k ,K ) = argmax
y∈Y

ℓ∑

i=1

[yi = y ]K

(
ρ(x , xi )

ρ(x , x(k+1))

)

Îïòèìèçàöèÿ ïàðàìåòðîâ � ïî êðèòåðèþ LOO:

âûáîð øèðèíû îêíà h èëè ÷èñëà ñîñåäåé k

âûáîð ÿäðà K
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Ïàðçåíîâñêîå îêíî �èêñèðîâàííîé øèðèíû h

Ïðèìåð: äâóìåðíàÿ âûáîðêà, äâà êëàññà Y = {−1,+1}.

a(x) = argmax
y∈Y

Γy (x) = sign
(
Γ+1(x)− Γ−1(x)
︸ ︷︷ ︸

)

h = 0.05
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Çàäà÷à îòáîðà ýòàëîííûõ îáúåêòîâ

Ïàðçåíîâñêîå îêíî �èêñèðîâàííîé øèðèíû h

Ïðèìåð: äâóìåðíàÿ âûáîðêà, äâà êëàññà Y = {−1,+1}.

a(x) = argmax
y∈Y

Γy (x) = sign
(
Γ+1(x)− Γ−1(x)
︸ ︷︷ ︸

)

h = 0.2
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Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû êëàññè�èêàöèè
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Çàäà÷à îòáîðà ýòàëîííûõ îáúåêòîâ

Ïàðçåíîâñêîå îêíî �èêñèðîâàííîé øèðèíû h

Ïðèìåð: äâóìåðíàÿ âûáîðêà, äâà êëàññà Y = {−1,+1}.

a(x) = argmax
y∈Y

Γy (x) = sign
(
Γ+1(x)− Γ−1(x)
︸ ︷︷ ︸

)

h = 0.3
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Îïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû êëàññè�èêàöèè

(Íåïàðà)ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ðåãðåññèè

Îáîáù¼ííûé ìåòðè÷åñêèé êëàññè�èêàòîð

Îò áëèæàéøåãî ñîñåäà ê ïîòåíöèàëüíûì �óíêöèÿì

Çàäà÷à îòáîðà ýòàëîííûõ îáúåêòîâ

Ïàðçåíîâñêîå îêíî �èêñèðîâàííîé øèðèíû h

Ïðèìåð: äâóìåðíàÿ âûáîðêà, äâà êëàññà Y = {−1,+1}.

a(x) = argmax
y∈Y

Γy (x) = sign
(
Γ+1(x)− Γ−1(x)
︸ ︷︷ ︸

)

h = 0.5
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Îïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû êëàññè�èêàöèè

(Íåïàðà)ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ðåãðåññèè

Îáîáù¼ííûé ìåòðè÷åñêèé êëàññè�èêàòîð

Îò áëèæàéøåãî ñîñåäà ê ïîòåíöèàëüíûì �óíêöèÿì

Çàäà÷à îòáîðà ýòàëîííûõ îáúåêòîâ

Ïàðçåíîâñêîå îêíî �èêñèðîâàííîé øèðèíû h

Ïðèìåð: äâóìåðíàÿ âûáîðêà, äâà êëàññà Y = {−1,+1}.

a(x) = argmax
y∈Y

Γy (x) = sign
(
Γ+1(x)− Γ−1(x)
︸ ︷︷ ︸

)

h = 1.0
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Îïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû êëàññè�èêàöèè

(Íåïàðà)ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ðåãðåññèè

Îáîáù¼ííûé ìåòðè÷åñêèé êëàññè�èêàòîð

Îò áëèæàéøåãî ñîñåäà ê ïîòåíöèàëüíûì �óíêöèÿì

Çàäà÷à îòáîðà ýòàëîííûõ îáúåêòîâ

Ïàðçåíîâñêîå îêíî �èêñèðîâàííîé øèðèíû h

Ïðèìåð: äâóìåðíàÿ âûáîðêà, äâà êëàññà Y = {−1,+1}.

a(x) = argmax
y∈Y

Γy (x) = sign
(
Γ+1(x)− Γ−1(x)
︸ ︷︷ ︸

)

h = 5.0
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Îïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû êëàññè�èêàöèè

(Íåïàðà)ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ðåãðåññèè

Îáîáù¼ííûé ìåòðè÷åñêèé êëàññè�èêàòîð

Îò áëèæàéøåãî ñîñåäà ê ïîòåíöèàëüíûì �óíêöèÿì

Çàäà÷à îòáîðà ýòàëîííûõ îáúåêòîâ

Ìåòîä ïîòåíöèàëüíûõ �óíêöèé

w(i , x) = γ(i)K
(
ρ(x ,x (i))

h(i)

)

Áîëåå ïðîñòàÿ çàïèñü (çäåñü ìîæíî íå ðàíæèðîâàòü îáúåêòû):

a(x ;X ℓ) = argmax
y∈Y

ℓ∑

i=1

[yi = y ] γi K

(
ρ(x , xi )

hi

)

,

ãäå γi � âåñà îáúåêòîâ, γi > 0, hi > 0.

Ôèçè÷åñêàÿ àíàëîãèÿ èç ýëåêòðîñòàòèêè:

γi � âåëè÷èíà ¾çàðÿäà¿ â òî÷êå xi ;

hi � ¾ðàäèóñ äåéñòâèÿ¿ ïîòåíöèàëà ñ öåíòðîì â òî÷êå xi ;

yi � çíàê ¾çàðÿäà¿ (â ñëó÷àå äâóõ êëàññîâ Y = {−1,+1});
K (r) = 1

r
èëè

1
r+a

Â çàäà÷àõ êëàññè�èêàöèè íåò îãðàíè÷åíèé íè íà K , íè íà |Y |.
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Îïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû êëàññè�èêàöèè

(Íåïàðà)ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ðåãðåññèè

Îáîáù¼ííûé ìåòðè÷åñêèé êëàññè�èêàòîð

Îò áëèæàéøåãî ñîñåäà ê ïîòåíöèàëüíûì �óíêöèÿì

Çàäà÷à îòáîðà ýòàëîííûõ îáúåêòîâ

Ìåòîä ïîòåíöèàëüíûõ �óíêöèé = ëèíåéíûé êëàññè�èêàòîð

Äâà êëàññà: Y = {−1,+1}.

a(x ;X ℓ) = argmax
y∈Y

Γy (x) = sign
(
Γ+1(x)− Γ−1(x)

)
=

= sign

ℓ∑

i=1

γiyi K

(
ρ(x , xi )

hi

)

.

Ñðàâíèì ñ ëèíåéíîé ìîäåëüþ êëàññè�èêàöèè:

a(x) = sign

n∑

j=1

γj fj(x).

fj(x) = yjK
(
1
hj
ρ(x , xj )

)
� íîâûå ïðèçíàêè îáúåêòà x

γj � âåñà ëèíåéíîãî êëàññè�èêàòîðà

n = ℓ � ÷èñëî ïðèçíàêîâ ðàâíî ÷èñëó îáúåêòîâ îáó÷åíèÿ
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Îïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû êëàññè�èêàöèè

(Íåïàðà)ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ðåãðåññèè

Îáîáù¼ííûé ìåòðè÷åñêèé êëàññè�èêàòîð

Îò áëèæàéøåãî ñîñåäà ê ïîòåíöèàëüíûì �óíêöèÿì

Çàäà÷à îòáîðà ýòàëîííûõ îáúåêòîâ

Ïîëíûé ñêîëüçÿùèé êîíòðîëü CCV

Ôóíêöèîíàë ïîëíîãî ñêîëüçÿùåãî êîíòðîëÿ

(omplete ross-validation, CCV):

CCV(X L) =
1

C ℓ
L

∑

X ℓ⊔X k

1

k

∑

xi∈X k

[
a(xi ,X

ℓ) 6= yi
]
,

ò. å. ÷àñòîòà îøèáîê íà êîíòðîëüíîé âûáîðêå,

óñðåäí¼ííàÿ ïî âñåì C ℓ
L ðàçáèåíèÿì âûáîðêè X L = X ℓ ⊔ X k

íà îáó÷àþùóþ ïîäâûáîðêó X ℓ
è êîíòðîëüíóþ X k

.

Çàìå÷àíèå 1. Ïðè k = 1 èìååì: CCV(X L) = LOO(X L).

Çàìå÷àíèå 2. CCV õàðàêòåðèçóåò ëèøü ñðåäíþþ ÷àñòîòó

îøèáîê, íî íå õàðàêòåðèçóåò å¼ äèñïåðñèþ.

Mullin M., Sukthankar R. Complete ross-validation for nearest neighbor lassi�ers. 2000
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Îïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû êëàññè�èêàöèè

(Íåïàðà)ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ðåãðåññèè

Îáîáù¼ííûé ìåòðè÷åñêèé êëàññè�èêàòîð

Îò áëèæàéøåãî ñîñåäà ê ïîòåíöèàëüíûì �óíêöèÿì

Çàäà÷à îòáîðà ýòàëîííûõ îáúåêòîâ

Ïîíÿòèå ïðî�èëÿ êîìïàêòíîñòè

Ïðî�èëü êîìïàêòíîñòè âûáîðêè X L
� ýòî �óíêöèÿ äîëè

îáúåêòîâ xi , ó êîòîðûõ m-é ñîñåä x
(m)
i ëåæèò â äðóãîì êëàññå:

K (m,X L) =
1

L

L∑

i=1

[
yi 6= y

(m)
i

]
; m = 1, . . . , L− 1,

x
(m)
i � m-é ñîñåä îáúåêòà xi ñðåäè X L

;

y
(m)
i � îòâåò íà m-ì ñîñåäå îáúåêòà xi .

Òåîðåìà (òî÷íîå âûðàæåíèå CCV äëÿ ìåòîäà 1NN)

CCV(X L) =
k∑

m=1

K (m,X L)
C ℓ−1
L−1−m

C ℓ
L−1

.

Âîðîíöîâ Ê.Â. Êîìáèíàòîðíûé ïîäõîä ê îöåíêå êà÷åñòâà îáó÷àåìûõ àëãîðèòìîâ. 2004
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Îïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû êëàññè�èêàöèè

(Íåïàðà)ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ðåãðåññèè

Îáîáù¼ííûé ìåòðè÷åñêèé êëàññè�èêàòîð

Îò áëèæàéøåãî ñîñåäà ê ïîòåíöèàëüíûì �óíêöèÿì

Çàäà÷à îòáîðà ýòàëîííûõ îáúåêòîâ

Ïðî�èëè êîìïàêòíîñòè äëÿ ñåðèè ìîäåëüíûõ çàäà÷
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ñðåäíèé ðÿä: ïðî�èëè êîìïàêòíîñòè,

íèæíèé ðÿä: çàâèñèìîñòü CCV îò äëèíû êîíòðîëÿ k .
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Îïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû êëàññè�èêàöèè

(Íåïàðà)ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ðåãðåññèè

Îáîáù¼ííûé ìåòðè÷åñêèé êëàññè�èêàòîð

Îò áëèæàéøåãî ñîñåäà ê ïîòåíöèàëüíûì �óíêöèÿì

Çàäà÷à îòáîðà ýòàëîííûõ îáúåêòîâ

Ñâîéñòâà ïðî�èëÿ êîìïàêòíîñòè è îöåíêè CCV

Ïðî�èëü K (m,X L) �îðìàëèçóåò ãèïîòåçó êîìïàêòíîñòè,
ñâÿçûâàÿ ñâîéñòâà âûáîðêè ñ êà÷åñòâîì êëàññè�èêàöèè:

CCV(X L) =
k∑

m=1
K (m,X L) γℓL(m)

Äëÿ ìèíèìèçàöèè CCV âàæåí òîëüêî íà÷àëüíûé ó÷àñòîê

ïðî�èëÿ, ò. ê. γℓL(m) =
C ℓ−1
L−1−m

C ℓ

L−1

→ 0 ýêñïîíåíöèàëüíî ïî m

CCV ïðàêòè÷åñêè íå çàâèñèò îò äëèíû êîíòðîëÿ k

Îòáîð ýòàëîíîâ: ìèíèìèçàöèÿ CCV æàäíûì äîáàâëåíèåì

èëè óäàëåíèåì îáúåêòîâ ñ ìàêñèìàëüíûì âêëàäîì Ki :

CCV(X L) = 1
L

L∑

i=1

Ki , Ki =
k∑

m=1

[
yi 6= y

(m)
i

]
γℓL(m)

Âîðîíöîâ Ê.Â., Èâàíîâ Ì.Í. Îòáîð ýòàëîíîâ, îñíîâàííûé íà ìèíèìèçàöèè

�óíêöèîíàëà ïîëíîãî ñêîëüçÿùåãî êîíòðîëÿ. 2009
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Îïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû êëàññè�èêàöèè

(Íåïàðà)ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ðåãðåññèè

Îáîáù¼ííûé ìåòðè÷åñêèé êëàññè�èêàòîð

Îò áëèæàéøåãî ñîñåäà ê ïîòåíöèàëüíûì �óíêöèÿì

Çàäà÷à îòáîðà ýòàëîííûõ îáúåêòîâ

Ìîäåëüíûå äàííûå
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Ìîäåëüíàÿ çàäà÷à êëàññè�èêàöèè: 1000 îáúåêòîâ.

Àëãîðèòì 1NN
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Îïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû êëàññè�èêàöèè

(Íåïàðà)ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ðåãðåññèè

Îáîáù¼ííûé ìåòðè÷åñêèé êëàññè�èêàòîð

Îò áëèæàéøåãî ñîñåäà ê ïîòåíöèàëüíûì �óíêöèÿì

Çàäà÷à îòáîðà ýòàëîííûõ îáúåêòîâ

Ïîñëåäîâàòåëüíîå äîáàâëåíèå ýòàëîííûõ îáúåêòîâ
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Îïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû êëàññè�èêàöèè

(Íåïàðà)ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ðåãðåññèè

Îáîáù¼ííûé ìåòðè÷åñêèé êëàññè�èêàòîð

Îò áëèæàéøåãî ñîñåäà ê ïîòåíöèàëüíûì �óíêöèÿì

Çàäà÷à îòáîðà ýòàëîííûõ îáúåêòîâ

Ïîñëåäîâàòåëüíûé îòñåâ íå-ýòàëîííûõ îáúåêòîâ

эталонные кл.1

шумовые кл.1

неинформативные кл.1

эталонные кл.2

шумовые кл.2

неинформативные кл.2
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Îïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû êëàññè�èêàöèè

(Íåïàðà)ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ðåãðåññèè

Îáîáù¼ííûé ìåòðè÷åñêèé êëàññè�èêàòîð

Îò áëèæàéøåãî ñîñåäà ê ïîòåíöèàëüíûì �óíêöèÿì

Çàäà÷à îòáîðà ýòàëîííûõ îáúåêòîâ

Ïîñëåäîâàòåëüíûé îòñåâ íå-ýòàëîííûõ îáúåêòîâ

Çàâèñèìîñòü CCV îò ÷èñëà óäàëåííûõ íåýòàëîííûõ îáúåêòîâ.

функционал CCV на обучении частота ошибок на тесте
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Ïðè îòáîðå ýòàëîíîâ ïî êðèòåðèþ CCV ïåðåîáó÷åíèÿ íåò.

Âîðîíöîâ Ê.Â., Èâàíîâ Ì.Í. Îòáîð ýòàëîíîâ, îñíîâàííûé íà ìèíèìèçàöèè

�óíêöèîíàëà ïîëíîãî ñêîëüçÿùåãî êîíòðîëÿ. 2009
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Îïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû êëàññè�èêàöèè

(Íåïàðà)ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ðåãðåññèè

ßäåðíîå ñãëàæèâàíèå (kernel smoothing)

Âûáîð ÿäðà K è øèðèíû îêíà h

Îòñåâ âûáðîñîâ

Çàäà÷è ðåãðåññèè è ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ

X � îáúåêòû (÷àñòî R
n
); Y � îòâåòû (÷àñòî R, ðåæå R

m
);

X ℓ = (xi , yi )
ℓ
i=1 � îáó÷àþùàÿ âûáîðêà;

yi = y(xi), y : X → Y � íåèçâåñòíàÿ çàâèñèìîñòü;

a(x) = f (x , α) � ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü çàâèñèìîñòè,

α ∈ R
p
� âåêòîð ïàðàìåòðîâ ìîäåëè.

Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÌÍÊ):

Q(α,X ℓ) =

ℓ∑

i=1

wi

(
f (xi , α) − yi

)2
→ min

α
,

ãäå wi � âåñ, ñòåïåíü âàæíîñòè i -ãî îáúåêòà.

Íåäîñòàòîê:

íàäî èìåòü õîðîøóþ ïàðàìåòðè÷åñêóþ ìîäåëü f (x , α)
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Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû êëàññè�èêàöèè

(Íåïàðà)ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ðåãðåññèè

ßäåðíîå ñãëàæèâàíèå (kernel smoothing)

Âûáîð ÿäðà K è øèðèíû îêíà h

Îòñåâ âûáðîñîâ

Íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ, �îðìóëà Íàäàðàÿ�Âàòñîíà

Ïðèáëèæåíèå êîíñòàíòîé f (x , α) = α â îêðåñòíîñòè x ∈ X :

Q(α;X ℓ) =

ℓ∑

i=1

wi (x)
(
α− yi

)2
→ min

α∈R
;

ãäå wi (x) = K
(
ρ(x ,xi )

h

)

� âåñà îáúåêòîâ xi îòíîñèòåëüíî x ;

K (r) � ÿäðî, íåâîçðàñòàþùåå, îãðàíè÷åííîå, ãëàäêîå;

h � øèðèíà îêíà ñãëàæèâàíèÿ.

Ôîðìóëà ÿäåðíîãî ñãëàæèâàíèÿ Íàäàðàÿ�Âàòñîíà:

ah(x ;X
ℓ) =

ℓ∑

i=1
yiwi (x)

ℓ∑

i=1
wi (x)

=

ℓ∑

i=1
yiK

(
ρ(x ,xi )

h

)

ℓ∑

i=1
K
(
ρ(x ,xi )

h

)
.
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Îïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû êëàññè�èêàöèè

(Íåïàðà)ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ðåãðåññèè

ßäåðíîå ñãëàæèâàíèå (kernel smoothing)

Âûáîð ÿäðà K è øèðèíû îêíà h

Îòñåâ âûáðîñîâ

Îáîñíîâàíèå �îðìóëû Íàäàðàÿ�Âàòñîíà

Òåîðåìà

Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) âûáîðêà X ℓ = (xi , yi )
ℓ
i=1 ïðîñòàÿ, èç ðàñïðåäåëåíèÿ p(x , y);

2) ÿäðî K (r) îãðàíè÷åíî:
∫∞
0 K (r) dr < ∞, lim

r→∞
rK (r) = 0;

3) çàâèñèìîñòü E(y |x) íå èìååò âåðòèêàëüíûõ àñèìïòîò:

E(y2|x) =
∫

Y
y2p(y |x) dy < ∞ ïðè ëþáîì x ∈ X ;

4) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü hℓ óáûâàåò, íî íå ñëèøêîì áûñòðî:

lim
ℓ→∞

hℓ = 0, lim
ℓ→∞

ℓhℓ = ∞.

Òîãäà èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè:

ahℓ(x ;X
ℓ)

P
→ E(y |x) â ëþáîé òî÷êå x ∈ X ,

â êîòîðîé E(y |x), p(x) è D(y |x) íåïðåðûâíû è p(x) > 0.
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Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû êëàññè�èêàöèè

(Íåïàðà)ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ðåãðåññèè

ßäåðíîå ñãëàæèâàíèå (kernel smoothing)

Âûáîð ÿäðà K è øèðèíû îêíà h

Îòñåâ âûáðîñîâ

×àñòî èñïîëüçóåìûå ÿäðà K (r)

-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0 0.5 1.0 1.5 2.0

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

                         E

    Q

T

П

G

Π(r) =
[
|r | 6 1

]
� ïðÿìîóãîëüíîå

T (r) =
(
1− |r |

)[
|r | 6 1

]
� òðåóãîëüíîå

E (r) = (1− r2)
[
|r | 6 1

]
� êâàäðàòè÷íîå (Åïàíå÷íèêîâà)

Q(r) = (1− r2)2
[
|r | 6 1

]
� êâàðòè÷åñêîå

G (r) = exp
(
−2r2

)
� ãàóññîâñêîå
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Îïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû êëàññè�èêàöèè

(Íåïàðà)ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ðåãðåññèè

ßäåðíîå ñãëàæèâàíèå (kernel smoothing)

Âûáîð ÿäðà K è øèðèíû îêíà h

Îòñåâ âûáðîñîâ

Âûáîð ÿäðà K è øèðèíû îêíà h

h ∈ {0.1, 1.0, 3.0}, ãàóññîâñêîå ÿäðî K (r) = exp
(
−2r2

)

-5.0 -4.5 -4.0 -3.5 -3.0 -2.5 -2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0

-2.0

-1.5

-1.0

-0.5

0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

�àóññîâñêîå ÿäðî ⇒ ãëàäêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ

Øèðèíà îêíà ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè
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Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû êëàññè�èêàöèè

(Íåïàðà)ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ðåãðåññèè

ßäåðíîå ñãëàæèâàíèå (kernel smoothing)

Âûáîð ÿäðà K è øèðèíû îêíà h

Îòñåâ âûáðîñîâ

Âûáîð ÿäðà K è øèðèíû îêíà h

h ∈ {0.1, 1.0, 3.0}, òðåóãîëüíîå ÿäðî K (r) =
(
1− |r |

)[
|r | 6 1

]

-5.0 -4.5 -4.0 -3.5 -3.0 -2.5 -2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0

-2.0

-1.5

-1.0

-0.5

0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

Òðåóãîëüíîå ÿäðî ⇒ êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ

Àïïðîêñèìàöèÿ íå îïðåäåëåíà, åñëè â îêíå íåò òî÷åê âûáîðêè
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Îïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû êëàññè�èêàöèè

(Íåïàðà)ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ðåãðåññèè

ßäåðíîå ñãëàæèâàíèå (kernel smoothing)

Âûáîð ÿäðà K è øèðèíû îêíà h

Îòñåâ âûáðîñîâ

Âûáîð ÿäðà K è øèðèíû îêíà h

h ∈ {0.1, 1.0, 3.0}, ïðÿìîóãîëüíîå ÿäðî K (r) =
[
|r | 6 1

]

-5.0 -4.5 -4.0 -3.5 -3.0 -2.5 -2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0

-2.0

-1.5

-1.0

-0.5

0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

Ïðÿìîóãîëüíîå ÿäðî ⇒ êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ

Âûáîð ÿäðà ñëàáî âëèÿåò íà òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè
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Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû êëàññè�èêàöèè

(Íåïàðà)ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ðåãðåññèè

ßäåðíîå ñãëàæèâàíèå (kernel smoothing)

Âûáîð ÿäðà K è øèðèíû îêíà h

Îòñåâ âûáðîñîâ

Âûáîð ÿäðà K è øèðèíû îêíà h

ßäðî K (r)
� ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà ãëàäêîñòü �óíêöèè ah(x),
� ñëàáî âëèÿåò íà êà÷åñòâî àïïðîêñèìàöèè.

Øèðèíà îêíà h

� ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà êà÷åñòâî àïïðîêñèìàöèè.

Ïåðåìåííàÿ øèðèíà îêíà ïî k áëèæàéøèì ñîñåäÿì:

wi (x) = K

(
ρ(x , xi )

h(x)

)

, h(x) = ρ(x , x(k+1))

ãäå x(k) � k-é ñîñåä îáúåêòà x .

Îïòèìèçàöèÿ øèðèíû îêíà ïî ñêîëüçÿùåìó êîíòðîëþ:

LOO(h,X ℓ) =

ℓ∑

i=1

(

ah
(
xi ;X

ℓ\{xi}
)
− yi

)2
→ min

h
.
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Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû êëàññè�èêàöèè

(Íåïàðà)ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ðåãðåññèè

ßäåðíîå ñãëàæèâàíèå (kernel smoothing)

Âûáîð ÿäðà K è øèðèíû îêíà h

Îòñåâ âûáðîñîâ

Ïðîáëåìà âûáðîñîâ (ýêñïåðèìåíò íà ñèíòåòè÷åñêèõ äàííûõ)

ℓ = 100, h = 1.0, ãàóññîâñêîå ÿäðî K (r) = exp
(
−2r2

)

Äâå èç 100 òî÷åê � âûáðîñû ñ îðäèíàòàìè yi = 40 è −40
Ñèíÿÿ êðèâàÿ � âûáðîñîâ íåò
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Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû êëàññè�èêàöèè

(Íåïàðà)ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ðåãðåññèè

ßäåðíîå ñãëàæèâàíèå (kernel smoothing)

Âûáîð ÿäðà K è øèðèíû îêíà h

Îòñåâ âûáðîñîâ

Ïðîáëåìà âûáðîñîâ è ëîêàëüíî âçâåøåííîå ñãëàæèâàíèå

Ïðîáëåìà âûáðîñîâ: òî÷êè ñ áîëüøèìè ñëó÷àéíûìè

îøèáêàìè yi ñèëüíî èñêàæàþò �óíêöèþ ah(x)

Îñíîâíàÿ èäåÿ:

÷åì áîëüøå âåëè÷èíà îøèáêè εi =
∣
∣ah

(
xi ;X

ℓ\{xi}
)
− yi

∣
∣
,

òåì áîëüøå ïðåöåäåíò (xi , yi) ïîõîæ íà âûáðîñ,

òåì ìåíüøå äîëæåí áûòü åãî âåñ wi (x).

Ýâðèñòèêà:

äîìíîæèòü âåñà wi(x) íà êîý��èöèåíòû γi = K̃ (εi ),
ãäå K̃ � åù¼ îäíî ÿäðî, âîîáùå ãîâîðÿ, îòëè÷íîå îò K (r).

�åêîìåíäàöèÿ:

êâàðòè÷åñêîå ÿäðî K̃ (ε) = KQ

(
ε

6med{εi}

)
,

ãäå med{εi} � ìåäèàíà âàðèàöèîííîãî ðÿäà îøèáîê.
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Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû êëàññè�èêàöèè

(Íåïàðà)ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ðåãðåññèè

ßäåðíîå ñãëàæèâàíèå (kernel smoothing)

Âûáîð ÿäðà K è øèðèíû îêíà h

Îòñåâ âûáðîñîâ

Àëãîðèòì LOWESS (LOally WEighted Satter plot Smoothing)

Âõîä: X ℓ
� îáó÷àþùàÿ âûáîðêà;

Âûõîä: êîý��èöèåíòû γi , i = 1, . . . , ℓ;

1: èíèöèàëèçàöèÿ: γi := 1, i = 1, . . . , ℓ;
2: ïîâòîðÿòü

3: îöåíêè ñêîëüçÿùåãî êîíòðîëÿ:

ai := ah
(
xi ;X

ℓ\{xi}
)
=

ℓ∑

j=1, j 6=i

yjγjK
(ρ(xi ,xj)

h(xi )

)

ℓ∑

j=1, j 6=i

γjK
(ρ(xi ,xj)

h(xi )

)
, i = 1, . . . , ℓ;

4: âåñà îáúåêòîâ: γi := K̃
(
|ai − yi |

)
, i = 1, . . . , ℓ;

5: ïîêà êîý��èöèåíòû γi íå ñòàáèëèçèðóþòñÿ;

Gary W. Moran. Loally-Weighted-Regression Satter-Plot Smoothing (LOWESS):

a graphial exploratory data analysis tehnique. 1984
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Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû êëàññè�èêàöèè

(Íåïàðà)ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ðåãðåññèè

ßäåðíîå ñãëàæèâàíèå (kernel smoothing)

Âûáîð ÿäðà K è øèðèíû îêíà h

Îòñåâ âûáðîñîâ

Ïðèìåð ðàáîòû LOWESS íà ñèíòåòè÷åñêèõ äàííûõ

ℓ = 100, h = 1.0, ãàóññîâñêîå ÿäðî K (r) = exp
(
−2r2

)

Äâå èç 100 òî÷åê � âûáðîñû ñ îðäèíàòàìè yi = 40 è −40
Â äàííîì ñëó÷àå LOWESS ñõîäèòñÿ çà íåñêîëüêî èòåðàöèé:
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Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû êëàññè�èêàöèè

(Íåïàðà)ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ðåãðåññèè

ßäåðíîå ñãëàæèâàíèå (kernel smoothing)

Âûáîð ÿäðà K è øèðèíû îêíà h

Îòñåâ âûáðîñîâ

�åçþìå

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû � ïðîñòåéøèå â ìàøèííîì îáó÷åíèè,

îáó÷åíèå ñâîäèòñÿ ê çàïîìèíàíèþ âûáîðêè (lazy learning)

×òî ìîæíî îáó÷àòü:

� ÷èñëî áëèæàéøèõ ñîñåäåé k èëè øèðèíó îêíà h

� âåñà îáúåêòîâ

� íàáîð ýòàëîíîâ (prototype seletion)

� ìåòðèêó (distane learning, similarity learning)

� â ÷àñòíîñòè, âåñà ïðèçíàêîâ â ìåòðèêå

Êà÷åñòâî îáó÷åíèÿ çàâèñèò îò ìåòðèêè è øèðèíû îêíà

Íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ îáõîäèòñÿ áåç ìîäåëè?

Íåò, ìîäåëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ çàêëàäûâàþòñÿ â ìåòðèêó

Èäåÿ îòñåâà âûáðîñîâ ïóò¼ì ïåðåâîäà îøèáêè íà îáúåêòå

â åãî âåñ ïðèìåíèìà êî ìíîãèì çàäà÷àì ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ
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