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Основные научные школы машинного обучения

1 символизм � ïîèñê ëîãè÷åñêèõ çàêîíîìåðíîñòåé

Decision Tree, Rule Induction

2 коннекционизм � îáó÷àåìûå íåéðîííûå ñåòè

BackPropagation, Deep Belief Nets, Deep Learning
CNN, ResNet, LSTM, GRU, Attention, Transformer

3 эволюционизм � ñàìîðàçâèòèå ñëîæíûõ ìîäåëåé

Genetic Algorithms, Genetic Programming, Symbolic Regression

4 байесионизм è âåðîÿòíîñòíî-ñòàòèñòè÷åñêèå ìåòîäû

MLE, EM, GLM, LR, OBC, Naive Bayes, QD, LDF
Bayesian Networks, Bayesian Learning, Graphical Models

5 аналогизм � ¾áëèçêèì îáúåêòàì áëèçêèå îòâåòû¿

kNN, RBF, SVM, KDE, Kernel Smoothing

⊕ композиционизм � êîîïåðàöèÿ ìîäåëåé

Weighted Voting, Boosting, Bagging, Stacking,
Random Forest, Яндекс.CatBoost

Педро Домингос. Верховный алгоритм. 2016. 336 с.
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Введение расстояний между объектами
Метрические методы обучения с учителем
Метрические методы обучения без учителя

Гипотезы компактности или непрерывности
Функции расстояния между векторами признаков
Беспризнаковые способы вычисления расстояний

Гипотезы непрерывности и компактности

Задачи классификации и регрессии:
X � îáúåêòû, Y � îòâåòû;

X ℓ = (xi , yi )
ℓ
i=1 � îáó÷àþùàÿ âûáîðêà;

Гипотеза непрерывности (äëÿ ðåãðåññèè):

близким объектам соответствуют близкие ответы.

âûïîëíåíà: íå âûïîëíåíà:

Гипотеза «компактности» (äëÿ êëàññèôèêàöèè):

близкие объекты, как правило, лежат в одном классе.

âûïîëíåíà: íå âûïîëíåíà:
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Метрические методы обучения с учителем
Метрические методы обучения без учителя

Гипотезы компактности или непрерывности
Функции расстояния между векторами признаков
Беспризнаковые способы вычисления расстояний

Пример: задача классификации цветков ириса [Фишер, 1936]

Êëàññû � êîìïàêòíûå ñãóñòêè òî÷åê (3 êëàññà ïî 50 îáúåêòîâ)
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Гипотезы компактности или непрерывности
Функции расстояния между векторами признаков
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Формализация понятия «расстояние» (distance)

Åâêëèäîâà ìåòðèêà è обобщённая метрика Минковского:

𝜌(x , xi ) =

(︂ n∑︁
j=1

⃒⃒
x j − x ji

⃒⃒2)︂1/2

𝜌(x , xi ) =

(︂ n∑︁
j=1

wj

⃒⃒
x j − x ji

⃒⃒p)︂1/p

x = (x1, . . . , xn) � âåêòîð ïðèçíàêîâ îáúåêòà x
xi = (x1i , . . . , x

n
i ) � âåêòîð ïðèçíàêîâ îáúåêòà xi

wj � âåñà ïðèçíàêîâ (âîçìîæíî, îáó÷àåìûå) èãðàþò äâå ðîëè:

� íîðìèðîâêà, ïðèâåäåíèå ê îáùåìó ìàñøòàáó

� ïîäàâëåíèå íåèíôîðìàòèâíûõ (ìåøàþùèõ) ïðèçíàêîâ

Ëèíèè óðîâíÿ (эквидистантные поверхности) ïðè ðàçëè÷íûõ p:
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Расстояния между строками / сигналами

Для строк � ðåäàêòîðñêîå ðàññòîÿíèå Ëåâåíøòåéíà:

CTGGGCTAAAAGGTCCCTTAGCC..TTTAGAAAAA.GGGCCATTAGGAAATTGC

CTGGGACTAAA....CCTTAGCCTATTTACAAAAATGGGCCATTAGG...TTGC

Для сигналов � ýíåðãèÿ ñæàòèé è ðàñòÿæåíèé:

В.В.Моттль, О.С.Середин, В.В.Сулимова. Потенциальные функции для

беспризнакового восстановления зависимостей на множествах сигналов и

символьных последовательностей. Искусственный интеллект. 2004.
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Расстояния между изображениями

Ðàññòîÿíèå между изображениями íà îñíîâå âûðàâíèâàíèÿ:

Îöåíèâàåòñÿ ýíåðãèÿ ðàñòÿæåíèÿ ïðÿìîóãîëüíîé ñåòêè

V.Mottl, A.Kopylov, A.Kostin, A.Yermakov, J.Kittler. Elastic transformation of the

image pixel grid for similarity based face identification. ICPR-2002
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Классификация
Непараметрическая регрессия
Задача отбора эталонов

Задача обучения метрического классификатора

Дано: X ℓ = (xi , yi )
ℓ
i=1 � îáó÷àþùàÿ âûáîðêà, |Y | < ∞

Модель: метрический классификатор, îòíîñÿùèé îáúåêò x
ê òîìó êëàññó, êîòîðîìó ïðèíàäëåæàò åãî áëèæàéøèå ñîñåäè:

a(x ;X ℓ) = argmax
y∈Y

ℓ∑︁
i=1

[︀
yi = y

]︀
S(x , xi )⏟  ⏞  

Γy (x)

,

S(x , xi ) � функция близости (similarity) ïàðû îáúåêòîâ x è xi
Γy (x) � оценка близости îáúåêòà x ê îáúåêòàì êëàññà y

Найти: ïàðàìåòðû ôóíêöèè áëèçîñòè S(x , xi )

Критерий: ìèíèìóì ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà

r(x , xi ) � ðàíã îáúåêòà xi = x (r) â ðàíæèðîâàííîé âûáîðêå X ℓ:

𝜌(x , x (1)) ⩽ 𝜌(x , x (2)) ⩽ · · · ⩽ 𝜌(x , x (ℓ))
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Варианты параметризации функции близости

S(x , xi ) = [r(x , xi ) = 1] � ìåòîä ближайшего соседа (1NN)

S(x , xi ) = [r(x , xi ) ⩽ k] � ìåòîä k ближайших соседей (kNN)
S(x , xi ) = [r(x , xi ) ⩽ k]wi � ìåòîä взвешенных kNN

S(x , xi ) = K
(︀
1
h𝜌(x , xi )

)︀
� ìåòîä окна Парзена, ãäå

K (r) � ядро (kernel), íå âîçðàñòàåò è ïîëîæèòåëüíî íà [0, 1]
h � ôèêñèðîâàííàÿ ширина окна (bandwidth)

S(x , xi ) = K
(︀

1
h(x)𝜌(x , xi )

)︀
� ìåòîä îêíà Ïàðçåíà ñ ïåðåìåííîé

øèðèíîé îêíà ïî k ñîñåäÿì h(x) = 𝜌(x , x (k+1))

S(x , xi ) = 𝛼iK
(︀
1
hi
𝜌(x , xi )

)︀
� ìåòîä потенциальных функций,

êàæäîìó xi ñîîòâåòñòâóþò äâà îáó÷àåìûõ ïàðàìåòðà:
𝛼i � âåñ èëè ¾ñèëà¿ ïîòåíöèàëà ñ öåíòðîì â òî÷êå xi
hi � ¾ðàäèóñ äåéñòâèÿ¿ ïîòåíöèàëà ñ öåíòðîì â òî÷êå xi
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Классификация
Непараметрическая регрессия
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Часто используемые ядра K (r)
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П (r) =
[︀
|r | ⩽ 1

]︀
� ïðÿìîóãîëüíîå

T (r) =
(︀
1− |r |

)︀[︀
|r | ⩽ 1

]︀
� òðåóãîëüíîå

E (r) = (1− r2)
[︀
|r | ⩽ 1

]︀
� êâàäðàòè÷íîå (Åïàíå÷íèêîâà)

Q(r) = (1− r2)2
[︀
|r | ⩽ 1

]︀
� êâàðòè÷åñêîå

G (r) = exp
(︀
−2r2

)︀
� ãàóññîâñêîå
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Метрические методы обучения без учителя

Классификация
Непараметрическая регрессия
Задача отбора эталонов

Научная школа М. А. Айзермана

Гипотеза компактности: ñõîæèå îáúåêòû,

êàê ïðàâèëî, íàõîäÿòñÿ â îäíîì êëàññå

Èäåÿ метода потенциальных функций

çàèìñòâóåòñÿ èç ôèçèêè (ýëåêòðîñòàòèêè)

Ëèíåéíàÿ ìîäåëü êëàññèôèêàöèè

ñ ℓ ïðèçíàêàìè fj(x) = K
(︀
1
hj
𝜌(x , xj)

)︀
:

a(x ;X ℓ) = argmax
y∈Y

ℓ∑︀
j=1

[yj =y ]𝛼j fj(x),

ãäå 𝛼j , hj � îáó÷àåìûå ïàðàìåòðû ìîäåëè, j = 1, . . . , ℓ

Марк
Аронович
Айзерман
(1913–1992)

Айзерман М.А., Браверман Э.М., Розоноэр Л.И. Теоретические основы метода

потенциальных функций в задаче об обучении автоматов разделению входных

ситуаций на классы. 1964.

Айзерман М.А., Браверман Э.М., Розоноэр Л.И. Метод потенциальных функций

в теории обучения машин. 1970.

Аркадьев А. Г., Браверман Э.М. Обучение машин распознаванию образов. 1964.
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Введение расстояний между объектами
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Классификация
Непараметрическая регрессия
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Влияние ширины окна h на вид разделяющей поверхности

Пример: xi ∈ R2, yi ∈ {−1,+1}, ãàóññîâñêîå K (r) = exp(−2r2)

a(x) = argmax
y∈Y

Γy (x) = sign
(︀
Γ+1(x)− Γ−1(x)⏟  ⏞  )︀

ширина окна: h = 0.05

÷åì ìåíüøå øèðèíà îêíà h,
òåì ñëîæíåå ôîðìà ãðàíèöû,

âîçìîæíî ïåðåîáó÷åíèå

÷åì áîëüøå øèðèíà îêíà h,
òåì ïðîùå ôîðìà ãðàíèöû,

âîçìîæíî íåäîîáó÷åíèå
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Введение расстояний между объектами
Метрические методы обучения с учителем
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Классификация
Непараметрическая регрессия
Задача отбора эталонов

Влияние ширины окна h на вид разделяющей поверхности

Пример: xi ∈ R2, yi ∈ {−1,+1}, ãàóññîâñêîå K (r) = exp(−2r2)

a(x) = argmax
y∈Y

Γy (x) = sign
(︀
Γ+1(x)− Γ−1(x)⏟  ⏞  )︀

ширина окна: h = 0.2

÷åì ìåíüøå øèðèíà îêíà h,
òåì ñëîæíåå ôîðìà ãðàíèöû,

âîçìîæíî ïåðåîáó÷åíèå

÷åì áîëüøå øèðèíà îêíà h,
òåì ïðîùå ôîðìà ãðàíèöû,

âîçìîæíî íåäîîáó÷åíèå
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Введение расстояний между объектами
Метрические методы обучения с учителем
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Классификация
Непараметрическая регрессия
Задача отбора эталонов

Влияние ширины окна h на вид разделяющей поверхности

Пример: xi ∈ R2, yi ∈ {−1,+1}, ãàóññîâñêîå K (r) = exp(−2r2)

a(x) = argmax
y∈Y

Γy (x) = sign
(︀
Γ+1(x)− Γ−1(x)⏟  ⏞  )︀

ширина окна: h = 0.3

÷åì ìåíüøå øèðèíà îêíà h,
òåì ñëîæíåå ôîðìà ãðàíèöû,

âîçìîæíî ïåðåîáó÷åíèå

÷åì áîëüøå øèðèíà îêíà h,
òåì ïðîùå ôîðìà ãðàíèöû,

âîçìîæíî íåäîîáó÷åíèå
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Введение расстояний между объектами
Метрические методы обучения с учителем
Метрические методы обучения без учителя

Классификация
Непараметрическая регрессия
Задача отбора эталонов

Влияние ширины окна h на вид разделяющей поверхности

Пример: xi ∈ R2, yi ∈ {−1,+1}, ãàóññîâñêîå K (r) = exp(−2r2)

a(x) = argmax
y∈Y

Γy (x) = sign
(︀
Γ+1(x)− Γ−1(x)⏟  ⏞  )︀

ширина окна: h = 0.5

÷åì ìåíüøå øèðèíà îêíà h,
òåì ñëîæíåå ôîðìà ãðàíèöû,

âîçìîæíî ïåðåîáó÷åíèå

÷åì áîëüøå øèðèíà îêíà h,
òåì ïðîùå ôîðìà ãðàíèöû,

âîçìîæíî íåäîîáó÷åíèå
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Введение расстояний между объектами
Метрические методы обучения с учителем
Метрические методы обучения без учителя

Классификация
Непараметрическая регрессия
Задача отбора эталонов

Влияние ширины окна h на вид разделяющей поверхности

Пример: xi ∈ R2, yi ∈ {−1,+1}, ãàóññîâñêîå K (r) = exp(−2r2)

a(x) = argmax
y∈Y

Γy (x) = sign
(︀
Γ+1(x)− Γ−1(x)⏟  ⏞  )︀

ширина окна: h = 1.0

÷åì ìåíüøå øèðèíà îêíà h,
òåì ñëîæíåå ôîðìà ãðàíèöû,

âîçìîæíî ïåðåîáó÷åíèå

÷åì áîëüøå øèðèíà îêíà h,
òåì ïðîùå ôîðìà ãðàíèöû,

âîçìîæíî íåäîîáó÷åíèå
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Введение расстояний между объектами
Метрические методы обучения с учителем
Метрические методы обучения без учителя

Классификация
Непараметрическая регрессия
Задача отбора эталонов

Влияние ширины окна h на вид разделяющей поверхности

Пример: xi ∈ R2, yi ∈ {−1,+1}, ãàóññîâñêîå K (r) = exp(−2r2)

a(x) = argmax
y∈Y

Γy (x) = sign
(︀
Γ+1(x)− Γ−1(x)⏟  ⏞  )︀

ширина окна: h = 5.0

÷åì ìåíüøå øèðèíà îêíà h,
òåì ñëîæíåå ôîðìà ãðàíèöû,

âîçìîæíî ïåðåîáó÷åíèå

÷åì áîëüøå øèðèíà îêíà h,
òåì ïðîùå ôîðìà ãðàíèöû,

âîçìîæíî íåäîîáó÷åíèå
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Введение расстояний между объектами
Метрические методы обучения с учителем
Метрические методы обучения без учителя

Классификация
Непараметрическая регрессия
Задача отбора эталонов

Влияние ширины окна h на качество классификации

Пример.
Задача UCI: Iris.

LOO(h) =
ℓ∑︁

i=1

[︀
ah
(︀
xi ;X

ℓ∖{xi}
)︀
̸= yi

]︀
→ min

h

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80

0

0,01

0,02

0,03
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0,05

0,06

0,07

0,08

число соседей q

частота ошибок 

— смещённое число ошибок, когда объект учитывается как сосед самого себя

— несмещённое число ошибок LOO
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Введение расстояний между объектами
Метрические методы обучения с учителем
Метрические методы обучения без учителя

Классификация
Непараметрическая регрессия
Задача отбора эталонов

Выбор ядра K и ширины окна h

ßäðî K (r)
� âëèÿåò íà ãëàäêîñòü ðàçäåëÿþùåé ïîâåðõíîñòè

� ïî÷òè íå âëèÿåò íà êà÷åñòâî êëàññèôèêàöèè

Øèðèíà îêíà h
� ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà êà÷åñòâî êëàññèôèêàöèè

Ïåðåìåííàÿ øèðèíà îêíà ïî k áëèæàéøèì ñîñåäÿì:

S(x , xi ) = K

(︂
𝜌(x , xi )

h(x)

)︂
, h(x) = 𝜌(x , x (k+1))

ãäå x (k) � k-é ñîñåä îáúåêòà x .

Îïòèìèçàöèÿ øèðèíû îêíà (h èëè k) ïî leave-one-out:

LOO(h,X ℓ) =
ℓ∑︁

i=1

[︀
ah
(︀
xi ;X

ℓ∖{xi}
)︀
̸= yi

]︀
→ min

h
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Введение расстояний между объектами
Метрические методы обучения с учителем
Метрические методы обучения без учителя

Классификация
Непараметрическая регрессия
Задача отбора эталонов

Задачи регрессии и метод наименьших квадратов

Дано: X ℓ = (xi , yi )
ℓ
i=1 � îáó÷àþùàÿ âûáîðêà, yi ∈ R

Найти ðåãðåññèîííóþ ìîäåëü äëÿ àïïðîêñèìàöèè y(x):

a(x) = f (x , 𝜃)

ãäå 𝜃 � âåêòîð ïàðàìåòðîâ, f � ôèêñèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ

Критерий � ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ:

Q(𝜃,X ℓ) =
ℓ∑︁

i=1

wi

(︀
f (xi , 𝜃)− yi

)︀2 → min
𝜃
,

ãäå wi � âåñîâîé êîýôôèöèåíò, ñòåïåíü âàæíîñòè îáúåêòà xi

Мотивация ïåðåõîäà ê íåïàðàìåòðè÷åñêèì ìîäåëÿì:

êîãäà íåò òåîðèè, äàþùåé ¾ôèçè÷íóþ¿ ìîäåëü f (x , 𝜃)
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Введение расстояний между объектами
Метрические методы обучения с учителем
Метрические методы обучения без учителя

Классификация
Непараметрическая регрессия
Задача отбора эталонов

Непараметрическая регрессия, формула Надарая–Ватсона

Ïðèáëèæåíèå êîíñòàíòîé f (x , 𝜃) = 𝜃 â îêðåñòíîñòè òî÷êè x :

Q(𝜃;X ℓ) =
ℓ∑︁

i=1

wi (x)
(︀
𝜃 − yi

)︀2 → min
𝜃∈R

;

ãäå wi (x) = K
(︀
1
h𝜌(x , xi )

)︀
� âåñà îáúåêòîâ xi â îêðåñòíîñòè x ;

K (r) � ядро (kernel), íåâîçðàñòàþùåå, îãðàíè÷åííîå, ãëàäêîå;

h � øèðèíà îêíà ñãëàæèâàíèÿ (bandwidth).

Формула ядерного сглаживания Надарая–Ватсона:

ah(x ;X
ℓ) =

ℓ∑︀
i=1

yiwi (x)

ℓ∑︀
i=1

wi (x)

=

ℓ∑︀
i=1

yiK
(︁
𝜌(x ,xi )

h

)︁
ℓ∑︀

i=1
K
(︁
𝜌(x ,xi )

h

)︁
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Введение расстояний между объектами
Метрические методы обучения с учителем
Метрические методы обучения без учителя

Классификация
Непараметрическая регрессия
Задача отбора эталонов

Обоснование формулы Надарая–Ватсона (одномерный случай)

Теорема

Пусть выполнены следующие условия:

1) выборка X ℓ = (xi , yi )
ℓ
i=1 простая, из распределения p(x , y);

2) ядро K (r) ограничено:
∫︀∞
0

K (r) dr < ∞, lim
r→∞

rK (r) = 0;

3) зависимость E(y |x) не имеет вертикальных асимптот:
E(y2|x) =

∫︀
Y y2p(y |x) dy < ∞ при любом x ∈ X ;

4) последовательность hℓ убывает, но не слишком быстро:

lim
ℓ→∞

hℓ = 0, lim
ℓ→∞

ℓhℓ = ∞.

Тогда имеет место сходимость по вероятности:

ahℓ(x ;X
ℓ)

P→ E(y |x) в любой точке x ∈ X ,

в которой E(y |x), p(x) и D(y |x) непрерывны и p(x) > 0.

В.Хардле. Прикладная непараметрическая регрессия. 1993.
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Введение расстояний между объектами
Метрические методы обучения с учителем
Метрические методы обучения без учителя

Классификация
Непараметрическая регрессия
Задача отбора эталонов

Влияние ядра K и ширины окна h на вид аппроксимации

h ∈ {0.1, 1.0, 3.0}, ãàóññîâñêîå ÿäðî K (r) = exp
(︀
−2r2

)︀
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Ãàóññîâñêîå ÿäðî ⇒ ãëàäêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ

Øèðèíà îêíà ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè
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Введение расстояний между объектами
Метрические методы обучения с учителем
Метрические методы обучения без учителя

Классификация
Непараметрическая регрессия
Задача отбора эталонов

Влияние ядра K и ширины окна h на вид аппроксимации

h ∈ {0.1, 1.0, 3.0}, òðåóãîëüíîå ÿäðî K (r) =
(︀
1− |r |

)︀[︀
|r | ⩽ 1

]︀
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Òðåóãîëüíîå ÿäðî ⇒ êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ

Àïïðîêñèìàöèÿ íå îïðåäåëåíà, åñëè â îêíå íåò òî÷åê âûáîðêè
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Введение расстояний между объектами
Метрические методы обучения с учителем
Метрические методы обучения без учителя

Классификация
Непараметрическая регрессия
Задача отбора эталонов

Влияние ядра K и ширины окна h на вид аппроксимации

h ∈ {0.1, 1.0, 3.0}, ïðÿìîóãîëüíîå ÿäðî K (r) =
[︀
|r | ⩽ 1

]︀
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Ïðÿìîóãîëüíîå ÿäðî ⇒ êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ

Âûáîð ÿäðà ñëàáî âëèÿåò íà òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè
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Введение расстояний между объектами
Метрические методы обучения с учителем
Метрические методы обучения без учителя

Классификация
Непараметрическая регрессия
Задача отбора эталонов

Выбор ядра K и ширины окна h

ßäðî K (r)
� âëèÿåò íà ãëàäêîñòü àïïðîêñèìèðóþùåé ôóíêöèè ah(x)
� ïî÷òè íå âëèÿåò íà êà÷åñòâî àïïðîêñèìàöèè

Øèðèíà îêíà h
� ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà êà÷åñòâî àïïðîêñèìàöèè

Ïåðåìåííàÿ øèðèíà îêíà ïî k áëèæàéøèì ñîñåäÿì:

wi (x) = K

(︂
𝜌(x , xi )

h(x)

)︂
, h(x) = 𝜌(x , x (k+1))

ãäå x (k) � k-é ñîñåä îáúåêòà x

Îïòèìèçàöèÿ øèðèíû îêíà (h èëè k) ïî leave-one-out:

LOO(h,X ℓ) =
ℓ∑︁

i=1

(︁
ah
(︀
xi ;X

ℓ∖{xi}
)︀
− yi

)︁2
→ min

h

К.В. Воронцов (k.v.vorontsov@phystech.edu) ВвМО: метрические методы 22 / 48



Введение расстояний между объектами
Метрические методы обучения с учителем
Метрические методы обучения без учителя

Классификация
Непараметрическая регрессия
Задача отбора эталонов

Задача отбора эталонов (prototype selection)

Дано: X ℓ = (xi , yi )
ℓ
i=1 � îáó÷àþùàÿ âûáîðêà

a(x ;X ℓ) � ìîäåëü, õðàíÿùàÿ âûáîðêó (lazy learning)

Найти ïîäìíîæåñòâî ýòàëîííûõ îáúåêòîâ U ⊆ X ℓ

Критерий � ìèíèìèçàöèÿ ÷èñëà ýòàëîíîâ

ïðè ìèíèìàëüíîì óõóäøåíèè êà÷åñòâà ìîäåëè:

Q(a,U) =
ℓ∑︁

i=1

L
(︀
a(xi ;U), yi

)︀
+ 𝜆|U| → min

U⊆X ℓ

Цели îòáîðà ýòàëîíîâ â ìåòðè÷åñêèõ àëãîðèòìàõ:

óìåíüøèòü îáú¼ì õðàíèìûõ äàííûõ

èçáàâèòüñÿ îò îáúåêòîâ-âûáðîñîâ

óëó÷øèòü êà÷åñòâî (îáîáùàþùóþ ñïîñîáíîñòü) ìîäåëè
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Введение расстояний между объектами
Метрические методы обучения с учителем
Метрические методы обучения без учителя

Классификация
Непараметрическая регрессия
Задача отбора эталонов

Отбор эталонов в линейных метрических моделях

fj(x) = K
(︀
1
hj
𝜌(x , xj)

)︀
, j = 1, . . . , ℓ � ïðèçíàêè îáúåêòà x

Линейная модель классификации, Y = {−1,+1}, îáó÷åíèå
ñ óáûâàþùåé ôóíêöèåé îòñòóïà L(M) è L1-ðåãóëÿðèçàöèåé:

a(x ,w) = sign
∑︀ℓ

j=1 wj fj(x) = sign⟨w , f (x)⟩;
ℓ∑︀

i=1
L
(︀
yi ⟨w , f (xi )⟩

)︀
+ 𝜏

ℓ∑︀
i=1

|wi | → min
w

;

Линейная модель регрессии, Y = R, îáó÷åíèå ìåòîäîì ÍÊ:

a(x ,w) =
∑︀ℓ

j=1 wj fj(x) = ⟨w , f (x)⟩
ℓ∑︀

i=1

(︀
a(xi ,w)− yi

)︀2
+ 𝜏

ℓ∑︀
i=1

|wi | → min
w

;

×åì áîëüøå 𝜏 , òåì ìåíüøå îñòà¼òñÿ ýòàëîíîâ

Îïòèìèçàöèÿ hj : âçÿòü íåñêîëüêî fj ñ ðàçíûìè hj äëÿ êàæäîãî xj
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Введение расстояний между объектами
Метрические методы обучения с учителем
Метрические методы обучения без учителя

Классификация
Непараметрическая регрессия
Задача отбора эталонов

Пример. Отбор эталонов в задаче бинарной классификации
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13

Ñèíòåòè÷åñêàÿ çàäà÷à êëàññèôèêàöèè:

2 êëàññà ïî 500 îáúåêòîâ, äîáàâëåíî 30 øóìîâûõ îáúåêòîâ

М.Н.Иванов, К.В.Воронцов. Отбор эталонов, основанный на минимизации

функционала полного скользящего контроля. ММРО-2009
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Введение расстояний между объектами
Метрические методы обучения с учителем
Метрические методы обучения без учителя

Классификация
Непараметрическая регрессия
Задача отбора эталонов

Пример. Отбор эталонов в задаче бинарной классификации

эталонные кл.1

шумовые кл.1

неинформативные кл.1

эталонные кл.2

шумовые кл.2

неинформативные кл.2

8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
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13

М.Н.Иванов, К.В.Воронцов. Отбор эталонов, основанный на минимизации

функционала полного скользящего контроля. ММРО-2009

К.В. Воронцов (k.v.vorontsov@phystech.edu) ВвМО: метрические методы 26 / 48



Введение расстояний между объектами
Метрические методы обучения с учителем
Метрические методы обучения без учителя

Непараметрическое оценивание плотности
Кластеризация
Многомерное шкалирование

Задача непараметрического восстановления плотности

Задача: ïî âûáîðêå X ℓ = (xi )
ℓ
i=1 îöåíèòü ïëîòíîñòü p̂(x),

áåç ââåäåíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîé ìîäåëè ïëîòíîñòè

Дискретный случай: xi ∈ X , |X | ≪ ℓ. ×àñòîòíàÿ îöåíêà:

p̂(x) = 1
ℓ

ℓ∑︀
i=1

[xi = x ]

Одномерный непрерывный случай: xi ∈ R. Ïî îïðåäåëåíèþ
ïëîòíîñòè, åñëè P[a, b] � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà îòðåçêà [a, b]:

p(x) = lim
h→0

1
2hP[x − h, x + h]

Ýìïèðè÷åñêàÿ ÷àñòîòíàÿ îöåíêà ïëîòíîñòè ïî îêíó øèðèíû h
(çàìåíÿåì âåðîÿòíîñòü äîëåé îáúåêòîâ âûáîðêè):

p̂h(x) =
1

ℓh

ℓ∑︁
i=1

1

2

[︂
|x − xi |

h
< 1

]︂
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Введение расстояний между объектами
Метрические методы обучения с учителем
Метрические методы обучения без учителя

Непараметрическое оценивание плотности
Кластеризация
Многомерное шкалирование

Локальная непараметрическая оценка Парзена-Розенблатта

Äðóãîå íàçâàíèå � Kernel Density Estimate (KDE)

Непрерывная или гладкая оценка плотности
Ââîäèòñÿ ядро K (r) � ÷¼òíàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ,

íåâîçðàñòàþùàÿ ïðè r > 0, íîðìèðîâàííàÿ
∫︀
K (r) dr = 1

p̂h(x) =
1

ℓh

ℓ∑︁
i=1

K

(︂
x − xi

h

)︂
ïðè K (r) = 1

2

[︀
|r | < 1

]︀
èìååì ÷àñòîòíóþ îöåíêó ïëîòíîñòè

Многомерная оценка плотности
𝜌(x , xi ) � ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ â ïðîñòðàíñòâå îáúåêòîâ X

p̂h(x) =
1

ℓV (h)

ℓ∑︁
i=1

K

(︂
𝜌(x , xi )

h

)︂
ãäå V (h) =

∫︀
X K

(︀𝜌(x ,xi )
h

)︀
dx � íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü
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Метрические методы обучения с учителем
Метрические методы обучения без учителя

Непараметрическое оценивание плотности
Кластеризация
Многомерное шкалирование

Обоснование оценки Парзена-Розенблатта

Теорема (одномерный случай, xi ∈ R)
Пусть выполнены следующие условия:

1) X ℓ — простая выборка из распределения p(x);
2) ядро K (r) непрерывно и ограничено:

∫︀
X K 2(r) dr < ∞;

3) последовательность hℓ: lim
ℓ→∞

hℓ = 0 и lim
ℓ→∞

ℓhℓ = ∞.

Тогда:

1) p̂hℓ(x) → p(x) при ℓ → ∞ для почти всех x ∈ X ;

2) скорость сходимости имеет порядок O(ℓ−2/5).

Пример. Ñôåðè÷åñêîå ãàóññîâñêîå ÿäðî â Rn ñ åâêëèäîâîé

ìåòðèêîé îáðàçóåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì îäíîìåðíûõ ÿäåð:

p̂h(x) =
1

ℓ

ℓ∑︁
i=1

n∏︁
j=1

1√
2𝜋h

exp

(︂
−
(fj(x)− fj(xi ))

2

2h2

)︂
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Метрические методы обучения с учителем
Метрические методы обучения без учителя

Непараметрическое оценивание плотности
Кластеризация
Многомерное шкалирование

Влияние ядра на качество восстановления плотности

Ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà âîññòàíîâëåíèÿ ïëîòíîñòè:

J(K ) =

∫︁ +∞

−∞
E
(︀
p̂h(x)− p(x)

)︀2
dx .

Àñèìïòîòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ îòíîøåíèÿ J(K *)/J(K ) ïðè ℓ → ∞
íå çàâèñÿò îò âèäà ðàñïðåäåëåíèÿ p(x).

ÿäðî K (r) ñòåïåíü ãëàäêîñòè J(K *)/J(K )

Åïàíå÷íèêîâà K *(r) p̂′h ðàçðûâíà 1.000

Êâàðòè÷åñêîå p̂′′h ðàçðûâíà 0.995

Òðåóãîëüíîå p̂′h ðàçðûâíà 0.989

Ãàóññîâñêîå ∞ äèôôåðåíöèðóåìà 0.961

Ïðÿìîóãîëüíîå p̂h ðàçðûâíà 0.943

М.Б.Лагутин. Наглядная математическая статистика. 2015

К.В. Воронцов (k.v.vorontsov@phystech.edu) ВвМО: метрические методы 30 / 48



Введение расстояний между объектами
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Непараметрическое оценивание плотности
Кластеризация
Многомерное шкалирование

Влияние ширины окна на качество восстановления

Îöåíêà p̂h(x) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ øèðèíû îêíà h:

èñòèííàÿ ïëîòíîñòü

(ñòàíäàðòíàÿ ãàóññîâñêàÿ)

h = 0.05 � ïåðåîáó÷åíèå

h = 0.337 � îïòèìàëüíàÿ

h = 2.0 � íåäîîáó÷åíèå

Êà÷åñòâî âîññòàíîâëåíèÿ ïëîòíîñòè ñóùåñòâåííî çàâèñèò

îò øèðèíû îêíà h, íî ñëàáî çàâèñèò îò âèäà ÿäðà K

Ïðè íåîäíîðîäíîñòè ëîêàëüíûõ ñãóùåíèé ïëîòíîñòè

ìîæíî çàäàâàòü hk(x) = 𝜌
(︀
x , x (k+1)

)︀
, ãäå k � ÷èñëî ñîñåäåé
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Метрические методы обучения с учителем
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Непараметрическое оценивание плотности
Кластеризация
Многомерное шкалирование

Выбор ядра K и ширины окна h

ßäðî K (r)
� âëèÿåò íà ãëàäêîñòü îöåíêè ïëîòíîñòè p̂h(x)
� ïî÷òè íå âëèÿåò íà êà÷åñòâî âîññòàíîâëåíèÿ ïëîòíîñòè

Øèðèíà îêíà h
� ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà êà÷åñòâî âîññòàíîâëåíèÿ

Ïåðåìåííàÿ øèðèíà îêíà ïî k áëèæàéøèì ñîñåäÿì:

K

(︂
𝜌(x , xi )

h(x)

)︂
, h(x) = 𝜌(x , x (k+1))

ãäå x (k) � k-é ñîñåä îáúåêòà x
Îïòèìèçàöèÿ øèðèíû îêíà (h èëè k) ïî êðèòåðèþ
ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ â ðåæèìå leave-one-out:

LOO(h,X ℓ) = −
ℓ∑︁

i=1

ln p̂h(xi ;X
ℓ∖xi ) → min

h
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Метрические методы обучения с учителем
Метрические методы обучения без учителя

Непараметрическое оценивание плотности
Кластеризация
Многомерное шкалирование

Резюмируем: (непара)метрические методы анализа данных

Восстановление плотности: оценка Парзена–Розенблатта

p̂h(x) =
1

ℓV (h)

ℓ∑︀
i=1

K
(︀
1
h𝜌(x , xi )

)︀
Классификация: метод парзеновского окна � áàéåñîâñêèé

êëàññèôèêàòîð ñ ïàðçåíîâñêèìè ïëîòíîñòÿìè êëàññîâ

ah(x) = argmax
y∈Y

P(y)p̂(x |y) = argmax
y∈Y

ℓ∑︀
i=1

[yi =y ]K
(︀
1
h𝜌(x , xi )

)︀
Регрессия: метод ядерного сглаживания Íàäàðàÿ�Âàòñîíà

ah(x) =
ℓ∑︀

i=1
yiK

(︀
1
h𝜌(x , xi )

)︀ ⧸︁ ℓ∑︀
i=1

K
(︀
1
h𝜌(x , xi )

)︀
Îáùàÿ ïðîáëåìàòèêà:

âûáîð ÿäðà K (r) è øèðèíû îêíà h, hi , h(x)
îòáîð ýòàëîííûõ îáúåêòîâ
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Введение расстояний между объектами
Метрические методы обучения с учителем
Метрические методы обучения без учителя

Непараметрическое оценивание плотности
Кластеризация
Многомерное шкалирование

Постановка задачи кластеризации (обучение без учителя)

Дано:
X ℓ =

{︀
x1, . . . , xℓ

}︀
� îáó÷àþùàÿ âûáîðêà îáúåêòîâ;

𝜌 : X × X → [0,∞) � ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó îáúåêòàìè.

Найти:
Y � ìíîæåñòâî êëàñòåðîâ,

a : X → Y � àëãîðèòì êëàñòåðèçàöèè,

òàêèå, ÷òî:

� êàæäûé êëàñòåð ñîñòîèò èç áëèçêèõ îáúåêòîâ;

� îáúåêòû ðàçíûõ êëàñòåðîâ ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íû.

Критерий?

îäíîçíà÷íîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è êëàñòåðèçàöèè íåò

åñòü ìíîãî ýâðèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, äàæå íå îïòèìèçàöèè

÷èñëî êëàñòåðîâ |Y | òîæå ìîæåò áûòü íå èçâåñòíî
ðåçóëüòàò êëàñòåðèçàöèè çàâèñèò îò ìåòðèêè 𝜌
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Введение расстояний между объектами
Метрические методы обучения с учителем
Метрические методы обучения без учителя

Непараметрическое оценивание плотности
Кластеризация
Многомерное шкалирование

Цели кластеризации

Упростить дальнейшую обработку данных,
ðàçáèòü âûáîðêó X ℓ íà ïîäâûáîðêè ñõîæèõ îáúåêòîâ,

äàëåå ðàáîòàòü ñ íèìè ïî ïðèíöèïó ¾ðàçäåëÿé è âëàñòâóé¿

Сократить объём хранимых данных,
îñòàâèâ ïî îäíîìó ýòàëîíó îò êàæäîãî êëàñòåðà,

ïîëó÷èòü ìàêñèìàëüíî ïðåäñòàâèòåëüíóþ ïîäâûáîðêó

Выделить нетипичные объекты,
êîòîðûå íå ïîäõîäÿò íè ê îäíîìó èç êëàñòåðîâ

(âûäåëåíèå àíîìàëèé, îäíîêëàññîâàÿ êëàññèôèêàöèÿ)

Построить иерархию множества объектов,
ïðèìåð � êëàññèôèêàöèÿ æèâîòíûõ è ðàñòåíèé Ê.Ëèííåÿ

(çàäà÷è òàêñîíîìèè, èåðàðõè÷åñêîé êëàñòåðèçàöèè)
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Метрические методы обучения с учителем
Метрические методы обучения без учителя

Непараметрическое оценивание плотности
Кластеризация
Многомерное шкалирование

Типы кластерных структур

кластеры
с центрами

расстояния внутри
кластеров меньше
межкластерных

ленточные
кластеры

перемычки
между кластерами

разреженный фон
из нетипичных
объектов

перекрывающиеся
кластеры

кластеры могут
вообще
отсутствовать

это не кластеры,
на практике такое
не встречается

Êàæäûé ìåòîä âûäåëÿåò ëèøü îïðåäåë¼ííûå òèïû ñòðóêòóð
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Метрические методы обучения с учителем
Метрические методы обучения без учителя

Непараметрическое оценивание плотности
Кластеризация
Многомерное шкалирование

Проблема чувствительности к выбору метрики

Ðåçóëüòàò çàâèñèò îò íîðìèðîâêè ïðèçíàêîâ:

À � ñòóäåíòêè,

B � ñòóäåíòû

ïîñëå ïåðåíîðìèðîâêè

(ñæàëè îñü ¾âåñ¿ âäâîå)

И.Д.Мандель. Кластерный анализ. 1988
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Непараметрическое оценивание плотности
Кластеризация
Многомерное шкалирование

Задача кластеризации (clustering)

Дано: X ℓ = {x1, . . . , xℓ} � îáó÷àþùàÿ âûáîðêà, xi ∈ Rn

Найти:
� öåíòðû êëàñòåðîâ � ïàðàìåòðû 𝜇a ∈ Rn, a = 1, . . . ,K
� êàêîìó êëàñòåðó ïðèíàäëåæèò êàæäûé îáúåêò ai ∈ {1, . . . ,K}

Критерий: ìèíèìóì ñóììû

âíóòðèêëàñòåðíûõ ðàññòîÿíèé

ℓ∑︁
i=1

𝜌(xi , 𝜇ai )
2 → min

{ai}, {𝜇a}

Ìåòðèêà, êàê ïðàâèëî, åâêëèäîâà

(íî ìîæåò áûòü è äðóãàÿ):

𝜌(x , 𝜇a)
2 =

n∑︁
d=1

(︀
fd(x)− 𝜇ad

)︀2
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Непараметрическое оценивание плотности
Кластеризация
Многомерное шкалирование

Метод K -средних (K -means) для кластеризации

Ìèíèìèçàöèÿ ñóììû êâàäðàòîâ âíóòðèêëàñòåðíûõ ðàññòîÿíèé:
ℓ∑︀

i=1
𝜌(xi , 𝜇ai )

2 → min
{ai}, {𝜇a}

, 𝜌(xi , 𝜇a)
2 =

n∑︀
j=1

(︀
fj(xi )− 𝜇aj

)︀2
Алгоритм Ллойда (ñèëüíî óïðîù¼ííûé EM-àëãîðèòì)

вход: X ℓ, K ; выход: öåíòðû 𝜇a, a ∈ {1, . . . ,K};
𝜇a := íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå öåíòðà, a ∈ {1, . . . ,K};
повторять

îòíåñòè êàæäûé xi ê áëèæàéøåìó öåíòðó:
ai := argmin

a∈Y
𝜌(xi , 𝜇a), i = 1, . . . , ℓ;

âû÷èñëèòü íîâûå ïîëîæåíèÿ öåíòðîâ:

𝜇a :=

∑︀ℓ
i=1[ai = a]xi∑︀ℓ
i=1[ai = a]

, a ∈ {1, . . . ,K};

пока ai íå ïåðåñòàíóò èçìåíÿòüñÿ;
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Кластеризация
Многомерное шкалирование

Примеры неудачной кластеризации k-means

Ïðè÷èíà � íåóäà÷íîå íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå èëè

ôîðìà êëàñòåðîâ, ñóùåñòâåííî îòëè÷íàÿ îò ñôåðè÷åñêîé
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Многомерное шкалирование

Алгоритм кластеризации DBSCAN

(Density-Based Spatial Clustering of Applications with Noise)

Îáúåêò x ∈ U, åãî 𝜀-îêðåñòíîñòü U𝜀(x) =
{︀
u ∈ U : 𝜌(x , u) ⩽ 𝜀

}︀
Êàæäûé îáúåêò ìîæåò áûòü îäíîãî èç òð¼õ òèïîâ:

êîðíåâîé: èìåþùèé ïëîòíóþ îêðåñòíîñòü, |U𝜀(x)| ⩾ m

ãðàíè÷íûé: íå êîðíåâîé, íî â îêðåñòíîñòè êîðíåâîãî

øóìîâîé (âûáðîñ): íå êîðíåâîé è íå ãðàíè÷íûé

Ester, Kriegel, Sander, Xu. A density-based algorithm for discovering clusters in large

spatial databases with noise. KDD-1996.
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Алгоритм кластеризации DBSCAN

Вход: âûáîðêà X ℓ = {x1, . . . , xℓ}; ïàðàìåòðû 𝜀 è m;
Выход: ðàçáèåíèå âûáîðêè íà êëàñòåðû è øóìîâûå âûáðîñû;

U := X ℓ � íåïîìå÷åííûå; a := 0;

пока â âûáîðêå åñòü íåïîìå÷åííûå òî÷êè, U ̸= ∅:
âçÿòü ñëó÷àéíóþ òî÷êó x ∈ U;
если |U𝜀(x)| < m то

ïîìåòèòü x êàê, âîçìîæíî, øóìîâîé;
иначе

ñîçäàòü íîâûé êëàñòåð: K := U𝜀(x); a := a+ 1;

для всех x ′ ∈ K , íå ïîìå÷åííûõ èëè øóìîâûõ

если |U𝜀(x
′)| ⩾ m то K := K ∪ U𝜀(x

′) ;
иначе ïîìåòèòü x ′ êàê ãðàíè÷íûé êëàñòåðà K ;

ai := a äëÿ âñåõ xi ∈ K ;
U := U ∖ K ;
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Преимущества алгоритма DBSCAN

áûñòðàÿ êëàñòåðèçàöèÿ áîëüøèõ äàííûõ:

O(ℓ2) â õóäøåì ñëó÷àå,

O(ℓ ln ℓ) ïðè ýôôåêòèâíîé ðåàëèçàöèè U𝜀(x);

êëàñòåðû ïðîèçâîëüíîé ôîðìû (äîëîé öåíòðû!);

äåëåíèå îáúåêòîâ íà êîðíåâûå, ãðàíè÷íûå, øóìîâûå.
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Агломеративная иерархическая кластеризация

Àëãîðèòì èåðàðõè÷åñêîé êëàñòåðèçàöèè (Ëàíñ, Óèëüÿìñ, 1967):

èòåðàòèâíûé ïåðåñ÷¼ò ðàññòîÿíèé RUV ìåæäó êëàñòåðàìè U,V .

C1 :=
{︀
{x1}, . . . , {xℓ}

}︀
� âñå êëàñòåðû 1-ýëåìåíòíûå;

R{xi}{xj} := 𝜌(xi , xj) � ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè;

для всех t = 2, . . . , ℓ (t � íîìåð èòåðàöèè):
íàéòè â Ct−1 ïàðó êëàñòåðîâ (U,V ) ñ ìèíèìàëüíûì RUV ;

ñëèòü èõ â îäèí êëàñòåð:

W := U ∪ V ;

Ct := Ct−1 ∪ {W } ∖ {U,V };
для всех S ∈ Ct

âû÷èñëèòü RWS ïî ôîðìóëå Ëàíñà-Óèëüÿìñà:

RWS := 𝛼URUS + 𝛼VRVS + 𝛽RUV + 𝛾
⃒⃒
RUS − RVS

⃒⃒
;

G.N.Lance, W.T.Williams. A general theory of classificatory sorting strategies: II.

Clustering systems. 1967
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Дендрограмма — визуализация иерархической кластеризации

Êëàñòåðû ãðóïïèðóþòñÿ âäîëü ãîðèçîíòàëüíîé îñè

Ïî âåðòèêàëüíîé îñè îòêëàäûâàþòñÿ ðàññòîÿíèÿ Rt

Ðàññòîÿíèÿ âîçðàñòàþò, ëèíèè íèãäå íå ïåðåñåêàþòñÿ

Âåðõíèå óðîâíè ðàçëè÷èìû ëó÷øå, ÷åì íèæíèå

Óðîâåíü îòñå÷åíèÿ îïðåäåëÿåò ÷èñëî êëàñòåðîâ
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Напоминание. Многомерное шкалирование (MDS)

Дано: (i , j) ∈ E � âûáîðêà ð¼áåð ãðàôà ⟨V ,E ⟩
Rij � ðàññòîÿíèÿ ìåæäó âåðøèíàìè ðåáðà (i , j)
Íàïðèìåð, Rij � äëèíà êðàò÷àéøåãî ïóòè ïî ãðàôó (IsoMAP)

Найти: âåêòîðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ âåðøèí zi ∈ Rd òàê, ÷òîáû

áëèçêèå âåðøèíû (â ñìûñëå ìàëîãî Rij) èìåëè áëèçêèå zi è zj

Критерий ñòðåññà (stress):∑︁
(i ,j)∈E

R𝛾
ij

(︀
𝜌(zi , zj)− Rij

)︀2 → min
Z

, Z ∈ RV×d ,

ãäå 𝜌(zi , zj) = ‖zi − zj‖ � îáû÷íî åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå,

R𝛾
ij � âåñà, âàæíåå ðàññòîÿíèÿ áîëüøèå (𝛾>0) èëè ìàëûå (𝛾<0)

Îáû÷íî ðåøàåòñÿ ìåòîäîì ñòîõàñòè÷åñêîãî ãðàäèåíòà (SG)

I.Chami et al. Machine learning on graphs: a model and comprehensive taxonomy. 2020.
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Напоминание. MDS для визуализации данных

Ïðè d = 2 îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðîåêöèÿ âûáîðêè íà ïëîñêîñòü

èñïîëüçóåòñÿ äëÿ âèçóàëèçàöèè êëàñòåðíûõ ñòðóêòóð

ôîðìó îáëàêà òî÷åê ìîæíî íàñòðàèâàòü âåñàìè è ìåòðèêîé

íàèáîëåå ïîïóëÿðíûå ìåòîäû � t-SNE, UMAP

íåäîñòàòîê âñåõ ìåòîäîâ � èñêàæåíèÿ íåèçáåæíû

Laurens van der Maaten, Geoffrey Hinton. Visualizing data using t-SNE. 2008

Leland McInnes, John Healy, James Melville. UMAP: Uniform manifold approximation

and projection for dimension reduction. 2020
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Резюме

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû � ïðîñòåéøèå â ìàøèííîì îáó÷åíèè,

îáó÷åíèå ñâîäèòñÿ ê çàïîìèíàíèþ âûáîðêè (lazy learning)

Óñëîæíÿÿ ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû, ìîæíî îáó÷àòü:

� ÷èñëî áëèæàéøèõ ñîñåäåé k èëè øèðèíó îêíà h
� âåñà (çíà÷èìîñòè, èíôîðìàòèâíîñòè) îáúåêòîâ

� ìíîæåñòâî ýòàëîíîâ (prototype learning)

� ìåòðèêó (distance learning, similarity learning),

â ÷àñòíîñòè, âåñà ïðèçíàêîâ â ìåòðèêå Ìèíêîâñêîãî

Ìåòîä ïîòåíöèàëüíûõ ôóíêöèé = ëèíåéíûé êëàññèôèêàòîð

ðàññòîÿíèå äî îïîðíîãî îáúåêòà = íîâûé ïðèçíàê

Êà÷åñòâî îáó÷åíèÿ çàâèñèò îò ìåòðèêè è øèðèíû îêíà,

ñëàáî çàâèñèò îò âèäà ÿäðà ñãëàæèâàíèÿ

Íåïàðàìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáõîäÿòñÿ áåç ìîäåëè?

Íåò, ìîäåëèðóåòñÿ ôóíêöèÿ ñõîäñòâà ìåæäó îáúåêòàìè
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