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Îñíîâíûå íàó÷íûå øêîëû ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ
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ñèìâîëèçì � ïîèñê ëîãè÷åñêèõ çàêîíîìåðíîñòåé

De
ision Tree, Rule Indu
tion

2

êîííåêöèîíèçì � îáó÷àåìûå íåéðîííûå ñåòè

Ba
kPropagation, Deep Belief Nets, Deep Learning

CNN, ResNet, LSTM, GRU, Attention, Transformer

3

ýâîëþöèîíèçì � ñàìîðàçâèòèå ñëîæíûõ ìîäåëåé

Geneti
 Algorithms, Geneti
 Programming, Symboli
 Regression

4

áàéåñèîíèçì è âåðîÿòíîñòíî-ñòàòèñòè÷åñêèå ìåòîäû

MLE, EM, GLM, LR, OBC, Naive Bayes, QD, LDF

Bayesian Networks, Bayesian Learning, Graphi
al Models

5

àíàëîãèçì � ¾áëèçêèì îáúåêòàì áëèçêèå îòâåòû¿

kNN, RBF, SVM, KDE, Kernel Smoothing

⊕ êîìïîçèöèîíèçì � êîîïåðàöèÿ ìîäåëåé

Weighted Voting, Boosting, Bagging, Sta
king,

Random Forest, ßíäåêñ.CatBoost

Ïåäðî Äîìèíãîñ. Âåðõîâíûé àëãîðèòì. 2016. 336 ñ.
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Ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ ìåæäó âåêòîðàìè ïðèçíàêîâ

Áåñïðèçíàêîâûå ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ ðàññòîÿíèé

�èïîòåçû íåïðåðûâíîñòè è êîìïàêòíîñòè

Çàäà÷è êëàññè�èêàöèè è ðåãðåññèè:

X � îáúåêòû, Y � îòâåòû;

X ℓ = (xi , yi )
ℓ
i=1 � îáó÷àþùàÿ âûáîðêà;

�èïîòåçà íåïðåðûâíîñòè (äëÿ ðåãðåññèè):

áëèçêèì îáúåêòàì ñîîòâåòñòâóþò áëèçêèå îòâåòû.

âûïîëíåíà: íå âûïîëíåíà:

�èïîòåçà ¾êîìïàêòíîñòè¿ (äëÿ êëàññè�èêàöèè):

áëèçêèå îáúåêòû, êàê ïðàâèëî, ëåæàò â îäíîì êëàññå.

âûïîëíåíà: íå âûïîëíåíà:
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Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ ñ ó÷èòåëåì

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ áåç ó÷èòåëÿ

�èïîòåçû êîìïàêòíîñòè èëè íåïðåðûâíîñòè

Ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ ìåæäó âåêòîðàìè ïðèçíàêîâ

Áåñïðèçíàêîâûå ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ ðàññòîÿíèé

Ïðèìåð: çàäà÷à êëàññè�èêàöèè öâåòêîâ èðèñà [Ôèøåð, 1936℄

Êëàññû � êîìïàêòíûå ñãóñòêè òî÷åê (3 êëàññà ïî 50 îáúåêòîâ)
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Áåñïðèçíàêîâûå ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ ðàññòîÿíèé

Ôîðìàëèçàöèÿ ïîíÿòèÿ ¾ðàññòîÿíèå¿ (distan
e)

Åâêëèäîâà ìåòðèêà è îáîáù¼ííàÿ ìåòðèêà Ìèíêîâñêîãî:

ρ(x , xi ) =

( n∑

j=1

∣
∣x j − x

j
i

∣
∣2
)1/2

ρ(x , xi ) =

( n∑

j=1

wj

∣
∣x j − x

j
i

∣
∣p

)1/p

x = (x1, . . . , xn) � âåêòîð ïðèçíàêîâ îáúåêòà x

xi = (x1i , . . . , x
n
i ) � âåêòîð ïðèçíàêîâ îáúåêòà xi

wj � âåñà ïðèçíàêîâ (âîçìîæíî, îáó÷àåìûå) èãðàþò äâå ðîëè:

� íîðìèðîâêà, ïðèâåäåíèå ê îáùåìó ìàñøòàáó

� ïîäàâëåíèå íåèí�îðìàòèâíûõ (ìåøàþùèõ) ïðèçíàêîâ

Ëèíèè óðîâíÿ (ýêâèäèñòàíòíûå ïîâåðõíîñòè) ïðè ðàçëè÷íûõ p:
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�àññòîÿíèÿ ìåæäó ñòðîêàìè / ñèãíàëàìè

Äëÿ ñòðîê � ðåäàêòîðñêîå ðàññòîÿíèå Ëåâåíøòåéíà:

CTGGGCTAAAAGGTCCCTTAGCC..TTTAGAAAAA.GGGCCATTAGGAAATTGC

CTGGGACTAAA....CCTTAGCCTATTTACAAAAATGGGCCATTAGG...TTGC

Äëÿ ñèãíàëîâ � ýíåðãèÿ ñæàòèé è ðàñòÿæåíèé:
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�àññòîÿíèÿ ìåæäó èçîáðàæåíèÿìè

�àññòîÿíèå ìåæäó èçîáðàæåíèÿìè íà îñíîâå âûðàâíèâàíèÿ:

Îöåíèâàåòñÿ ýíåðãèÿ ðàñòÿæåíèÿ ïðÿìîóãîëüíîé ñåòêè
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Îáùàÿ �îðìóëà ìåòðè÷åñêîãî êëàññè�èêàòîðà

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x ∈ X îòðàíæèðóåì îáúåêòû x1, . . . , xℓ:

ρ(x , x(1)) 6 ρ(x , x(2)) 6 · · · 6 ρ(x , x(ℓ)),

x(i) � i -é ñîñåä îáúåêòà x ñðåäè x1, . . . , xℓ;
y (i) � îòâåò íà i -ì ñîñåäå îáúåêòà x .

Ìåòðè÷åñêèé àëãîðèòì êëàññè�èêàöèè îòíîñèò îáúåêò x

ê òîìó êëàññó, êîòîðîìó ïðèíàäëåæàò åãî áëèæàéøèå ñîñåäè:

a(x ;X ℓ) = argmax
y∈Y

ℓ∑

i=1

[
y (i) = y

]
w(i , x)

︸ ︷︷ ︸

Γy (x)

,

w(i , x) � �óíêöèÿ áëèçîñòè ê îáúåêòó x åãî i -ãî ñîñåäà,

íåîòðèöàòåëüíàÿ, íå âîçðàñòàåò ïî i ,

Γy (x) � îöåíêà áëèçîñòè îáúåêòà x ê êëàññó y .
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Ýâðèñòè÷åñêèå âàðèàíòû ìåòðè÷åñêîãî êëàññè�èêàòîðà

w(i , x) = [i 6 1] � ìåòîä áëèæàéøåãî ñîñåäà (1NN)

w(i , x) = [i 6 k] � ìåòîä k áëèæàéøèõ ñîñåäåé (kNN)

w(i , x) = [i 6 k]wi � ìåòîä k âçâåøåííûõ áëèæàéøèõ ñîñåäåé

w(i , x) = K
(
1
h
ρ(x , x(i))

)
� ìåòîä îêíà Ïàðçåíà, ãäå

h � �èêñèðîâàííàÿ øèðèíà îêíà (bandwidth),

K (r) � ÿäðî (kernel), íå âîçðàñòàåò è ïîëîæèòåëüíî íà [0, 1]

w(i , x) = K
(

1
h(x)ρ(x , x

(i))
)
� ìåòîä îêíà Ïàðçåíà, ãäå

h(x) = ρ(x , x(k+1)) � ïåðåìåííàÿ øèðèíà îêíà ïî k ñîñåäÿì

w(i , x) = α(i)K
(

1
h(i)

ρ(x , x(i))
)
� ìåòîä ïîòåíöèàëüíûõ �óíêöèé,

α(i)
� îáó÷àåìûé ïàðàìåòð ¾çàðÿä ïîòåíöèàëà¿,

h(i) � ¾ðàäèóñ äåéñòâèÿ ïîòåíöèàëà¿ ñ öåíòðîì â òî÷êå x(i)
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Ìåòîä ïîòåíöèàëüíûõ �óíêöèé

w(i , x) = α(i)K
(
ρ(x ,x (i))

h(i)

)

Áîëåå ïðîñòàÿ çàïèñü (âåäü ìîæíî íå ðàíæèðîâàòü îáúåêòû):

ah(x ;X
ℓ) = argmax

y∈Y

ℓ∑

i=1

[yi = y ]αi K

(
ρ(x , xi )

hi

)

,

Ôèçè÷åñêàÿ àíàëîãèÿ èç ýëåêòðîñòàòèêè:

αi > 0 � âåñà îáúåêòîâ, âåëè÷èíà ¾çàðÿäà¿ â òî÷êå xi
hi > 0 � ¾ðàäèóñ äåéñòâèÿ¿ ïîòåíöèàëà ñ öåíòðîì â òî÷êå xi
αi , hi � îáó÷àåìûå ïàðàìåòðû (îäíîðîäíûé ïîòåíöèàë, hi = h)

yi � çíàê ¾çàðÿäà¿ (â ñëó÷àå äâóõ êëàññîâ Y = {−1,+1})
K (r) = 1

r2
èëè

1
r
èëè

1
r+a

� âèä ïîòåíöèàëüíîé �óíêöèè

Â çàäà÷àõ êëàññè�èêàöèè íåò îãðàíè÷åíèé íà âèä K è íà |Y |
Ì.À.Àéçåðìàí, Ý.Ì.Áðàâåðìàí, Ë.È.�îçîíîýð. Ìåòîä ïîòåíöèàëüíûõ �óíêöèé

â òåîðèè îáó÷åíèÿ ìàøèí. Ì.: Íàóêà, 1970.
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Íàó÷íàÿ øêîëà Ì. À. Àéçåðìàíà

�èïîòåçà êîìïàêòíîñòè: ñõîæèå îáúåêòû,

êàê ïðàâèëî, íàõîäÿòñÿ â îäíîì êëàññå

Èäåÿ ìåòîäà ïîòåíöèàëüíûõ �óíêöèé

çàèìñòâóåòñÿ èç �èçèêè

Ëèíåéíàÿ ìîäåëü êëàññè�èêàöèè:

âçâåøåííîå ãîëîñîâàíèå �óíêöèé

ñõîäñòâà fi(x) = K (x , xi ) ìåæäó x è xi :

a(x) = argmax
y∈Y

∑

i : yi=y

αyiK (x , xi )

Ìàðê Àðîíîâè÷

Àéçåðìàí

(1913�1992)

Àéçåðìàí Ì.À., Áðàâåðìàí Ý.Ì., �îçîíîýð Ë.È. Òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû ìåòîäà

ïîòåíöèàëüíûõ �óíêöèé â çàäà÷å îá îáó÷åíèè àâòîìàòîâ ðàçäåëåíèþ âõîäíûõ

ñèòóàöèé íà êëàññû. 1964.

Àéçåðìàí Ì.À., Áðàâåðìàí Ý.Ì., �îçîíîýð Ë.È. Ìåòîä ïîòåíöèàëüíûõ �óíêöèé

â òåîðèè îáó÷åíèÿ ìàøèí. 1970.

Àðêàäüåâ À. �., Áðàâåðìàí Ý.Ì. Îáó÷åíèå ìàøèí ðàñïîçíàâàíèþ îáðàçîâ. 1964.
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Ìåòîä ïîòåíöèàëüíûõ �óíêöèé = ëèíåéíûé êëàññè�èêàòîð

Äâà êëàññà: Y = {−1,+1}.
a(x ;X ℓ) = argmax

y∈Y
Γy (x) = sign

(
Γ+1(x)− Γ−1(x)

)
=

= sign
ℓ∑

i=1

αiyi K

(
ρ(x , xi )

hi

)

.

Ñðàâíèì ñ ëèíåéíîé ìîäåëüþ êëàññè�èêàöèè:

a(x) = sign

n∑

j=1

αj fj(x).

fj(x) = yjK
(
1
hj
ρ(x , xj )

)
� íîâûå ïðèçíàêè îáúåêòà x ,

áëèçîñòü (ñõîäñòâî) îáúåêòà x è îáó÷àþùåãî îáúåêòà xj
αj � îáó÷àåìûå âåñà ëèíåéíîãî êëàññè�èêàòîðà

n = ℓ � ÷èñëî ïðèçíàêîâ ðàâíî ÷èñëó îáúåêòîâ îáó÷åíèÿ
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Ââåäåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ ñ ó÷èòåëåì

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ áåç ó÷èòåëÿ

Êëàññè�èêàöèÿ

Íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ

Çàäà÷à îòáîðà ýòàëîíîâ

Âûáîð ÿäðà K è øèðèíû îêíà h

ßäðî K (r)
� âëèÿåò íà ãëàäêîñòü ðàçäåëÿþùåé ïîâåðõíîñòè

� ïî÷òè íå âëèÿåò íà êà÷åñòâî êëàññè�èêàöèè

Øèðèíà îêíà h

� ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà êà÷åñòâî êëàññè�èêàöèè

Ïåðåìåííàÿ øèðèíà îêíà ïî k áëèæàéøèì ñîñåäÿì:

wi (x) = K

(
ρ(x , xi )

h(x)

)

, h(x) = ρ(x , x(k+1))

ãäå x(k) � k-é ñîñåä îáúåêòà x .

Îïòèìèçàöèÿ øèðèíû îêíà (h èëè k) ïî leave-one-out:

LOO(h,X ℓ) =
ℓ∑

i=1

[
ah
(
xi ;X

ℓ\{xi}
)
6= yi

]
→ min

h
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Ââåäåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ ñ ó÷èòåëåì

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ áåç ó÷èòåëÿ

Êëàññè�èêàöèÿ

Íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ

Çàäà÷à îòáîðà ýòàëîíîâ

×àñòî èñïîëüçóåìûå ÿäðà K (r)

-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0 0.5 1.0 1.5 2.0

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

                         E

    Q

T

П

G

Π(r) =
[
|r | 6 1

]
� ïðÿìîóãîëüíîå

T (r) =
(
1− |r |

)[
|r | 6 1

]
� òðåóãîëüíîå

E (r) = (1− r2)
[
|r | 6 1

]
� êâàäðàòè÷íîå (Åïàíå÷íèêîâà)

Q(r) = (1− r2)2
[
|r | 6 1

]
� êâàðòè÷åñêîå

G (r) = exp
(
−2r2

)
� ãàóññîâñêîå
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Ââåäåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ ñ ó÷èòåëåì

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ áåç ó÷èòåëÿ

Êëàññè�èêàöèÿ

Íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ

Çàäà÷à îòáîðà ýòàëîíîâ

Âëèÿíèå øèðèíû îêíà h íà êà÷åñòâî êëàññè�èêàöèè

Ïðèìåð: xi ∈ R
2
, yi ∈ {−1,+1}, K (r) = exp(−2r2)

a(x) = argmax
y∈Y

Γy (x) = sign
(
Γ+1(x)− Γ−1(x)
︸ ︷︷ ︸

)

ÿäðî:

ãàóññîâñêîå

øèðèíà

îêíà:

h = 0.05
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Ââåäåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ ñ ó÷èòåëåì

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ áåç ó÷èòåëÿ

Êëàññè�èêàöèÿ

Íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ

Çàäà÷à îòáîðà ýòàëîíîâ

Âëèÿíèå øèðèíû îêíà h íà êà÷åñòâî êëàññè�èêàöèè

Ïðèìåð: xi ∈ R
2
, yi ∈ {−1,+1}, K (r) = exp(−2r2)

a(x) = argmax
y∈Y

Γy (x) = sign
(
Γ+1(x)− Γ−1(x)
︸ ︷︷ ︸

)

ÿäðî:

ãàóññîâñêîå

øèðèíà

îêíà:

h = 0.2
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Ââåäåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ ñ ó÷èòåëåì

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ áåç ó÷èòåëÿ

Êëàññè�èêàöèÿ

Íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ

Çàäà÷à îòáîðà ýòàëîíîâ

Âëèÿíèå øèðèíû îêíà h íà êà÷åñòâî êëàññè�èêàöèè

Ïðèìåð: xi ∈ R
2
, yi ∈ {−1,+1}, K (r) = exp(−2r2)

a(x) = argmax
y∈Y

Γy (x) = sign
(
Γ+1(x)− Γ−1(x)
︸ ︷︷ ︸

)

ÿäðî:

ãàóññîâñêîå

øèðèíà

îêíà:

h = 0.3
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Ââåäåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ ñ ó÷èòåëåì

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ áåç ó÷èòåëÿ

Êëàññè�èêàöèÿ

Íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ

Çàäà÷à îòáîðà ýòàëîíîâ

Âëèÿíèå øèðèíû îêíà h íà êà÷åñòâî êëàññè�èêàöèè

Ïðèìåð: xi ∈ R
2
, yi ∈ {−1,+1}, K (r) = exp(−2r2)

a(x) = argmax
y∈Y

Γy (x) = sign
(
Γ+1(x)− Γ−1(x)
︸ ︷︷ ︸

)

ÿäðî:

ãàóññîâñêîå

øèðèíà

îêíà:

h = 0.5
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Ââåäåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ ñ ó÷èòåëåì

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ áåç ó÷èòåëÿ

Êëàññè�èêàöèÿ

Íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ

Çàäà÷à îòáîðà ýòàëîíîâ

Âëèÿíèå øèðèíû îêíà h íà êà÷åñòâî êëàññè�èêàöèè

Ïðèìåð: xi ∈ R
2
, yi ∈ {−1,+1}, K (r) = exp(−2r2)

a(x) = argmax
y∈Y

Γy (x) = sign
(
Γ+1(x)− Γ−1(x)
︸ ︷︷ ︸

)

ÿäðî:

ãàóññîâñêîå

øèðèíà

îêíà:

h = 1.0
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Ââåäåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ ñ ó÷èòåëåì

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ áåç ó÷èòåëÿ

Êëàññè�èêàöèÿ

Íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ

Çàäà÷à îòáîðà ýòàëîíîâ

Âëèÿíèå øèðèíû îêíà h íà êà÷åñòâî êëàññè�èêàöèè

Ïðèìåð: xi ∈ R
2
, yi ∈ {−1,+1}, K (r) = exp(−2r2)

a(x) = argmax
y∈Y

Γy (x) = sign
(
Γ+1(x)− Γ−1(x)
︸ ︷︷ ︸

)

ÿäðî:

ãàóññîâñêîå

øèðèíà

îêíà:

h = 5.0
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Ââåäåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ ñ ó÷èòåëåì

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ áåç ó÷èòåëÿ

Êëàññè�èêàöèÿ

Íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ

Çàäà÷à îòáîðà ýòàëîíîâ

Çàâèñèìîñòü LOO îò ÷èñëà ñîñåäåé

Ïðèìåð.

Çàäà÷à UCI: Iris.

LOO(h) =

ℓ∑

i=1

[
ah
(
xi ;X

ℓ\{xi}
)
6= yi

]
→ min

h

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80

0

0,01

0,02

0,03

0,04

0,05

0,06

0,07

0,08

число соседей q

частота ошибок 

� ñìåù¼ííîå ÷èñëî îøèáîê, êîãäà îáúåêò ó÷èòûâàåòñÿ êàê ñîñåä ñàìîãî ñåáÿ

� íåñìåù¼ííîå ÷èñëî îøèáîê LOO

Ê.Â. Âîðîíöîâ (k.v.vorontsov�physte
h.edu) ÂâÌÎ: ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû 17 / 52



Ââåäåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ ñ ó÷èòåëåì

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ áåç ó÷èòåëÿ

Êëàññè�èêàöèÿ

Íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ

Çàäà÷à îòáîðà ýòàëîíîâ

Çàäà÷è ðåãðåññèè è ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ

Äàíî: X ℓ = (xi , yi )
ℓ
i=1 � îáó÷àþùàÿ âûáîðêà, yi ∈ R

Íàéòè ðåãðåññèîííóþ ìîäåëü äëÿ àïïðîêñèìàöèè y(x):

a(x) = f (x , θ)

ãäå θ � âåêòîð ïàðàìåòðîâ, f � �èêñèðîâàííàÿ �óíêöèÿ

Êðèòåðèé � ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ:

Q(θ,X ℓ) =

ℓ∑

i=1

wi

(
f (xi , θ)− yi

)2 → min
θ
,

ãäå wi � âåñîâîé êîý��èöèåíò, ñòåïåíü âàæíîñòè îáúåêòà xi

Ìîòèâàöèÿ ïåðåõîäà ê íåïàðàìåòðè÷åñêèì ìîäåëÿì:

íåò òåîðèé äëÿ ñîçäàíèÿ ¾�èçè÷íîé¿ ìîäåëè f (x , θ)

Ê.Â. Âîðîíöîâ (k.v.vorontsov�physte
h.edu) ÂâÌÎ: ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû 18 / 52



Ââåäåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ ñ ó÷èòåëåì

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ áåç ó÷èòåëÿ

Êëàññè�èêàöèÿ

Íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ

Çàäà÷à îòáîðà ýòàëîíîâ

Íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ, �îðìóëà Íàäàðàÿ�Âàòñîíà

Ïðèáëèæåíèå êîíñòàíòîé f (x , θ) = θ â îêðåñòíîñòè òî÷êè x :

Q(θ;X ℓ) =

ℓ∑

i=1

wi (x)
(
θ − yi

)2 → min
θ∈R

;

ãäå wi (x) = K
(
ρ(x ,xi )

h

)

� âåñà îáúåêòîâ xi îòíîñèòåëüíî x ;

K (r) � ÿäðî (kernel), íåâîçðàñòàþùåå, îãðàíè÷åííîå, ãëàäêîå;

h � øèðèíà îêíà ñãëàæèâàíèÿ (bandwidth).

Ôîðìóëà ÿäåðíîãî ñãëàæèâàíèÿ Íàäàðàÿ�Âàòñîíà:

ah(x ;X
ℓ) =

ℓ∑

i=1

yiwi (x)

ℓ∑

i=1
wi (x)

=

ℓ∑

i=1

yiK
(
ρ(x ,xi )

h

)

ℓ∑

i=1
K
(
ρ(x ,xi )

h

)
.
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Ââåäåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ ñ ó÷èòåëåì

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ áåç ó÷èòåëÿ

Êëàññè�èêàöèÿ

Íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ

Çàäà÷à îòáîðà ýòàëîíîâ

Îáîñíîâàíèå �îðìóëû Íàäàðàÿ�Âàòñîíà (îäíîìåðíûé ñëó÷àé)

Òåîðåìà

Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) âûáîðêà X ℓ = (xi , yi )
ℓ
i=1 ïðîñòàÿ, èç ðàñïðåäåëåíèÿ p(x , y);

2) ÿäðî K (r) îãðàíè÷åíî:
∫∞
0 K (r) dr < ∞, lim

r→∞
rK (r) = 0;

3) çàâèñèìîñòü E(y |x) íå èìååò âåðòèêàëüíûõ àñèìïòîò:

E(y2|x) =
∫

Y
y2p(y |x) dy < ∞ ïðè ëþáîì x ∈ X ;

4) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü hℓ óáûâàåò, íî íå ñëèøêîì áûñòðî:

lim
ℓ→∞

hℓ = 0, lim
ℓ→∞

ℓhℓ = ∞.

Òîãäà èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè:

ahℓ(x ;X
ℓ)

P→ E(y |x) â ëþáîé òî÷êå x ∈ X ,

â êîòîðîé E(y |x), p(x) è D(y |x) íåïðåðûâíû è p(x) > 0.

Ê.Â. Âîðîíöîâ (k.v.vorontsov�physte
h.edu) ÂâÌÎ: ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû 20 / 52



Ââåäåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ ñ ó÷èòåëåì

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ áåç ó÷èòåëÿ

Êëàññè�èêàöèÿ

Íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ

Çàäà÷à îòáîðà ýòàëîíîâ

Âûáîð ÿäðà K è øèðèíû îêíà h

h ∈ {0.1, 1.0, 3.0}, ãàóññîâñêîå ÿäðî K (r) = exp
(
−2r2

)

-5.0 -4.5 -4.0 -3.5 -3.0 -2.5 -2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0

-2.0

-1.5

-1.0

-0.5

0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

�àóññîâñêîå ÿäðî ⇒ ãëàäêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ

Øèðèíà îêíà ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè
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Ââåäåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ ñ ó÷èòåëåì

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ áåç ó÷èòåëÿ

Êëàññè�èêàöèÿ

Íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ

Çàäà÷à îòáîðà ýòàëîíîâ

Âûáîð ÿäðà K è øèðèíû îêíà h

h ∈ {0.1, 1.0, 3.0}, òðåóãîëüíîå ÿäðî K (r) =
(
1− |r |

)[
|r | 6 1

]

-5.0 -4.5 -4.0 -3.5 -3.0 -2.5 -2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0

-2.0

-1.5

-1.0

-0.5

0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

Òðåóãîëüíîå ÿäðî ⇒ êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ

Àïïðîêñèìàöèÿ íå îïðåäåëåíà, åñëè â îêíå íåò òî÷åê âûáîðêè
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Ââåäåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ ñ ó÷èòåëåì

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ áåç ó÷èòåëÿ

Êëàññè�èêàöèÿ

Íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ

Çàäà÷à îòáîðà ýòàëîíîâ

Âûáîð ÿäðà K è øèðèíû îêíà h

h ∈ {0.1, 1.0, 3.0}, ïðÿìîóãîëüíîå ÿäðî K (r) =
[
|r | 6 1

]

-5.0 -4.5 -4.0 -3.5 -3.0 -2.5 -2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0

-2.0

-1.5

-1.0

-0.5

0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

Ïðÿìîóãîëüíîå ÿäðî ⇒ êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ

Âûáîð ÿäðà ñëàáî âëèÿåò íà òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè
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Ââåäåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ ñ ó÷èòåëåì

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ áåç ó÷èòåëÿ

Êëàññè�èêàöèÿ

Íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ

Çàäà÷à îòáîðà ýòàëîíîâ

Âûáîð ÿäðà K è øèðèíû îêíà h

ßäðî K (r)
� âëèÿåò íà ãëàäêîñòü àïïðîêñèìèðóþùåé �óíêöèè ah(x)
� ïî÷òè íå âëèÿåò íà êà÷åñòâî àïïðîêñèìàöèè

Øèðèíà îêíà h

� ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà êà÷åñòâî àïïðîêñèìàöèè

Ïåðåìåííàÿ øèðèíà îêíà ïî k áëèæàéøèì ñîñåäÿì:

wi (x) = K

(
ρ(x , xi )

h(x)

)

, h(x) = ρ(x , x(k+1))

ãäå x(k) � k-é ñîñåä îáúåêòà x

Îïòèìèçàöèÿ øèðèíû îêíà (h èëè k) ïî leave-one-out:

LOO(h,X ℓ) =
ℓ∑

i=1

(

ah
(
xi ;X

ℓ\{xi}
)
− yi

)2
→ min

h
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Ââåäåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ ñ ó÷èòåëåì

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ áåç ó÷èòåëÿ

Êëàññè�èêàöèÿ

Íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ

Çàäà÷à îòáîðà ýòàëîíîâ

Çàäà÷à îòáîðà ýòàëîíîâ (prototype sele
tion)

Äàíî: X ℓ = (xi , yi )
ℓ
i=1 � îáó÷àþùàÿ âûáîðêà

a(x ;X ℓ) � ìîäåëü, õðàíÿùàÿ âûáîðêó (lazy learning)

Íàéòè ïîäìíîæåñòâî ýòàëîííûõ îáúåêòîâ U ⊆ X ℓ

Êðèòåðèé � íåóõóäøåíèå êà÷åñòâà ìîäåëè:

Q(a,U) =

ℓ∑

i=1

L
(
a(xi ;U), yi

)
→ min

U⊆X ℓ

Öåëè îòáîðà ýòàëîíîâ â ìåòðè÷åñêèõ àëãîðèòìàõ:

óìåíüøèòü îáú¼ì õðàíèìûõ äàííûõ

èçáàâèòüñÿ îò îáúåêòîâ-âûáðîñîâ

óëó÷øèòü êà÷åñòâî (îáîáùàþùóþ ñïîñîáíîñòü) ìîäåëè
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Ââåäåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ ñ ó÷èòåëåì

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ áåç ó÷èòåëÿ

Êëàññè�èêàöèÿ

Íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ

Çàäà÷à îòáîðà ýòàëîíîâ

Îòáîð ýòàëîíîâ â ëèíåéíûõ ìåòðè÷åñêèõ ìîäåëÿõ

zj(x) = K
(
1
hj
ρ(x , xj )

)
, j = 1, . . . , ℓ � ïðèçíàêè îáúåêòà x

Ëèíåéíàÿ ìîäåëü êëàññè�èêàöèè, Y = {−1,+1}, îáó÷åíèå
ñ óáûâàþùåé �óíêöèåé îòñòóïà L(M) è L1-ðåãóëÿðèçàöèåé:

a(x ,w) = sign
∑ℓ

i=1 wiyi K
(
1
hi
ρ(x , xi )

)
= sign〈w , y ⊗ z(x)〉;

ℓ∑

i=1
L
(
yi〈w , y ⊗ z(xi)〉

)
+ τ

ℓ∑

i=1
|wi | → min

w
;

Ëèíåéíàÿ ìîäåëü ðåãðåññèè, Y = R, îáó÷åíèå ìåòîäîì ÍÊ:

a(x ,w) =
∑ℓ

i=1 wiyi K
(
1
hi
ρ(x , xi )

)
= 〈w , y ⊗ z(x)〉

ℓ∑

i=1

(
a(xi ,w)− yi

)2
+ τ

ℓ∑

i=1
|wi | → min

w
;

×åì áîëüøå τ , òåì ìåíüøå îñòà¼òñÿ ýòàëîíîâ
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Ââåäåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ ñ ó÷èòåëåì

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ áåç ó÷èòåëÿ

Êëàññè�èêàöèÿ

Íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ

Çàäà÷à îòáîðà ýòàëîíîâ

Ïðèìåð. Îòáîð ýòàëîíîâ â çàäà÷å áèíàðíîé êëàññè�èêàöèè

8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

7

8

9

10

11

12

13

Ñèíòåòè÷åñêàÿ çàäà÷à êëàññè�èêàöèè:

2 êëàññà ïî 500 îáúåêòîâ, äîáàâëåíî 30 øóìîâûõ îáúåêòîâ
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Ââåäåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ ñ ó÷èòåëåì

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ áåç ó÷èòåëÿ

Êëàññè�èêàöèÿ

Íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ

Çàäà÷à îòáîðà ýòàëîíîâ

Ïðèìåð. Îòáîð ýòàëîíîâ â çàäà÷å áèíàðíîé êëàññè�èêàöèè

эталонные кл.1

шумовые кл.1

неинформативные кл.1

эталонные кл.2

шумовые кл.2

неинформативные кл.2

8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

7

8

9

10

11

12

13

Ê.Â. Âîðîíöîâ (k.v.vorontsov�physte
h.edu) ÂâÌÎ: ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû 28 / 52



Ââåäåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ ñ ó÷èòåëåì

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ áåç ó÷èòåëÿ

Íåïàðàìåòðè÷åñêîå îöåíèâàíèå ïëîòíîñòè

Êëàñòåðèçàöèÿ

Ìíîãîìåðíîå øêàëèðîâàíèå

Çàäà÷à íåïàðàìåòðè÷åñêîãî âîññòàíîâëåíèÿ ïëîòíîñòè

Çàäà÷à: ïî âûáîðêå X ℓ = (xi )
ℓ
i=1 îöåíèòü ïëîòíîñòü p̂(x),

áåç ââåäåíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîé ìîäåëè ïëîòíîñòè

Äèñêðåòíûé ñëó÷àé: xi ∈ X , |X | ≪ ℓ. ×àñòîòíàÿ îöåíêà:

p̂(x) = 1
ℓ

ℓ∑

i=1
[xi = x ]

Îäíîìåðíûé íåïðåðûâíûé ñëó÷àé: xi ∈ R. Ïî îïðåäåëåíèþ

ïëîòíîñòè, åñëè P [a, b] � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà îòðåçêà [a, b]:

p(x) = lim
h→0

1
2hP [x − h, x + h]

Ýìïèðè÷åñêàÿ ÷àñòîòíàÿ îöåíêà ïëîòíîñòè ïî îêíó øèðèíû h

(çàìåíÿåì âåðîÿòíîñòü äîëåé îáúåêòîâ âûáîðêè):

p̂h(x) =
1
2h

1
ℓ

ℓ∑

i=1

[
|x − xi | < h

]
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Ââåäåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ ñ ó÷èòåëåì

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ áåç ó÷èòåëÿ

Íåïàðàìåòðè÷åñêîå îöåíèâàíèå ïëîòíîñòè

Êëàñòåðèçàöèÿ

Ìíîãîìåðíîå øêàëèðîâàíèå

Ëîêàëüíàÿ íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ îöåíêà Ïàðçåíà-�îçåíáëàòòà

Ýìïèðè÷åñêàÿ îöåíêà ïëîòíîñòè ïî îêíó øèðèíû h:

p̂h(x) =
1

ℓh

ℓ∑

i=1

1

2

[ |x − xi |
h

< 1

]

Îáîáùåíèå: îöåíêà Ïàðçåíà-�îçåíáëàòòà ïî îêíó øèðèíû h:

p̂h(x) =
1

ℓh

ℓ∑

i=1

K

(
x − xi

h

)

ãäå K (r) � ÿäðî, óäîâëåòâîðÿþùåå òðåáîâàíèÿì:

� ÷¼òíàÿ �óíêöèÿ;

� íîðìèðîâàííàÿ �óíêöèÿ:

∫
K (r) dr = 1;

� íåâîçðàñòàþùàÿ ïðè r > 0, íåîòðèöàòåëüíàÿ �óíêöèÿ.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè K (r) = 1
2

[
|r | < 1

]
èìååì ýìïèðè÷åñêóþ îöåíêó.
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Ââåäåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ ñ ó÷èòåëåì

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ áåç ó÷èòåëÿ

Íåïàðàìåòðè÷åñêîå îöåíèâàíèå ïëîòíîñòè

Êëàñòåðèçàöèÿ

Ìíîãîìåðíîå øêàëèðîâàíèå

Îáîñíîâàíèå îöåíêè Ïàðçåíà-�îçåíáëàòòà

Äðóãîå íàçâàíèå � Kernel Density Estimate (KDE)

Òåîðåìà (îäíîìåðíûé ñëó÷àé, xi ∈ R)

Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) X ℓ
� ïðîñòàÿ âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ p(x);

2) ÿäðî K (z) íåïðåðûâíî è îãðàíè÷åíî:

∫

X
K 2(z) dz < ∞;

3) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü hℓ: lim
ℓ→∞

hℓ = 0 è lim
ℓ→∞

ℓhℓ = ∞.

Òîãäà:

1) p̂hℓ(x) → p(x) ïðè ℓ → ∞ äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ X ;

2) ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè èìååò ïîðÿäîê O(ℓ−2/5).

À êàê áûòü â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå, êîãäà xi ∈ R
n
?
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Ââåäåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ ñ ó÷èòåëåì

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ áåç ó÷èòåëÿ

Íåïàðàìåòðè÷åñêîå îöåíèâàíèå ïëîòíîñòè

Êëàñòåðèçàöèÿ

Ìíîãîìåðíîå øêàëèðîâàíèå

Äâà âàðèàíòà îáîáùåíèÿ íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé

1

Åñëè îáúåêòû îïèñûâàþòñÿ n ïðèçíàêàìè fj : X → R:

p̂h1...hn(x) =
1

ℓ

ℓ∑

i=1

n∏

j=1

1

hj
K

(
fj(x)− fj(xi)

hj

)

2

Åñëè íà X çàäàíà �óíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ ρ(x , x ′):

p̂h(x) =
1

ℓV (h)

ℓ∑

i=1

K

(
ρ(x , xi )

h

)

ãäå V (h) =
∫

X
K
(ρ(x ,xi )

h

)
dx � íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü

Ñ�åðè÷åñêîå ãàóññîâñêîå ÿäðî � ÷àñòíûé ñëó÷àé îáîèõ:

p̂h(x) =
1

ℓ

ℓ∑

i=1

n∏

j=1

1√
2πh

exp

(

−(fj(x)− fj(xi ))
2

2h2

)
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Ââåäåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ ñ ó÷èòåëåì

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ áåç ó÷èòåëÿ

Íåïàðàìåòðè÷åñêîå îöåíèâàíèå ïëîòíîñòè

Êëàñòåðèçàöèÿ

Ìíîãîìåðíîå øêàëèðîâàíèå

Âûáîð ÿäðà ïî÷òè íå âëèÿåò íà êà÷åñòâî âîññòàíîâëåíèÿ

Ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà âîññòàíîâëåíèÿ ïëîòíîñòè:

J(K ) =

∫ +∞

−∞
E
(
p̂h(x)− p(x)

)2
dx .

Àñèìïòîòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ îòíîøåíèÿ J(K ∗)/J(K ) ïðè ℓ → ∞
íå çàâèñÿò îò âèäà ðàñïðåäåëåíèÿ p(x).

ÿäðî K (r) ñòåïåíü ãëàäêîñòè J(K ∗)/J(K )

Åïàíå÷íèêîâà K ∗(r) p̂′h ðàçðûâíà 1.000

Êâàðòè÷åñêîå p̂′′h ðàçðûâíà 0.995

Òðåóãîëüíîå p̂′h ðàçðûâíà 0.989

�àóññîâñêîå ∞ äè��åðåíöèðóåìà 0.961

Ïðÿìîóãîëüíîå p̂h ðàçðûâíà 0.943
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Ââåäåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ ñ ó÷èòåëåì

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ áåç ó÷èòåëÿ

Íåïàðàìåòðè÷åñêîå îöåíèâàíèå ïëîòíîñòè

Êëàñòåðèçàöèÿ

Ìíîãîìåðíîå øêàëèðîâàíèå

Çàâèñèìîñòü îöåíêè ïëîòíîñòè îò øèðèíû îêíà

Îöåíêà p̂h(x) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ øèðèíû îêíà h:

èñòèííàÿ ïëîòíîñòü

(ñòàíäàðòíàÿ ãàóññîâñêàÿ)

h = 0.05 � ïåðåîáó÷åíèå

h = 0.337 � îïòèìàëüíàÿ

h = 2.0 � íåäîîáó÷åíèå

Êà÷åñòâî âîññòàíîâëåíèÿ ïëîòíîñòè ñóùåñòâåííî çàâèñèò

îò øèðèíû îêíà h, íî ñëàáî çàâèñèò îò âèäà ÿäðà K

Ïðè íåîäíîðîäíîñòè ëîêàëüíûõ ñãóùåíèé ïëîòíîñòè

ìîæíî çàäàâàòü hk(x) = ρ
(
x , x(k+1)

)
, ãäå k � ÷èñëî ñîñåäåé
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Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ áåç ó÷èòåëÿ

Íåïàðàìåòðè÷åñêîå îöåíèâàíèå ïëîòíîñòè

Êëàñòåðèçàöèÿ

Ìíîãîìåðíîå øêàëèðîâàíèå

Âûáîð øèðèíû îêíà

Ñêîëüçÿùèé êîíòðîëü Leave One Out äëÿ îöåíêè ïëîòíîñòè:

LOO(h) = −
ℓ∑

i=1

ln p̂h(xi ;X
ℓ\xi ) → min

h
,

Òèïè÷íûé âèä çàâèñèìîñòè LOO(h) èëè LOO(k):

LOO

5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

0,4

0,6

0,8

1,0

1,2

1,4

1,6

h
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Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ áåç ó÷èòåëÿ

Íåïàðàìåòðè÷åñêîå îöåíèâàíèå ïëîòíîñòè

Êëàñòåðèçàöèÿ

Ìíîãîìåðíîå øêàëèðîâàíèå

�åòðîñïåêòèâà: (íåïàðà)ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû àíàëèçà äàííûõ

Êëàññè�èêàöèÿ. Ìåòîä ïàðçåíîâñêîãî îêíà:

ah(x ;X
ℓ,Y ℓ) = argmax

y∈Y

ℓ∑

i=1

[yi = y ]K
(ρ(x , xi )

h

)

�åãðåññèÿ. Ìåòîä ÿäåðíîãî ñãëàæèâàíèÿ Íàäàðàÿ�Âàòñîíà:

ah(x ;X
ℓ,Y ℓ) =

ℓ∑

i=1
yiK

(ρ(x , xi )

h

)

ℓ∑

i=1

K
(ρ(x , xi )

h

)

Âîññòàíîâëåíèå ïëîòíîñòè. Ìåòîä Ïàðçåíà��îçåíáëàòòà:

p̂h(x ;X
ℓ) =

1

ℓV (h)

ℓ∑

i=1

K
(ρ(x , xi )

h

)
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Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ áåç ó÷èòåëÿ

Íåïàðàìåòðè÷åñêîå îöåíèâàíèå ïëîòíîñòè

Êëàñòåðèçàöèÿ

Ìíîãîìåðíîå øêàëèðîâàíèå

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è êëàñòåðèçàöèè

Äàíî:

X � ïðîñòðàíñòâî îáúåêòîâ;

X ℓ =
{
x1, . . . , xℓ

}
� îáó÷àþùàÿ âûáîðêà;

ρ : X × X → [0,∞) � �óíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó îáúåêòàìè.

Íàéòè:

Y � ìíîæåñòâî êëàñòåðîâ,

a : X → Y � àëãîðèòì êëàñòåðèçàöèè,

òàêèå, ÷òî:

� êàæäûé êëàñòåð ñîñòîèò èç áëèçêèõ îáúåêòîâ;

� îáúåêòû ðàçíûõ êëàñòåðîâ ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íû.

Ýòî çàäà÷à îáó÷åíèÿ áåç ó÷èòåëÿ (unsupervised learning).
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Íåïàðàìåòðè÷åñêîå îöåíèâàíèå ïëîòíîñòè

Êëàñòåðèçàöèÿ

Ìíîãîìåðíîå øêàëèðîâàíèå

Íåêîððåêòíîñòü çàäà÷è êëàñòåðèçàöèè

�åøåíèå çàäà÷è êëàñòåðèçàöèè ïðèíöèïèàëüíî íåîäíîçíà÷íî:

òî÷íîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è êëàñòåðèçàöèè íåò;

ñóùåñòâóåò ìíîãî êðèòåðèåâ êà÷åñòâà êëàñòåðèçàöèè;

ñóùåñòâóåò ìíîãî ýâðèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ êëàñòåðèçàöèè;

÷èñëî êëàñòåðîâ |Y |, êàê ïðàâèëî, çàðàíåå íå èçâåñòíî;
ðåçóëüòàò êëàñòåðèçàöèè ñèëüíî çàâèñèò îò ìåòðèêè ρ,
âûáîð êîòîðîé òàêæå ÿâëÿåòñÿ ýâðèñòèêîé.

Ïðèìåð: ñêîëüêî çäåñü êëàñòåðîâ?

Ê.Â. Âîðîíöîâ (k.v.vorontsov�physte
h.edu) ÂâÌÎ: ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû 38 / 52
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Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ ñ ó÷èòåëåì

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ áåç ó÷èòåëÿ

Íåïàðàìåòðè÷åñêîå îöåíèâàíèå ïëîòíîñòè

Êëàñòåðèçàöèÿ

Ìíîãîìåðíîå øêàëèðîâàíèå

Öåëè êëàñòåðèçàöèè

Óïðîñòèòü äàëüíåéøóþ îáðàáîòêó äàííûõ,

ðàçáèòü âûáîðêó X ℓ
íà ïîäâûáîðêè ñõîæèõ îáúåêòîâ,

äàëåå ðàáîòàòü ñ íèìè ïî ïðèíöèïó ¾ðàçäåëÿé è âëàñòâóé¿

Ñîêðàòèòü îáú¼ì õðàíèìûõ äàííûõ,

îñòàâèâ ïî îäíîìó ïðåäñòàâèòåëþ îò êàæäîãî êëàñòåðà,

ïîëó÷èòü ìàêñèìàëüíî ïðåäñòàâèòåëüíóþ ïîäâûáîðêó

Âûäåëèòü íåòèïè÷íûå îáúåêòû,

êîòîðûå íå ïîäõîäÿò íè ê îäíîìó èç êëàñòåðîâ

(âûäåëåíèå àíîìàëèé, îäíîêëàññîâàÿ êëàññè�èêàöèÿ)

Ïîñòðîèòü èåðàðõèþ ìíîæåñòâà îáúåêòîâ,

ïðèìåð � êëàññè�èêàöèÿ æèâîòíûõ è ðàñòåíèé Ê.Ëèííåÿ

(çàäà÷è òàêñîíîìèè, èåðàðõè÷åñêîé êëàñòåðèçàöèè)
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Êëàñòåðèçàöèÿ

Ìíîãîìåðíîå øêàëèðîâàíèå

Òèïû êëàñòåðíûõ ñòðóêòóð

êëàñòåðû ñ öåíòðàìè

âíóòðèêëàñòåðíûå ðàññòîÿíèÿ

ìåíüøå ìåæêëàñòåðíûõ

ëåíòî÷íûå êëàñòåðû
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Íåïàðàìåòðè÷åñêîå îöåíèâàíèå ïëîòíîñòè

Êëàñòåðèçàöèÿ

Ìíîãîìåðíîå øêàëèðîâàíèå

Òèïû êëàñòåðíûõ ñòðóêòóð

ïåðåìû÷êè ìåæäó êëàñòåðàìè

ðàçðåæåííûé �îí

èç íåòèïè÷íûõ îáúåêòîâ

ïåðåêðûâàþùèåñÿ êëàñòåðû
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Íåïàðàìåòðè÷åñêîå îöåíèâàíèå ïëîòíîñòè

Êëàñòåðèçàöèÿ

Ìíîãîìåðíîå øêàëèðîâàíèå

Òèïû êëàñòåðíûõ ñòðóêòóð

êëàñòåðû ìîãóò âîîáùå îòñóòñòâîâàòü

à ýòî âîîáùå íå êëàñòåðû

è íà ïðàêòèêå òàêîå íå âñòðå÷àåòñÿ

Êàæäûé ìåòîä êëàñòåðèçàöèè èìååò ñâîè îãðàíè÷åíèÿ

è âûäåëÿåò êëàñòåðû ëèøü íåêîòîðûõ òèïîâ.

Ïîíÿòèå ¾òèï êëàñòåðíîé ñòðóêòóðû¿ çàâèñèò îò ìåòîäà

è òàêæå íå èìååò �îðìàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ.
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Êëàñòåðèçàöèÿ

Ìíîãîìåðíîå øêàëèðîâàíèå

Ïðîáëåìà ÷óâñòâèòåëüíîñòè ê âûáîðó ìåòðèêè

�åçóëüòàò çàâèñèò îò íîðìèðîâêè ïðèçíàêîâ:

À � ñòóäåíòêè,

B � ñòóäåíòû

ïîñëå ïåðåíîðìèðîâêè

(ñæàëè îñü ¾âåñ¿ âäâîå)
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Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ áåç ó÷èòåëÿ

Íåïàðàìåòðè÷åñêîå îöåíèâàíèå ïëîòíîñòè

Êëàñòåðèçàöèÿ

Ìíîãîìåðíîå øêàëèðîâàíèå

Çàäà÷à êëàñòåðèçàöèè (
lustering)

Äàíî: X ℓ = {x1, . . . , xℓ} � îáó÷àþùàÿ âûáîðêà, xi ∈ R
n

Íàéòè:

� öåíòðû êëàñòåðîâ � ïàðàìåòðû µj ∈ R
n
, j = 1, . . . ,K

� êàêîìó êëàñòåðó ïðèíàäëåæèò êàæäûé îáúåêò ai ∈ {1, . . . ,K}
Êðèòåðèé: ìèíèìóì ñóììû

âíóòðèêëàñòåðíûõ ðàññòîÿíèé

ℓ∑

i=1

‖xi − µai‖2 → min
{ai}, {µj}

Ìåòðèêà, êàê ïðàâèëî, åâêëèäîâà

(íî ìîæåò áûòü è äðóãàÿ):

‖x − µj‖2 =
n∑

d=1

(
fd (x)− µjd

)2
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Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ áåç ó÷èòåëÿ

Íåïàðàìåòðè÷åñêîå îöåíèâàíèå ïëîòíîñòè

Êëàñòåðèçàöèÿ

Ìíîãîìåðíîå øêàëèðîâàíèå

Ìåòîä K -ñðåäíèõ (K -means) äëÿ êëàñòåðèçàöèè

Ìèíèìèçàöèÿ ñóììû êâàäðàòîâ âíóòðèêëàñòåðíûõ ðàññòîÿíèé:

ℓ∑

i=1

‖xi − µai‖2 → min
{ai}, {µa}

, ‖xi − µa‖2 =
n∑

j=1

(
fj(xi )− µaj

)2

Àëãîðèòì Ëëîéäà

âõîä: X ℓ
, K = |Y |; âûõîä: öåíòðû êëàñòåðîâ µa, a ∈ Y ;

µa := íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå öåíòðîâ, äëÿ âñåõ a ∈ Y ;

ïîâòîðÿòü

îòíåñòè êàæäûé xi ê áëèæàéøåìó öåíòðó:

ai := argmin
a∈Y

‖xi − µa‖, i = 1, . . . , ℓ;

âû÷èñëèòü íîâûå ïîëîæåíèÿ öåíòðîâ:

µa :=

∑ℓ
i=1[ai = a]xi

∑ℓ
i=1[ai = a]

, a ∈ Y ;

ïîêà ai íå ïåðåñòàíóò èçìåíÿòüñÿ;
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Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ áåç ó÷èòåëÿ

Íåïàðàìåòðè÷åñêîå îöåíèâàíèå ïëîòíîñòè

Êëàñòåðèçàöèÿ

Ìíîãîìåðíîå øêàëèðîâàíèå

Ïðèìåðû íåóäà÷íîé êëàñòåðèçàöèè k-means

Ïðè÷èíà � íåóäà÷íîå íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå èëè

�îðìà êëàñòåðîâ, ñóùåñòâåííî îòëè÷íàÿ îò ñ�åðè÷åñêîé
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Íåïàðàìåòðè÷åñêîå îöåíèâàíèå ïëîòíîñòè

Êëàñòåðèçàöèÿ

Ìíîãîìåðíîå øêàëèðîâàíèå

Àëãîðèòì êëàñòåðèçàöèè DBSCAN

(Density-Based Spatial Clustering of Appli
ations with Noise)

Îáúåêò x ∈ U , åãî ε-îêðåñòíîñòü Uε(x) =
{
u ∈ U : ρ(x , u) 6 ε

}

Êàæäûé îáúåêò ìîæåò áûòü îäíîãî èç òð¼õ òèïîâ:

êîðíåâîé: èìåþùèé ïëîòíóþ îêðåñòíîñòü, |Uε(x)| > m

ãðàíè÷íûé: íå êîðíåâîé, íî â îêðåñòíîñòè êîðíåâîãî

øóìîâîé (âûáðîñ): íå êîðíåâîé è íå ãðàíè÷íûé

Ester, Kriegel, Sander, Xu. A density-based algorithm for dis
overing 
lusters in large

spatial databases with noise. KDD-1996.
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Ââåäåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ ñ ó÷èòåëåì

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ áåç ó÷èòåëÿ

Íåïàðàìåòðè÷åñêîå îöåíèâàíèå ïëîòíîñòè

Êëàñòåðèçàöèÿ

Ìíîãîìåðíîå øêàëèðîâàíèå

Àëãîðèòì êëàñòåðèçàöèè DBSCAN

Âõîä: âûáîðêà X ℓ = {x1, . . . , xℓ}; ïàðàìåòðû ε è m;

Âûõîä: ðàçáèåíèå âûáîðêè íà êëàñòåðû è øóìîâûå âûáðîñû;

U := X ℓ
� íåïîìå÷åííûå; a := 0;

ïîêà â âûáîðêå åñòü íåïîìå÷åííûå òî÷êè, U 6= ∅:

âçÿòü ñëó÷àéíóþ òî÷êó x ∈ U ;

åñëè |Uε(x)| < m òî

ïîìåòèòü x êàê, âîçìîæíî, øóìîâîé;

èíà÷å

ñîçäàòü íîâûé êëàñòåð: K := Uε(x); a := a + 1;
äëÿ âñåõ x ′ ∈ K , íå ïîìå÷åííûõ èëè øóìîâûõ

åñëè |Uε(x
′)| > m òî K := K ∪ Uε(x

′) ;
èíà÷å ïîìåòèòü x ′ êàê ãðàíè÷íûé êëàñòåðà K ;

ai := a äëÿ âñåõ xi ∈ K ;

U := U \ K ;
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Ââåäåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ ñ ó÷èòåëåì

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ áåç ó÷èòåëÿ

Íåïàðàìåòðè÷åñêîå îöåíèâàíèå ïëîòíîñòè

Êëàñòåðèçàöèÿ

Ìíîãîìåðíîå øêàëèðîâàíèå

Ïðåèìóùåñòâà àëãîðèòìà DBSCAN

áûñòðàÿ êëàñòåðèçàöèÿ áîëüøèõ äàííûõ:

O(ℓ2) â õóäøåì ñëó÷àå,

O(ℓ ln ℓ) ïðè ý��åêòèâíîé ðåàëèçàöèè Uε(x);

êëàñòåðû ïðîèçâîëüíîé �îðìû (äîëîé öåíòðû!);

äåëåíèå îáúåêòîâ íà êîðíåâûå, ãðàíè÷íûå, øóìîâûå.
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Ââåäåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ ñ ó÷èòåëåì

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ áåç ó÷èòåëÿ

Íåïàðàìåòðè÷åñêîå îöåíèâàíèå ïëîòíîñòè

Êëàñòåðèçàöèÿ

Ìíîãîìåðíîå øêàëèðîâàíèå

Ìíîãîìåðíîå øêàëèðîâàíèå (multidimensional s
aling, MDS)

Äàíî: (i , j) ∈ E � âûáîðêà ð¼áåð ãðà�à 〈V ,E 〉,
Rij � ðàññòîÿíèÿ ìåæäó âåðøèíàìè ðåáðà (i , j).
Íàïðèìåð, â IsoMAP Rij � äëèíà êðàò÷àéøåãî ïóòè ïî ãðà�ó.

Íàéòè: âåêòîðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ âåðøèí zi ∈ R
d
, òàê, ÷òîáû

áëèçêèå (ïî ãðà�ó) âåðøèíû èìåëè áëèçêèå âåêòîðû.

Êðèòåðèé ñòðåññà (stress):

∑

(i ,j)∈E

w(Rij)
(
ρ(zi , zj)− Rij

)2 → min
Z

, Z ∈ R
V×d ,

ãäå ρ(zi , zj) = ‖zi − zj‖ � îáû÷íî åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå,

Îáû÷íî ðåøàåòñÿ ìåòîäîì ñòîõàñòè÷åñêîãî ãðàäèåíòà (SG).

Âîïðîñ: êàê ëó÷øå çàäàâàòü âåñà w(Rij) = 1? Rij?
1
Rij
?

I.Chami et al. Ma
hine learning on graphs: a model and 
omprehensive taxonomy. 2020.
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Ââåäåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè
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Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ áåç ó÷èòåëÿ

Íåïàðàìåòðè÷åñêîå îöåíèâàíèå ïëîòíîñòè

Êëàñòåðèçàöèÿ

Ìíîãîìåðíîå øêàëèðîâàíèå

Ìíîãîìåðíîå øêàëèðîâàíèå äëÿ âèçóàëèçàöèè äàííûõ

Ïðè d = 2 îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðîåêöèÿ âûáîðêè íà ïëîñêîñòü

Èñïîëüçóåòñÿ äëÿ âèçóàëèçàöèè êëàñòåðíûõ ñòðóêòóð

Ôîðìó îáëàêà òî÷åê ìîæíî íàñòðàèâàòü âåñàìè è ìåòðèêîé

Íåäîñòàòîê � èñêàæåíèÿ íåèçáåæíû

Íàèáîëåå ïîïóëÿðíàÿ ðàçíîâèäíîñòü ìåòîäà � t-SNE

Laurens van der Maaten, Geo�rey Hinton. Visualizing data using t-SNE. 2008
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�åçþìå

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû � ïðîñòåéøèå â ìàøèííîì îáó÷åíèè,

îáó÷åíèå ñâîäèòñÿ ê çàïîìèíàíèþ âûáîðêè (lazy learning)

Óñëîæíÿÿ ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû, ìîæíî îáó÷àòü:

� ÷èñëî áëèæàéøèõ ñîñåäåé k èëè øèðèíó îêíà h

� âåñà (çíà÷èìîñòè, èí�îðìàòèâíîñòè) îáúåêòîâ

� íàáîð ýòàëîíîâ (prototype learning)

� ìåòðèêó (distan
e learning, similarity learning),

â ÷àñòíîñòè, âåñà ïðèçíàêîâ â ìåòðèêå Ìèíêîâñêîãî

Ìåòîä ïîòåíöèàëüíûõ �óíêöèé = ëèíåéíûé êëàññè�èêàòîð

ðàññòîÿíèå äî îïîðíîãî îáúåêòà = íîâûé ïðèçíàê

Êà÷åñòâî îáó÷åíèÿ çàâèñèò îò ìåòðèêè è øèðèíû îêíà,

ñëàáî çàâèñèò îò âèäà ÿäðà ñãëàæèâàíèÿ

Íåïàðàìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáõîäÿòñÿ áåç ìîäåëè?

Íåò, ìîäåëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ çàêëàäûâàþòñÿ â ìåòðèêó
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