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Ìàòåðèàë íàõîäèòñÿ â ñòàäèè ðàçðàáîòêè, ìîæåò ñîäåðæàòü îøèáêè è íåòî÷íîñòè. Àâòîð

áóäåò áëàãîäàðåí çà ëþáûå çàìå÷àíèÿ è ïðåäëîæåíèÿ, íàïðàâëåííûå ïî óêàçàííîìó àäðåñó

1 Ââåäåíèå

Öåëü äàííîãî êóðñà ëåêöèé çàêëþ÷àåòñÿ â äîñòóïíîì èçëîæåíèè îñíîâíûõ ðå-
çóëüòàòîâ òåîðèè ñòàòèñòè÷åñêîãî îáó÷åíèÿ (Statistical learning theory � 'SLT'). Ñè-
ñòåìàòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå òåîðåòè÷åñêèõ îñíîâ âîïðîñîâ ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ ïðè-
âåëî ê ñîçäàíèþ òåîðèè ñòàòèñòè÷åñêîãî îáó÷åíèÿ è íà÷àëîñü îêîëî 30 ëåò íàçàä ñ
ðàáîò Âàïíèêà è ×åðâîíåíêèñà. Îäíèì èç îñíîâíûõ ïðåèìóùåñòâ ðàçðàáîòàííîé èìè
òåîðèè áûëà íåçàâèñèìîñòü îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ îò òîãî, ïî êàêîìó çàêîíó ðàñïðå-
äåëåíû äàííûå. Òàêèì îáðàçîì, áûë îñóùåñòâëåí ïåðåõîä îò ïîäõîäà, îðèåíòèðî-
âàííîãî íà ìîäåëü äàííûõ ( ñòàòèñòè÷åñêèé ïîäõîä ), ê ïîäõîäó, çàêëþ÷àþùåìóñÿ â
àíàëèçå â ïåðâóþ î÷åðåäü ìåòîäîâ îáó÷åíèÿ. Âòîðûì âàæíûì øàãîì áûëî ïîëó÷åíèå
íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé äëÿ ðàâíîìåðíîé ïî êëàññó ãèïîòåç ñõîäèìîñòè
÷àñòîò ê âåðîÿòíîñòÿì. Òåïåðü ïðîöåññ îáó÷åíèÿ ìîæíî êîíòðîëèðîâàòü âíå çàâè-
ñèìîñòè îò ðàñïðåäåëåíèÿ äàííûõ è äàæå ñëîæíîé ïðîöåäóðû âûáîðà àëãîðèòìà èç
ñåìåéòñâà. Îáùíîñòü ïîäõîäà, êîíå÷íî, èìåëà î÷åâèäíûå íåäîñòàòêè, ìíîãèå èç êîòî-
ðûõ áûëè ëèêâèäèðîâàíû â ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå. Êàòàëèçàòîðîì èññëåäëîâàíèé
áûëè äâà âåðîÿòíîñòíûõ ðàçäåëà � òåîðèÿ ýìïèðè÷åñêèõ ïðîöåññîâ è íåðàâåíñòâà
êîíöåíòðàöèè ìåðû. Ïåðåéäåì òåïåðü ê ïîñòàíîâêå çàäà÷è.

�1.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Íà÷íåì ñ òàê íàçûâàåìîãî îáó÷åíèÿ ñ ó÷èòåëåì (supervised learning). Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî îáúåêòîâ X (îáúåêòû ïðèíÿòî îòîæäåñòâëÿòü ñ èõ
ïðèçíàêîâûìè îïèñàíèÿìè) è ìíîæåñòâî îòâåòîâ Y . Ïîñëåäíåå, íàïðèìåð, â ñëó÷àå
çàäà÷è êëàññèôèêàöèè íà äâà êëàññà ìîæåò ñîñòîÿòü âñåãî èç äâóõ ýëåìåíòîâ (êëàñ-
ñû 1 è −1) èëè â ñëó÷àå çàäà÷è ðåãðåññèè ñîâïàäàòü ñî ìíîæåñòâîì äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë. Äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íàì äàíà îáó÷àþùàÿ âûáîðêà èç n ïàð (X, Y ) èç
X × Y .

Ãîâîðÿ íåôîðìàëüíî, öåëü ñòàòèñòè÷åñêîãî îáó÷åíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì ÷òîáû
íà îñíîâàíèè èìåþùåéñÿ îáó÷àþùåé âûáîðêè ïîñòðîèòü íåêîòîðîå ïðàâèëî, êîòî-
ðîå áû ñìîãëî ïðåäñêàçàòü îòâåò Y íà îñíîâàíèè íîâîãî îáúåêòà X. Òåì íå ìåíåå
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êàêîå-òî ïðåäïîëîæåíèå î ïðèðîäå äàííûõ äîëæíî ñóùåñòâîâàòü. Â äàííîé òåîðèè
ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî íà X × Y ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ íåèçâåñòíàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà P.
È âñå ïàðû (X, Y ) èç îáó÷àþùåé âûáîðêè ïîëó÷åíû íåçàâèñèìî ñîãëàñíî ýòîé ìå-
ðå (âåðîÿòíîñòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ). Âòîðîå ïðåäïîëîæåíèå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî
ëþáàÿ íîâàÿ ïàðà (X, Y ) ïîëó÷àåòñÿ ñîãëàñíî òîìó æå ñàìîìó ðàñïðåäåëåíèþ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà îñíîâàíèè îáó÷àþùåé âûáîðêè íàì óäàëîñü ïîñòðîèòü
ôóíêöèþ f̂ : X → Y . Çàìåòèì, ÷òî íàëè÷èå âçàèìîñâÿçè ìåæäó X è Y êàê-òî õàðàê-
òåðèçóåòñÿ ñàìîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé P. Äëÿ òîãî ÷òîáû äåëàòü êàêèå-òî ïðåäñêàçà-
íèÿ ëîãè÷íî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî P íå ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ìåð ïî X è Y , òî åñòü
îáúåêòû è, íàïðèìåð, èõ êëàññû âîâñå íå íåçàâèñìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Îäíî-
âðåìåííî ñëèøêîì ñèëüíîå ïðåäïîëîæåíèå çàêëþ÷àåòñÿ è â ñóùåñòâîâàíèè ñòðîãîé
ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè ìåæäó X è Y . Ïîýòîìó P òàêîâà, ÷òî ïðåäïîëàãàåòñÿ
ñóùåñòâîâàíèå äîñòàòî÷íî õîðîøåé (â íåêîòîðîì ñìûñëå) ñâÿçè ìåæäó îáúåêòàìè è
îòâåòàìè. Äëÿ òîãî ÷òîáû ôîðìàëèçîâàòü ýòó èäåþ íóæíî ââåñòè ôóíêöèþ îøèáêè.
Ýòî íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ ` : Y×Y → R, êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåò ïîòåðè ïðè îòíîñåíèè
îáúåêòà X ê îòâåòó f̂ â ñðàâíåíèè ñ åãî ðåàëüíûì îòâåòîì Y . Óäîáíî îïðåäåëèòü
ôóíêöèþ ` íà ïàðàõ (X, Y ) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

`(f̂ , X, Y ) := `(f̂(X), Y )

Òèïè÷íûå ïðèìåðû:

• Â ñëó÷àå çàäà÷è êëàññèôèêàöèè áèíàðíûå ïîòåðè `(f̂ , X, Y ) = I{f̂(X) 6= Y }.

• Â çàäà÷àõ ðåãðåñèè `(f̂ , X, Y ) = (f̂(X)− Y )2.

• èëè `(f̂ , X, Y ) = |f̂(X)− Y |2.

Ðàçóìíîé õàðàêòåðèñòèêîé ðåøàþùåãî ïðàâèëà áûëà áû åãî îæèäàåìàÿ îøèáêà
ïî îòíîøåíèþ ê îáó÷àþùåé âûáîðêå, íà îñíîâàíèè êîòîðîãî îíî ïîñòðîåíî

E
[
`(f̂ , X, Y ) | (Xn, Y n)

]
Âàæíî ïîíèìàòü, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå áåðåòñÿ ïî íîâîìó îáúåêòó

(X, Y ), â òî âðåìÿ êàê ñàìî ðåøàþùåå ïðàâèëî f̂ ñàìî ñòðîèòñÿ ïî ñëó÷àéíîé âû-
áîðêå (Xn, Y n). Äëÿ òîãî ÷òîáû èçáàâèòüñÿ îò çàâèñèìîñòè îò ñëó÷àéíîé ðåàëèçàöèè
îïðåäåëèì óæå íåñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, íàçûâàåìóþ ñðåäíèì ðèñêîì:

E
[
`(f̂ , X, Y )

]
:= E

[
E
[
`(f̂ , X, Y ) | (Xn, Y n)

]]
Ñðåäíèé ðèñê çàâèñèò òåïåðü òîëüêî îò ìåðû P è ñïîñîáà âûáîðà f̂ . Ñðåäè âñåõ

ðåøàþùèõ ïðàâèë èùåòñÿ òî, êîòîðîå äîñòàâëÿåò ìèíèìàëüíûé ñðåäíèé ðèñê. Ýòî
ñîîòâåòñòâóåò òàê íàçâûâàåìîìó Probably approximately correct learning [13], çàêëþ-
÷àþùåìóñÿ â âûáîêå ðåøàþùåãî ïðàâèëà, êîòîðàÿ õîðîøî ïðèáëèæàåò íåíàáëþäà-
åìûå äàííûå. Îïÿòü æå íàïîìíèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå f̂ � ýòî ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ,
êîòîðàÿ ñòðîèòñÿ íà îñíîâàíèè îáó÷àþùåé âûáîðêè.

Åñëè áû P áûëà èçâåñòíà, òî çàäà÷à ïîèñêà îïòèìàëüíîãî f̂ áûëà áû ëèøü
çàäà÷åé îïòèìèçàöèè.
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Ïðèìåð 1.1. Ïóñòü ìû èìååì äåëî ñ çàäà÷åé êëàññèôèêàöèè Y = {1,−1} ñ áèíàð-
íîé ôóíêöèåé ïîòåðü. Â ýòîì ñëó÷àå îæèäàåìûé ðèñê ðàâåí P (f̂(X) 6= Y ). Ñðåäè
âñåâîçìîæíûõ âûáîðîâ f̂ åãî ìèíèìèçèðóåò òàê íàçûâàåìîå áàåñîâñêîå ðåøàþùåå
ïðàâèëî g(x) = sgn(E (Y |X = x)). Îòìåòèì, ÷òî áàåñîâñêîå ðåøàþùåå ïðàâèëî çàâè-
ñèò íå îò îáó÷àþùåé âûáîðêè, à îò íåèçâåñòíîé ìåðû P, ïîýòîìó îäíèì èç ñïîñîáîâ
ïðèáëèæåííîãî ïîñòðîåíèÿ áàåñîâñêîãî ðåøàþùåãî ïðàâèë ÿâëÿþòñÿ òàê íàçûâàå-
ìûå plug-in rules, îñíîâàííûå íà ïîñòðîåíèè ïî íàáëþäàåìîé âûáîðêå ýìïèðè÷åñêîãî
àíàëîãà g(x).

Óïð. 1.1. Äëÿ ñëó÷àÿ êëàññèôèêàöèè äîêàæèòå îïòèìàëüíîñòü áàåñîâñêîãî ðåøàþùåãî ïðàâèëà.

Îäíîé èç ñàìûõ ïîäðîáíî èçó÷åííûõ ìîäåëåé â ñòàòèñòè÷åñêîé òåîðèè ÿâëÿåò-
ñÿ ëèíåéíàÿ. Ïîïðîáóåì êðàòêî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ðàçíèöó ìåæäó ïîñòàíîâêàìè
çàäà÷ ñòàòèñòè÷åñêîé òåîðèè è òåîðèè ñòàòèñòè÷åñêîãî îáó÷åíèÿ.

Ïðèìåð 1.2 (Ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ (ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà)). Â êà÷åñòâå
ôóíêöèè ïîòåðü ïðèíÿòî ñ÷èòàòü êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå `(f, x, y) = ||f(x) − y||2.
Ñ÷èòàÿ x � d ìåðíûì âåêòîðîì (n× d ìàòðèöåé), à y ÷èñëîì (n âåêîòîðîì), â ñëó-
÷àå ëèíåíîé ìîäåëè f(x) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê çíà÷åíèå ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ
íåêîòîðîãî âåêòîðà f íà âåêòîð (ìàòðèöó) x.

Ïóñòü ìû ïðîíàáëþäàëè âåêòîðû x1, . . . , xn (êîòîðûå, â ïðîñòîé ñòàòèñòè÷åñêîé
ïîñòàíîâêå ñ÷èòàþòñÿ íåñëó÷àéíûìè). Íàáëþäåíèþ xt ñîîòâåòóåò îòâåò Yt, ïðè÷åì
äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè g∗ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

Yt = g∗xt + εt,

ãäå εt íåçàâèñèìûå â ñîâîêóïíîñòè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ íóëåâûì ñðåäíèì è äèñ-
ïåðñèåé σ2. Ñòàíäàðòíîå ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå çàïèñûâàåòñÿ

Y = Xg∗ + ε,

ãäå ñòðîêè ìàòðèöû X ÿâëÿþòñÿ âåêòîðàìè xt. Îïðåäåëèì Σ̂ = 1
n

n∑
t=1

xtx
T
t . Çàäà÷à

óìåíüøåíèÿ ñðåäíåãî ðèñêà ñâîäèòñÿ òåïåðü ê ïîèñêó ĝ, ìèíèìèçèðóþùåìó

E||ĝ − g∗||2
Σ̂

= E

(
1

n

n∑
t=1

(ĝ(xt)− g∗(xt))2

)
.

Ñ÷èòàÿ, ÷òî d ≤ n è ìàòðèöû Σ̂ îáðàòèìà, ïîñòðîèì ïî íàáëþäåíèÿì îöåíêó íàè-
ìåíüøèõ êâàäðàòîâ

ĝ = arg min
g∈Rd

1

n

n∑
t=1

(Yt − gxt)2 .

Õîðîøî èçâåñòíàÿ ÿâíàÿ ôîðìóëà äëÿ îöåíêè íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ âûãëÿäèò

ĝ = Σ̂−1

(
1

n

n∑
t=1

Ytxt

)
=

1

n
Σ̂−1XTY.

Èç Yt = g∗xt + εt ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî

g∗ = Σ̂−1

(
1

n

n∑
t=1

(Yt − εt)xt

)
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Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ â E||ĝ − g∗||2
Σ̂
ïîëó÷àåì ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî ìàò-

ðèöà 1
n
XΣ̂−1XT ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòîðîì íà Im(X)

E||ĝ − g∗||2
Σ̂

=
1

n
E

(
εT
(

1

n
Xσ̂−1XT

)
ε

)
=
σ2

n
tr

(
1

n
XΣ̂−1XT

)
≤ σ2d

n
.

Òàêóþ æå ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìîæíî ïîëó÷èòü è â ñëó÷àå, åñëè ìàòðèöà X
ñëó÷àéíà (random design), íî ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ðàñïðåäåëåíèå åå ýëå-
ìåíòîâ [6].

Â òåîðèè ñòàòèñòè÷åñêîãî îáó÷åíèÿ íå ïðèíÿòî çàäàâàòü ìîäåëü äàííûõ â ÿâ-
íîì âèäå èëè ïðåäïîëàãàòü çàâèñèìîñòü ìåæäó X è Y . Íàøå àïðèîðíîå çíàíèå î
çàäà÷å äîëæíî áûòü ïðåäñòàâëåíî íå îãðàíè÷åíèåì íà ìåðó P, à àïðèîðíî çàäàííûì
ñåìåéñòâîì îòîáðàæåíèé F , êàæäîå èç êîòîðûõ îòîáðàæàåò X â Y . Â ëèòåðàòóðå,
îäíàêî, ÷àñòî è ñåìåéñòâî ðåøàþùèõ ïðàâèë F íàçûâàåòñÿ ìîäåëüþ, à âûáîð îïòè-
ìàëüíîãî äëÿ çàäà÷è F � íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé âûáîðà ìîäåëè. Â êà÷åñòâå ñåìåéñòâà
ðåøàþùèõ ïðàâèë ìîãóò âûñòóïàòü, íàïðèìåð, ãèïåðïëîñêîñòè â ñëó÷àå ëèíåéíûõ
êëàññèôèêàòîðîâ.

Òåïåðü äëÿ íåêîòîðîãî ïîñòðîåííîãî ðåøàþùåãî ïðàâèëà f̂ ðàçóìíîé ìåðîé
êà÷åñòâà áóäåò òàê íàçûâàåìûé îæèäàåìûé èçáûòî÷íûé ðèñê (expected excess risk)
[9]

E`(f̂ , X, Y )− inf
f∈F

E`(f,X, Y )

Îí ïîêàçûâàåò íàñêîëüêî ïîñòðîåííîå ïðàâèëî õóæå ÷åì ëó÷øåå â ñðåäíåì ïðàâè-
ëî â ñåìåéñòâå F . Çàìåòèì âàæíóþ îñîáåííîñòü: â íàøåì îïðåäåëåíèè óñðåäíåíèå
áåðåòñÿ òàêæå è ïî îáó÷àþùåé âûáîðêå, òî åñòü, ìû ðàáîòàåì ñ äåòåðìèíèðîâàí-
íîé âåëè÷èíîé è ìîæåì äàâàòü âåðõíèå îöåíêè. Íåêîòîðûå àâòîðû [7] ïðåäïî÷èòàþò
ðàáîòàòü ñ áîëåå îáùåé âåëè÷èíîé èçáûòî÷íîãî ðèñêà (excess risk), â êîòîðîé óñðåä-
íåíèå â E`(f̂ , X, Y ) áåðåòñÿ òîëüêî ïî ïàðå X, Y è, òàêèì îáðàçîì, èçáûòî÷íûé ðèñê
ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåë÷èíîé è âñå óòâåðæäåíèÿ ïðî íåãî íîñÿò âåðîÿòíîñòíûé õà-
ðàêòåð.

Ïðèìåð 1.3 (Ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ(ñòàòèñòè÷åñêîå îáó÷åíèå)). Ïóñòü F ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîðû d-ìåðíîãî øàðà åäèíè÷íîãî ðàäèóñà. Ôóíêöèÿ ïîòåðü òàêæå
îñòà¼òñÿ êâàäðàòè÷íîé. Òåïåðü ïàðû èç îáó÷àþùåé âûáîðêè (xt, Yt) ïîëó÷åíû íåçà-
âèñèìî ñîãëàñíî íåèçâåñòíîé ìåðå P. Â îòëè÷èå îò ñòàòèñòè÷åñêîé ïîñòàíîâêè ìû íå
ïðåäïîëàãàåì íèêàêèõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó X è Y . Áîëåå òîãî íàì íå íóæíî äàæå
÷òîáû áàåñîâñêîå ðåøàþùåå ïðàâèëî (f(x) = E(Y |X = x)) ïðèíàäëåæàëî ñåìåéñòâó
F .

Ìû ñìîæåì ïîêàçàòü, ÷òî â ñëó÷àå, åñëè f̂ = arg min
f∈F

1
n

n∑
t=1

(Yt − fxt)2, òî äëÿ

íåêîòîðîé àáñîëþòíîé êîíñòàíòû C

E`(f̂ , X, Y )− inf
f∈F

E`(f,X, Y ) ≤ C

(
d

n

)
.

Òàêèì îáðàçîì, áåç îãðàíè÷åíèé íà ðàñïðåäåëíèå, ïîëüçóÿñü ëèøü ñòðóêòóðîé F ,
ìîæíî ïîëó÷èòü ïðèáëèæåíèå îöåíêè íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ê ëó÷øåìó ëèíåéíîìó
ïðèáëåæåíèþ ñ ïîðÿäêîì O( d

n
).
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2 Îöåíêè îáîáùàþùåé ñïîñîáíîñòè

�2.1 Ìèíèìèçàöèÿ ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü õîòÿ áû îäèí ñîäåðæàòåëüíûé ðåçóëüòàò íàì íóæíî
ïîëó÷èòü ïðîñòîå íåðàâåíñòâî êîíöåíòðàöèè ìåðû [3].

Ëåììà 2.1 (ëåììà Õåôôäèíãà). Ïóñòü X � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, òàêàÿ ÷òî ïî-

÷òè íàâåðíîå X ∈ [a, b] è EX = 0. Òîãäà äëÿ âñåõ λ > 0

E exp(λX) ≤ exp

(
λ2(b− a)2

8

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Íà ëåêöèè. �

Òåîðåìà 2.2 (íåðàâåíñòâî Õåôôäèíãà). Ïóñòü Z1, . . . , Zn - íåçàâèñèìûå ñëó-

÷àéíûå âåëè÷èíû, òàêèå ÷òî ïî÷òè íàâåðíîå Zi ∈ [ai, bi]. Îáîçíà÷èì Sn =
n∑
i=1

Zi,

òîãäà äëÿ ëþáîãî t > 0 èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

P {Sn − ESn ≥ t} ≤ exp

 −2t2

n∑
i=1

(bi − ai)2


è

P {Sn − ESn ≤ −t} ≤ exp

 −2t2

n∑
i=1

(bi − ai)2


Äîêàçàòåëüñòâî.

ßâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ïðèìåíåíèÿ ëåììû 2.1 ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå Sn, à çàòåì
èñïîëüçîâàíèÿ âàðèàíòà Íåðàâåíñòâà Ìàðêîâà (ìåòîäà ×åðíîâà):

P {Sn − ESn ≥ t} ≤ inf
λ>0

(
E exp(λ(Sn − ESn))

exp(λt)

)
.

�

Â äàííîì ðàçäåëå äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷èì L(f) = E`(f,X, Y ). Äëÿ êëàññè-

ôèêàòîðà f ââåäåì ïîíÿòèå ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà Ln(f) = 1
n

n∑
i=1

`(f,Xi, Yi). Ðàçóìíî

âûáèðàòü òàêîé êëàññèôèêàòîð, êîòîðûé ìèíèìèçèðóåò ýìïèðè÷åñêèé ðèñê, òî åñòü
f̂ = arg minf∈F Ln(f). Ìåòîäû îáó÷åíèÿ, îñíîâàííûå íà ýòîé èäåå áóäåì íàçûâàòü
ìåòîäàìè ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà.

Îòìåòèì, ÷òî L(f) − Ln(f) ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷íîé äàæå åñëè f íå çà-
âèñèò îò îáó÷àþùåé âûáîðêè. Îöåíêîé îáîáùàþùåé ñïîñîáíîñòè íàçûâàåòñÿ âñÿêàÿ
âåðõíÿÿ îöåíêà íà âåðîÿòíîñòü óêëîíåíèé ñðåäíåãî ðèñêà îò ýìïèðè÷åñêîãî, òî åñòü
äëÿ t > 0 îöåíêà íà P{L(f) − Ln(f) ≥ t}. Äàëåå áóäåì äëÿ ïðîñòîòû ñ÷èòàòü, ÷òî
ôóíêöèÿ îøèáîê ` ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà åäèíèöåé. Îòñþäà ìîæíî âûâåñòè ïðîñòîå
ñîîòíîøåíèå
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Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü F = {f}, òî åñòü f̂ = f . Òîãäà äëÿ ëþáîãî δ > 0 ñ âåðîÿòíîñòüþ
íå ìåíüøåé 1− δ âûïîëíåíî

L(f̂) ≤ Ln(f̂) +

√
log 1

δ

2n
.

Óïð. 2.1. Äîêàçàòü òåîðåìó.

Õîòåëîñü áû îáîáùèòü ïðèâåäåííûé ðåçóëüòàò íà ñëó÷àé, êîãäà F ñîäåðæèò áî-
ëåå îäíîãî ðåøàþùåãî ïðàâèëà. Ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â îöåíêàõ ñëîæíî
ó÷åñòü ñïåöèôèêó, ñâÿçàííóþ ñ òåì, ÷òî ìû âûáèðàåì èìåííî ëó÷øåå íà îáó÷àþ-
ùåé âûáîðêå ðåøàþùåå ïðàâèëî. Ïîýòîìó íà÷íåì ñ êëàññè÷åñêîãî ïîäõîäà, êîòîðûé
çàêëþ÷àåòñÿ â ïîëó÷åíèè ðàâíîìåðíûõ îöåíîê, òî åñòü èññëåäîâàíèè

sup
f∈F
|L(f)− Ln(f)|,

èëè
sup
f∈F

(L(f)− Ln(f)).

Òåîðåìà 2.4 (Êîíå÷íûé êëàññ ôóíêöèé). Ïóñòü F = {f1, . . . , fn}. Òîãäà äëÿ

ëþáîãî δ > 0 îäíîâðåìåííî ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíüøå 1− δ âûïîëíåíî

∀f ∈ F : L(f) ≤ Ln(f) +

√
log(N) + log 1

δ

2n
.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâ Õåôôäèíãà è Áóëÿ èìååì

P{∃f ∈ F : L(f)− Ln(f) > ε} ≤
n∑
i=1

P{L(f)− Ln(f) > ε} ≤ N exp(−2nε2).

Îòñþäà

P{∀f ∈ F : L(f)− Ln(f) ≤ ε} ≥ 1−N exp(−2nε2).

Îáðàùàÿ îöåíêó(÷òî è íóæíî áûëî íàó÷èòüñÿ äåëàòü â óïðàæíåíèè), ïîëó÷àåì
óòâåðæäåíèå òåîðåìû. �

�2.2 Òåîðèÿ Âàïíèêà-×åðâîíåíêèñà

Â äàííîì ðàçäåëå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èìååì äåëî ñ òåîðèåé êëàññèôèêàöèè:
Y = {1, 0}. Â ýòîì ñëó÷àå `(f,X, Y ) = I{f(X) 6= Y }. Äëÿ ôèêñèðîâàííîé îáó÷àþùåé
âûáîðêè (Xi, Yi)

n
i=1 ìîæíî îïðåäåëèòü ïðîåêöèþ F íà ýòó âûáîðêó, êàê ìíîæåñòâî

ðàçëè÷íûõ áóëåâûõ âåêòîðîâ:

F(Xi,Yi)ni=1
= {(I{f(X1) 6= Y1}, . . . , I{f(Xn) 6= Yn}) : f ∈ F}.

Ôóíêöèåé ðîñòà íàçîâåì âåðõíþþ ãðàíü ïî âñåâîçìîæíûì âûáîðêàì ìîùíîñòè ïî-
ñòðîåííîé ïðîåêöèè:

SF(n) = sup
(Xi,Yi)ni=1

|F(Xi,Yi)ni=1
|.

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè |F| = N , òî SF(n) ≤ N . Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ôóíêöèè ðîñòà:
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• SF(n) ≤ 2n.

• SF(n+m) ≤ SF(n)SF(m).

• åñëè F = F1 ∪ F2, òî SF(n) ≤ SF1(n) + SF2(n).

Ðàçìåðíîñòüþ Âàïíèêà-×åðâîíåíêèñà ñåìåéñòâà F íàçîâåì íàèáîëüøåå íàòó-
ðàëüíîå ÷èñëî V , ïðè êîòîðîì

SF(V ) = 2V .

Â ñëó÷àå, åñëè äëÿ äàííîãî ñåìåéñòâà êëàññèôèêàòîðîâ òàêîãî ÷èñëà íå ñóùåñòâóåò,
òî ñ÷èòàåì, ÷òî V =∞.

Ïðèìåð 2.1. Îäíîìåðíîå ñåìåéñòâî ïîðîãîâûõ ðåøàþùèõ ïðàâèë

F = {fθ(x) = I{x ≤ θ} : θ ∈ [0, 1]}

èìååò ðàçìåðíîñòü Âàïíèêà-×åðâîíåíêèñà, ðàâíóþ åäèíèöå.

Ïðèìåð 2.2. Ñåìåéñòâî êëàññèôèêàòîðîâ, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé ñåìåéñòâî ðàçäå-
ëþÿùèõ d-ìåðíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé èìååò ðàçìåðíîñòü Âàïíèêà�×åðâîíåíêèñà, ðàâ-
íóþ d+ 1.

Ïðèìåð 2.3. Ñåìåéñòâî êëàññèôèêàòîðîâ

{sgn(sin(tx)) : t ∈ R}

èìååò ðàçìåðíîñòü ðàâíóþ∞, äàæå íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ïàðàìåòðèçóåòñÿ ëèøü îäíèì
ïàðàìåòðîì.

Ñåìåéñòâî êëàññèôèêàòîðîâ, îáëàäàþùåå êîíå÷íîé ¼ìêîñòüþ îáëàäàåò çàìå÷àòåëü-
íûì ñâîéñòâîì:

Ëåììà 2.5 (Çàóýð, Âàïíèê-×åðâîíåíêèñ). Äëÿ ëþáîãî ñåìåéñòâà êëàññèôèêà-

òîðîâ ñ ðàçìåðíîñòüþ Âàïíèêà�×åðâîíåíêèñà V äëÿ n ≥ V :

SF(n) ≤
V∑
i=0

Ci
n

Äîêàçàòåëüñòâî.
Çàôèêñèðóåì íåêîòîðóþ âûáîðêó (Xi, Yi)

n
i=1, íà êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ñóïðåìóì

â îïðåäåëåíèè ôóíêöèè ðîñòà. Ïóñòü F0 = F(Xi,Yi)ni=1
� ñîîòâåòñâóþùàÿ ïðîåêöèÿ.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî áóëåâûõ âåêòîðîâ Fi ðàçáèâàåò ìíîæåñòâî èíäåêñîâ
S = {s1, . . . , sm}, åñëè îãðàíè÷åíèå Fi íà ýòè èíäåêñû ðåàëèçóåò ïîëíûé m -ìåðíûé
áóëåâ êóá.

Ïðîíóìåðóåì âåêòîðû â F0. Çàôèêñèðóåì ìíîæåñòâî ïåðâûõ êîìïîíåíò ýòèõ
âåêòîðîâ. Ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ êàæäîé 1-÷íîé êîìïîíåíòû çàìåíèì 1 íà 0 â òîì
ñëó÷àå, åñëè äàííàÿ ïðîöåäóðà íå ñîçäàñò ïîâòîðíûõ âåêòîðîâ â F0. Ñ íóëåâûìè
êîìïîíåíòàìè íå ñäåëàåì íèêàêèõ èçìåíåíèé. Ïîñëå îñóùåñòâëåíèÿ âñåõ âîçìîæ-
íûõ òàêèõ çàìåí äëÿ ïåðâîãî ñòîëáöà ïîëó÷àåì íåêîòîðîå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ F1.
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Îíî ñîâïàäàåò ïî ìîùíîñòè ñî ìíîæåñòâîì F0 è îáëàäàåò ñëåäóþùèì çàìå÷àòåëü-
íûì ñâîéñòâîì: êàæäîå ìíîæåñòâî S, ðàçáèâàåìîå F1, ðàçáèâàåòñÿ è F0. Çàòåì ïî
àíàëîãèè äëÿ âòîðîãî ñòîëáöà ñòðîèì èç F1 ìíîæåñòâî F2. È òàê äàëåå ïî âñåì
ñòîëáöàì äî ìíîæåñòâà Fn.

Ìíîæåñòâî Fn èìååò òó æå ìîùíîñòü, ÷òî è F0 è íå ðàçáèâàåò íè îäíîãî ìíîæå-
ñòâà ìîùíîñòüþ áîëüøå ÷åì V . Áîëåå òîãî, åñëè b ∈ Fn, òî äëÿ ëþáîãî b′ ∈ {0, 1}n
òàêîãî, ÷òî b′i ≤ bi èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå b

′
i ∈ Fn. Òàêèì îáðàçîì, â Fn ìîãóò áûòü

òîëüêî âåêòîðû, êîòîðûå ñîäåðæàò íå áîëåå n åäèíè÷íûõ êîìïîíåíò, òàê êàê èíà÷å
Fn ðàçáèëî áû íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå áîëåå ÷åì èç V èíäåêñîâ. Ìàêñè-
ìàëüíàÿ ìîùíîñòü ìíîæåñòâà áóëåâûõ âåêòîðîâ ñ íå áîëåå ÷åì V åäèíèöàìè ðàâíà
V∑
i=0

Ci
n, ÷òî è äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå ëåììû. �

Ñ ïîìîùüþ ëåììû Çàóåðà ìîæíî ïîëó÷èòü âåðõíþþ ïîëèíîìèàëüíóþ âåðõíþþ îöåí-
êó íà ôóíêöèþ ðîñòà:

SF(n) ≤ (n+ 1)V

Ñëåäóþùåé âàæíîé èäååé ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ ñèììåòðèçàöèÿ. Îáîçíà÷èì
(X ′i, Y

′
i )
n
i=1 íåçàâèñèìóþ êîïèþ âûáîðêè (Xi, Yi)

n
i=1. Ñîîòâåòñòâóþøàÿ âûáîðêà äàåò

ýìïèðè÷åñêèé ðèñê, îáîçíà÷àåìûé L′n(f).

Ëåììà 2.6. Äëÿ ε > 0, nε2 ≥ 2:

P

{
sup
f∈F

(L(f)− Ln(f)) ≥ ε

}
≤ 2P

{
sup
f∈F

(L′n(f)− Ln(f)) ≥ ε

2

}
.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äîêàçàíà íà ëåêöèè. �

Ïðèâåäåííàÿ ëåììà ïîçâîëÿåò ðàáîòàòü ëèøü ñ êîíå÷íûìè âûáîðêàìè äëÿ
àíàëèçà ðàâíîìåðíîé ïî êëàññó êëàññèôèêàòîðîâ âåðîÿòíîñòè îòêëîíåíèÿ ñðåäíåé
îøèáêè îò ýìïèðè÷åñêîé.

Òåîðåìà 2.7 (Âàïíèêà�×åðâîíåíêèñà). Ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíüøå 1− δ

∀f ∈ F : L(f) ≤ Ln(f) + 2

√
2

log(SF(2n)) + log(2
δ
)

n
.

Çàìåòèì, ÷òî êðîìå êîíñòàíò îöåíêà íè÷åì íå óñòóïàåò îöåíêå äëÿ êîíå÷íîãî íàáîðà
ôóíêöèé.
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Äîêàçàòåëüñòâî.
Èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè ëåììû î ñèììåòðèçàöèè è ïåðåõîäå çà ñ÷åò

ýòîãî ê ñóïðåìóìó ïî êîíå÷íîìó ÷èñëó ôóíêöèé:

P

{
sup
f∈F

(L(f)− Ln(f)) ≥ ε

}
≤

2P

{
sup
f∈F

(L′n(f)− Ln(f)) ≥ ε

2

}
=

2P

{
sup

f∈F(X1,Y1),...,(X
′
1,Y

′
1),...,(X

′
n,Y ′

n)

(L′n(f)− Ln(f)) ≥ ε

2

}
≤

2SF(2n)P
{

(L′n(f)− Ln(f)) ≥ ε

2

}
≤

4SF(2n) exp

(
−nt2

8

)
.

�

Òåïåðü â ñëó÷àå êîíå÷íîé ¼ìêîñòè Âàïíèêà�×åðâîíåíêèñà, èñïîëüçóÿ, íàïðè-
ìåð, íåðàâåíñòâî SF(n) ≤ (n+1)V , ìîæíî ïðè ôèêñèðîâàííîì δ ïîëó÷èòü îòêëîíåíèå

ñðåäíåãî ðèñêà îò ýìïèðè÷åñêîãî ïîðÿäêà O(
√

V log(n)
n

).

�2.3 Ðàäåìàõåðîâñêàÿ ñëîæíîñòü

2.3.1 Íåîáõîäèìûå óòâåðæäåíèÿ

Äîêàæåì îäèí î÷åíü ïîëåçíûé ðåçóëüòàò: òàê íàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî îãðàíè-
÷åííûõ ðàçíîñòåé. Ïóñòü ôóíêöèÿ g : X n → R óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ îãðàíè÷åííûõ

ðàçíîñòåé:

sup
x1,...,xn,x′

|g(x1, . . . , xn)− g(x1, . . . , xi−1, x
′, xi+1, . . . , xn)| ≤ ci, 1 ≤ i ≤ n.

Ëåììà 2.8 (ëåììà Õåôôäèíãà). ÏóñòüX � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, à Z� ñëó÷àíûé
âåêòîð, òàêèå ÷òî ïî÷òè íàâåðíîå E(X|Z) = 0 è äëÿ íåêîòîðîé íåîòðèöàòåëüíîé

ôóíêöèè h òàêæå ïî÷òè íàâåðíîå èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî:

h(Z) ≤ V ≤ h(Z) + c

Òîãäà äëÿ λ > 0:

E[exp(λV )|Z] ≤ exp

(
λ2c2

8

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.1. �
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Òåîðåìà 2.9. Åñëè Z1, . . . , Zn - íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, à ôóíêöèÿ g
îáëàäàåò ñâîéñòâîì îãðàíè÷åííûõ ðàçíîñòåé, òîãäà äëÿ t ≥ 0:

P{g(Z1, . . . , Zn)− Eg(Z1, . . . , Zn) ≥ t} ≤ exp

− 2t2

n∑
i=1

c2
i

 ,

P{Eg(Z1, . . . , Zn)− g(Z1, . . . , Zn) ≥ t} ≤ exp

− 2t2

n∑
i=1

c2
i

 .

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ââåäåì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó V = g − Eg è îïðåäåëèì

Vi = E{g|X1, . . . , Xi} − E{g|X1, . . . , Xi−1}, i = 1, . . . , n.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
∑
Vi = V . Ââåäåì òàêæå ñëó÷àíûå âåëè÷èíû

Hi(X1, . . . , Xi) = E{g(X1, . . . , Xn)|X1, . . . , Xi}.

Åñëè Xi ðàñïðåäåëåíà ñîãëàñíî Fi, òî

Vi = H(X1, . . . , Xi)−
∫
Hi(X1, . . . , Xi−1, x)Fi(dx).

Îïðåäåëèì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

Wi = sup
u

(
H(X1, . . . , Xi−1, u)−

∫
Hi(X1, . . . , Xi−1, x)Fi(dx)

)
è

Zi = inf
v

(
H(X1, . . . , Xi−1, v)−

∫
Hi(X1, . . . , Xi−1, x)Fi(dx)

)
Èç óñëîâèÿ îãðàíè÷åííûõ ðàçíîñòåé

Wi − Zi ≤ ci

Òàêèì îáðàçîì, ñ ïîìîùüþ ëåììû 2.8 äëÿ âñåõ i ∈ {1, . . . , n}:

E exp(λVi|X1, . . . , Xi−1) ≤ exp

(
λ2c2

i

8

)
.

È ïî÷òè íàâåðíîå
Zi ≤ Vi ≤ Wi.
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Äàëåå èñïîëüçóåì ìåòîä ×åðíîâà è ðàâåíñòâî E{XY } = E{YE{X|Y }} äëÿ λ > 0:

P{g − Eg ≥ t} ≤

E expλ
n∑
i=1

Vi

exp(λt)
=

E exp

(
λ
n−1∑
i=1

Vi E{exp(λVn)|X1, . . . , Xn−1}
)

exp(λt)
≤

exp(−λt) exp

λ
2
n∑
i=1

c2
i

8

 .

Îïòèìèçèðóÿ ïî λ, ïîëó÷àåì óñëîâèå òåîðåìû. �

Çàìåòèì, ÷òî íåðàâåíñòâî îãðàíè÷åííûõ ðàçíîñòåé ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì íåðàâåí-
ñòâà Õåôôäèíãà äëÿ ïðàêòè÷åñêè ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé ( ñ îãðàíè÷åííûìè ðàç-

íîñòÿìè ) îò íåçàâèñìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Çàìåòèì, ÷òî Sn =
n∑
i=1

Xi ÿâëÿåòñÿ

ôóíêöèåé ñ îãðàíè÷åííûìè ðàâåíñòâàìè ci = bi−ai
n

, êîëü ñêîðî Xi ∈ [ai, bi].

�2.4 Ðàäìåõåðîâñêèé ïðîöåññ
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