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Àííîòàöèÿ

Â ðàáîòå ïðåäëîæåíû ìåòîäû àíàëèçà è ïðîãíîçèðîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ

âðåìåííûõ ðÿäîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëóïàðàìåòðè÷åñêèõ ìîäåëåé è èíâàðè-

àíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ñåãìåíòû âðåìåííîãî ðÿäà êëàñòåðèçóþòñÿ íà ãðóïïû

ñî ñõîæåé ôîðìîé, äëÿ êàæäîé ãðóïïû îöåíèâàåòñÿ ôîðìà è ïàðàìåòðû ïîëóïà-

ðàìåòðè÷åñêîé ìîäåëè. Äëÿ ïîèñêà ìîìåíòîâ èçìåíåíèÿ ôîðìû ñåãìåíòîâ ñ òå-

÷åíèåì âðåìåíè àäàïòèðóåòñÿ àëãîðèòì îáíàðóæåíèÿ ðàçëàäîê ñ ïîìîùüþ äèñ-

êðåòíîé ïðîèçâîäíîé. Äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ äâóõóðîâíåâàÿ èåðàð-

õè÷åñêàÿ ìîäåëü. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà èñïîëüçîâàíèÿ ïðåäëîæåííûõ ìåòîäîâ

ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîãíîçèðîâàíèå ïî÷àñîâîãî ïîòðåáëåíèÿ ýëåêòðîýíåðãèè.
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1 Ââåäåíèå

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ïðîãíîñòè÷åñêèõ ìîäåëåé, îïèñû-

âàþùèõ ïåðèîäè÷åñêèå âðåìåííûõ ðÿäû è âêëþ÷àþùèå èíâàðèàíòíûå ïðåîáðàçîâà-

íèÿ. Âðåìåííîé ðÿä ðàçáèâàåòñÿ íà ñåãìåíòû, äëèíà êîòîðûõ ðàâíà ïåðèîäó. Ñåã-

ìåíòû ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê âûáîðêà â ïîëóïàðàìåòðè÷åñêîé ðåãðåññèîííîé ìîäåëè.

Ïîëóïàðàìåòðè÷åñêèå ìîäåëè áûëè ïðåäëîæåíû â ðàáîòå [1] äëÿ àíàëèçà âûáî-

ðîê, ñîñòîÿùèõ èç ðåãðåññèîííûõ êðèâûõ. Ïðèìåðîì òàêîé âûáîðêè ÿâëÿåòñÿ íà-

áîð çàâèñèìîñòåé öåëåâîé ïåðåìåííîé îò âðåìåíè: êàæäîìó îáúåêòó ñîîòâåòñòâóåò

ñâîÿ çàâèñèìîñòü, çàäàííàÿ â íåêîòîðûå ìîìåíòû âðåìåíè. Â ïîëóïàðàìåòðè÷åñêîé

ìîäåëè â ïðîñòðàíñòâå êðèâûõ îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ïðåîáðàçî-

âàíèé. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò êðèâàÿ, íàçûâàåìàÿ ôîðìîé è îáùàÿ äëÿ

âñåõ ýëåìåíòîâ âûáîðêè, òàêàÿ, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò âûáîðêè ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì

ïðåîáðàçîâàíèÿ ýòîé êðèâîé ñ íåêîòîðûìè ïàðàìåòðàìè. Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîå-

íèå ìîäåëè âêëþ÷àåò çàäà÷ó íåïàðàìåòðè÷åñêîé ðåãðåññèè (âû÷èñëåíèå ôîðìû) è

ïàðàìåòðè÷åñêîé ðåãðåññèè (âû÷èñëåíèå ïàðàìåòðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ).

×àñòíûì ñëó÷àåì ïîëóïàðàìåòðè÷åñêèõ ìîäåëåé ÿâëÿþòñÿ ìîäåëè, èíâàðèàíò-

íûå îòíîñèòåëüíî ôîðìû. Â òàêèõ ìîäåëÿõ ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ïðåîáðàçî-

âàíèé ñîäåðæèò ÷åòûðå ïàðàìåòðà: ðàñòÿæåíèå è ñäâèã êðèâîé âäîëü îñè âðåìåíè è

îñè öåëåâîé ïåðåìåííîé. Â ðàáîòàõ [2, 3, 4] ïðåäëîæåí èòåðàòèâíûé àëãîðèòì âû÷èñ-

ëåíèÿ ôîðìû è ïàðàìåòðîâ òàêîé ìîäåëè: íà êàæäîé èòåðàöèè ïðè ôèêñèðîâàííîé

ôîðìå ïàðàìåòðû âû÷èñëÿþòñÿ ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, äàëåå îöåíèâàåòñÿ

ôîðìà ñ ïîìîùüþ óñðåäíåíèÿ ïî ôîðìàì âñåõ êðèâûõ âûáîðêè. Ìîäåëè, èíâàðèàíò-

íûå îòíîñèòåëüíî ôîðìû, èññëåäóþòñÿ òàêæå â ðàáîòàõ [5, 6, 7]. Ïîäêëàññîì òàêèõ

ìîäåëåé ÿâëÿþòñÿ ìîäåëè ñäâèãà âäîëü îñè âðåìåíè [8, 9, 10].

Äëÿ îöåíêè ôîðìû è ïàðàìåòðîâ ïîëóïàðàìåòðè÷åñêèõ ìîäåëåé èñïîëüçóåòñÿ

ìèíèìèçàöèÿ ôóíêöèîíàëà îøèáêè [11, 3, 6] èëè ìàêñèìèçàöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ

çàäàííîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè [12, 5]. Êðèâûå, ñîñòàâëÿþùèå âûáîðêó, ÿâëÿþòñÿ

àïïðîêñèìàöèÿìè çàâèñèìîñòè öåëåâîé ïåðåìåííîé îò âðåìåíè ñ ïîìîùüþ ÿäåðíîãî

ñãëàæèâàíèÿ [3] èëè ñïëàéíîâ [13, 6, 7], èëè ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ìàðêîâñêèé ñëó-

÷àéíûé ïðîöåññ [12]. Ôîðìà â ïîëóïàðàìåòðè÷åñêîé ìîäåëè îöåíèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ

ìåòîäà Íàäàðàÿ-Âàòñîíà [9], óñðåäíåíèåì ïî êðèâûì âûáîðêè [4] èëè ðàññìàòðè-
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âàåòñÿ êàê ìàòîæèäàíèå ìàðêîâñêîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà [12]. Äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ

êðèâûõ ôîðìà îöåíèâàåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå [8, 5].

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàþòñÿ ìåòîäû îöåíêè ôîðìû è ïàðàìåòðîâ ïîëóïàðà-

ìåòðè÷åñêèõ ìîäåëåé äëÿ øèðîêîãî êëàññà ñåìåéñòâ ïðåîáðàçîâàíèé. Ïðåäëîæåííûå

îöåíêè íå ñîñòîÿòåëüíû, îäíàêî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ âûáîðîê

îøèáêà îöåíîê íå ïðåâîñõîäèò íåêîòîðîé âåëè÷èíû. Äëÿ áîëåå óçêîãî êëàññà ïðåîá-

ðàçîâàíèé ñõîæèå îöåíêè èñïîëüçîâàëèñü â [4].

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñåãìåíòû âðåìåííîãî ðÿäà ìîãóò áûòü ðàçáèòû íà ãðóïïû

òàê, ÷òî êàæäîé ãðóïïå ñîîòâåòñòâóåò ñâîÿ ôîðìà â ïîëóïàðàìåòðè÷åñêîé ìîäåëè.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàçáèåíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü êëàñòåðèçàöèþ èëè àïðèîð-

íûå ïðåäïîëîæåíèÿ î ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñåãìåíòîâ âðåìåííîãî ðÿäà. Ïðè ýòîì äëÿ

ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ î ðàçáèåíèè ãðóïïû ñåãìåíòîâ íà äâå ïîäãðóïïû ïðåäëàãàåòñÿ

ñòàòèñòè÷åñêèé êðèòåðèé ðàçëè÷èìîñòè ôîðì äëÿ äâóõ ïîäãðóïï.

Â ðàáîòå òàêæå ðåøàåòñÿ çàäà÷à ïîèñêà ìîìåíòîâ âðåìåíè, â êîòîðûõ ïðîèñõî-

äèò èçìåíåíèå ôîðìû ñåãìåíòîâ âðåìåííîãî ðÿäà. Äëÿ ýòîãî àäàïòèðóåòñÿ àëãîðèòì

îáíàðóæåíèÿ ðàçëàäîê ñ ïîìîùüþ äèñêðåòíîé ïðîèçâîäíîé è âû÷èñëåíèåì äîñòèæè-

ìîãî óðîâíÿ çíà÷èìîñòè, ïðåäëîæåííûé â [14]. Àëãîðèòì çàêëþ÷àåòñÿ â âû÷èñëåíèè

äèñêðåòíîé ïðîèçâîäíîé ôîðìû ñåãìåíòîâ ïî âðåìåíè, îòáîðå ïîòåíöèàëüíûõ òî÷åê

ðàçëàäêè ñðåäè ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîì ìîäóëÿ äèñêðåòíîé ïðîèçâîäíîé, èñêëþ÷å-

íèè èç ïîòåíöèàëüíûõ òî÷åê ðàçëàäêè "ëîæíûõ òðåâîã"ñ ïîìîùüþ ñòàòèñòè÷åñêîãî

êðèòåðèÿ.

Ðàáîòà ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ãëàâå 2 îïðåäåëÿåòñÿ ïîëóïàðàìåòðè-

÷åñêàÿ ìîäåëü äëÿ ñåãìåíòîâ âðåìåííîãî ðÿäà. Êàê è â ðàáîòàõ [5, 4, 7], ðàññìàòðè-

âàåòñÿ çàäà÷à îäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ ôîðìû è ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, íî äëÿ áîëåå

øèðîêîãî êëàññà ïðåîáðàçîâàíèé. Â ãëàâå 3 ïðåäëàãàþòñÿ ìåòîäû îöåíêè ôîðìû ïî-

ëóïàðàìåòðè÷åñêîé ìîäåëè, äîêàçûâàåòñÿ èõ óñòîé÷èâîñòü. Ãëàâà 4 ïîñâÿùåíà çàäà÷å

ðàçáèåíèÿ ñåãìåíòîâ âðåìåííîãî ðÿäà íà ãðóïïû ñ îáùåé ôîðìîé. Â ãëàâå 5 àäàï-

òèðóåòñÿ àëãîðèòì îáíàðóæåíèÿ ðàçëàäîê äëÿ ïîèñêà ìîìåíòîâ èçìåíåíèÿ ôîðìû

ñåãìåíòîâ âðåìåííîãî ðÿäà. Â ãëàâå 6 ïðèâåä¼í êðèòåðèé êà÷åñòâà ïàðàìåòðè÷åñêîãî

ñåìåéñòâà ïðåîáðàçîâàíèé, êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ ïðè íàëè÷èè ðàçáèåíèÿ ñåãìåíòîâ

íà ãðóïïû ñ îáùåé ôîðìîé, çàäàííîé ýêñïåðòîì. Ýòîò êðèòåðèé ïîçâîëÿåò âûáðàòü
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ñåìåéñòâî ïðåîáðàçîâàíèé, íàèëó÷øèì îáðàçîì îòðàæàþùåå ýêñïåðòíîå ïðåäñòàâ-

ëåíèå î áëèçîñòè ôîðì âðåìåííûõ ðÿäîâ. Â ãëàâå 7 ïðåäëàãàåòñÿ èåðàðõè÷åñêàÿ

äâóõóðîâíåâàÿ ìîäåëü äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ çíà÷åíèé âðåìåííîãî ðÿäà. Â ãëàâå 8

ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ ïðåäëîæåííûõ ìåòîäîâ äëÿ àíàëèçà è ïðîãíîçè-

ðîâàíèÿ ïî÷àñîâîãî ïîòðåáëåíèÿ ýëåêòðîýíåðãèè.

2 Ìîäåëü ïîðîæäåíèÿ äàííûõ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêèé âðåìåííîé ðÿä ñ ïåðèîäîì n

yt, t = 1, . . . , T,

ãäå T = Nn � äëèíà âðåìåííîãî ðÿäà, êðàòíàÿ ïåðèîäó n, N = T
n
� ÷èñëî ïåðèîäîâ.

Âðåìåííîé ðÿä yt ðàçáèâàåòñÿ íà ñåãìåíòû, äëèíà êîòîðûõ ðàâíà ïåðèîäó n:

xi = (y(i−1)n+1, y(i−1)n+2, . . . , yin), i = 1, . . . , N.

Ïóñòü f : Rn → Rn � ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ïðåîáðàçîâàíèé. Ðàññìîòðèì

ñëåäóþùóþ ìîäåëü ïîðîæäåíèÿ äàííûõ:

xi = f(z0,αi) + εi, αi ∈ Rm, εi ∼ N (0, Enσ
2), (1)

ãäå z0 � íåêîòîðûé âðåìåííîé ðÿä, αi � ïàðàìåòðû ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå êàæäîìó âðåìåííîìó ðÿäó, En � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, σ2 � äèñïåðñèÿ îøèáêè.

Òàêèì îáðàçîì, âðåìåííûå ðÿäû xi ÿâëÿþòñÿ ðåçóëüòàòîì ïðåîáðàçîâàíèÿ âðåìåí-

íîãî ðÿäà z0 ñ àääèòèâíûì íîðìàëüíûì øóìîì.

Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ f ðàçáèâàþò ïðîñòðàíñòâî Rn íà êëàñ-

ñû ýêâèâàëåíòíîñòè ñëåäóþùèì îáðàçîì: xi ∼ xj åñëè è òîëüêî åñëè ñóùåñòâóåò

âåêòîð α òàêîé, ÷òî xj = f(xi,α).

Ôîðìà z0 è ïàðàìåòðû αi ìîäåëè (1) íå çàäàíû îäíîçíà÷íî: ëþáàÿ ôîðìà èç

êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè èñõîäíîé z̃0 ∼ z0 ñ ñîîòâåòñòâóþùèì íàáîðîì ïàðàìåòðîâ α̃i

îïðåäåëÿåò òó æå ìîäåëü. Äåéñòâèòåëüíî, èç z̃0 ∼ z0 ∼ f(z0,αi) ñëåäóåò, ÷òî ñóùå-

ñòâóåò âåêòîð ïàðàìåòðîâ α̃i òàêîé, ÷òî f(z̃0, α̃i) = f(z0,αi), è ìîäåëü

xi = f(z̃0, α̃i) + εi, εi ∼ N (0, Enσ
2)
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ýêâèâàëåíòíà èñõîäíîé ìîäåëè (1) ïîðîæäåíèÿ äàííûõ.

Ïóñòü ìíîæåñòâî Z ⊂ Rn ñîäåðæèò ðîâíî ïî îäíîìó ïðåäñòàâèòåëþ îò êàæäîãî

êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ f . Òîãäà ëþáîé âåêòîð xi ∈ Rn îäíîçíà÷íî

ïðåäñòàâèì â âèäå

xi = f(zi,αi), zi ∈ Z,

÷òî ïîçâîëÿåò ââåñòè ïðåîáðàçîâàíèå u : Rn → Rn è îòîáðàæåíèå v : Rn → Rm,

òàêèå, ÷òî

xi = f(u(x),v(x)), u(x) ∈ Z,

Ââåäåíèå îãðàíè÷åíèÿ z0 ∈ Z îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò z0 è αi ìîäåëè (1):

xi = f(z0,αi) + εi, εi ∼ N (0, Enσ
2), z0 ∈ Z. (2)

Âåêòîð z0 áóäåì íàçûâàòü ôîðìîé, ñîîòâåòñòâóþùåé âûáîðêå {x1, . . . ,xN}, à âåêòîð

zi = u(xi) ôîðìîé âåêòîðà xi. Çàìåòèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå u èíâàðèàíòíî îòíîñè-

òåëüíî f , à ôîðìà u(xi) ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì âåêòîðà xi.

2.1 Ïðèìåðû ïðåîáðàçîâàíèé f

Íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèåñÿ â ëèòåðàòóðå è õîðîøî èíòåðïðåòèðóåìûå ñåìåé-

ñòâà èíâàðèàíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé � ðàñòÿæåíèå-ñäâèã âäîëü îñè çíà÷åíèé âðå-

ìåííîãî ðÿäà f(x,α) = α1x + α2, ðàñòÿæåíèå-ñäâèã âäîëü îñè âðåìåíè, à òàêæå èõ

ñóïåðïîçèöèè.

Îáîáùåíèåì ñäâèãà âäîëü îñè çíà÷åíèé ÿâëÿåòñÿ ïðèáàâëåíèå ïîëèíîìà k-ãî ïî-

ðÿäêà:

fj(x,α) = xj +
k∑

m=0

αmj
m, j = 1, . . . , n,

Ìíîæåñòâî Z ìîæíî çàäàòü ïðåîáðàçîâàíèÿìè

v(x) = argmin
α

n∑
j=1

(
k∑

m=0

αmj
m − xj

)2

,

uj(x) = xj −
k∑

m=0

vm(x)jm,

ïðè ýòîì v(x), u(x) âû÷èñëÿþòñÿ ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.
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Îáîáùåíèåì ðàñòÿæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ âèäà

fj(x,α) = g(xj,α), j = 1, . . . , n,

ãäå g � ñåìåéñòâî ìîíîòîííûõ ôóíêöèé; íàïðèìåð,

fj(x,α) = α0x
α1
j , j = 1, . . . , n.

3 Îöåíêà ôîðìû z0

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàáîðà âåêòîðîâ zl ∈ Z âûïîëíåíî óñëîâèå

1

L

L∑
l=1

zl ∈ Z, zl ∈ Z, l = 1, . . . , L. (3)

Òîãäà â êà÷åñòâå îöåíêè ôîðìû z0 èç ìîäåëè (2) ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ñðåä-

íåå çíà÷åíèå ôîðì âåêòîðîâ xi

z∗ =
1

N

N∑
i=1

u(xi). (4)

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ïðåîáðàçîâàíèå u óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé

L, ò. å. äëÿ ëþáûõ xi, xj

||u(xi)− u(xj)|| ≤ L||xi − xj||.

Òîãäà ïî÷òè íàâåðíî ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíûé ðàçìåð âûáîðêè N0 òàêîé, ÷òî

||z∗ − z0|| < Lσn+ ε0, ∀N : N > N0,

ãäå z∗ � îöåíêà (4), ε0 � ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî

|uj(xi)− z0j| ≤ ||u(xi)− z0|| ≤

≤ L||xi − f(z0,αi)|| = L||εi||.

|E[uj(xi)− z0j]| ≤ E|uj(xi)− z0j| ≤ E[L||εi||] = LE||εi||. (5)

V[uj(xi)− z0j] = E(uj(xi)− z0j)2 − (E[uj(xi)− z0j])2 ≤ (6)
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≤ E(uj(xi)− z0j)2 ≤ E[L2||εi||2] = L2E||εi||2 = L2σ2n.

Èç ìîäåëè ïîðîæäåíèÿ äàííûõ (2) ñëåäóåò, ÷òî

εi
σ
∼ N (0, Enσ

2),

� âåêòîð ñ íåçàâèñèìûìè êîìïîíåíòàìè, èìåþùèìè ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, ∣∣∣∣∣∣εi
σ

∣∣∣∣∣∣2 ∼ χ2(n).

Êàê èçâåñòíî, Eχ2(n) = n, ñëåäîâàòåëüíî,

E||εi||2 = σ2n,

E||εi|| =
√

E||εi||2 − V||εi|| ≤
√

E||εi||2 = σ
√
n.

Èç (5) è ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî

|E[uj(xi)− z0j]| ≤ Lσ
√
n.

Ïîñêîëüêó ìàòîæèäàíèå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ íåñêîëüêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íå

ïðåâîñõîäèò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ìàòîæèäàíèÿ, òî∣∣∣∣∣E
[

1

N

N∑
i=1

uj(xi)− z0j

]∣∣∣∣∣ ≤ Lσ
√
n.

Âîñïîëüçóåìñÿ óñèëåííûì çàêîíîì áîëüøèõ ÷èñåë â ôîðìóëèðîâêå Êîëìîãîðîâà,

ñîãëàñíî êîòîðîìó

1

N

N∑
i=1

uj(xi)− z0j
almost sure−−−−−−→ E

[
1

N

N∑
i=1

uj(xi)− z0j

]
ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

∞∑
i=1

1

i2
V[uj(xi)− z0j] <∞.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ â ñèëó (6) è òîãî, ÷òî

∞∑
i=1

1

i2
V[uj(xi)− z0j] ≤

≤ L2σ2n

∞∑
i=1

1

i2
=
L2σ2nπ2

6
<∞.
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Èç ñõîäèìîñòè ïî÷òè íàâåðíîå ñëåäóåò, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ñóùåñòâóåò

÷èñëî N0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî N > N0

1

N

N∑
i=1

uj(xi)− z0j < Lσ
√
n+ ε1,

ãäå ε1 � ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Â èòîãå ïîëó÷àåì

||z∗ − z0|| =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 1

N

N∑
i=1

u(xi)− z0

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ =

√√√√ n∑
j=1

[
1

N

N∑
i=1

uj(xi)− z0j

]2
≤

≤
√
n(Lσ

√
n+ ε1) = Lσn+ ε0 •

Íå äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà Z âûïîëíåíî óñëîâèå (3). Â îáùåì ñëó÷àå â êà÷åñòâå

îöåíêè ôîðìû z0 ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ôîðìó îäíîãî èç âåêòîðîâ âûáîðêè:

z∗ = argmin
u(xj)

N∑
i=1

||u(xi)− u(xj)||2. (7)

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ïðåîáðàçîâàíèå u óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé

L, ò. å. äëÿ ëþáûõ xi, xj

||u(xi)− u(xj)|| ≤ L||xi − xj||.

Òîãäà ïî÷òè íàâåðíî ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíûé ðàçìåð âûáîðêè N0 òàêîé, ÷òî

||z∗ − z0|| <
31

2
Lσ
√
n+ ε0, ∀N : N > N0,

ãäå z∗ � îöåíêà (7), ε0 � ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ìîäåëè ïîðîæäåíèÿ äàííûõ (2) ñëåäóåò, ÷òî

εi
σ
∼ N (0, Enσ

2),

� âåêòîð ñ íåçàâèñèìûìè êîìïîíåíòàìè, èìåþùèìè ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå. Ñëåäîâàòåëüíî,

||xi − f(z0,αi)||2

σ2
=
∣∣∣∣∣∣εi
σ

∣∣∣∣∣∣2 ∼ χ2(n).

Ïî óñëîâèþ òåîðåìû,

||u(xi)− z0||2 ≤ L2||xi − f(z0,αi)||2,
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ñëåäîâàòåëüíî,

E||u(xi)− z0||2 ≤ L2σ2Eχ2(n) = L2σ2n.

Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó Ìàðêîâà, äëÿ ëþáîãî a

P
(
||u(xi)− z0||2 ≥ a2

)
≤ E||u(xi)− z0||2

a2
≤ L2σ2n

a2
.

Âûáåðåì a > 0 òàê, ÷òîáû

P
(
||u(xi)− z0||2 ≥ a2

)
≤ L2σ2n

a2
=

1

4
, (8)

a2 = 4L2σ2n.

Îïðåäåëèì ðàçáèåíèå èíäåêñîâ îáúåêòîâ âûáîðêè I = {1, . . . , N} = I1 ∪ I2 ñëåäó-

þùèì îáðàçîì:

I1 = {i : ||u(xi)− z0||2 ≤ a2},

I2 = {i : ||u(xi)− z0||2 > a2}.

Èç óñëîâèÿ (8) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî N1 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðàçìåðà

âûáîðêè N > N1

|I2| <
N

3
. (9)

Â ïîñëåäóþùèõ ðàññóæäåíèÿõ ïðåäïîëàãàåì, ÷òî N > N1 è, ñîîòâåòñòâåííî, âû-

ïîëíåíî óñëîâèå (9).

Ïóñòü xβ � íåêîòîðûé îáúåêò âûáîðêè, b = ||u(xβ) − z0||. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè

âûïîëíåíèè íåêîòîðîãî óñëîâèÿ äëÿ b âåêòîð u(xβ) íå ìîæåò áûòü ðàâåí îöåíêå z∗

èç (7). Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî íàéòè òàêîé ýëåìåíò âûáîðêè xα, äëÿ êîòîðîãî

N∑
i=1

||u(xi)− u(xα)||2 <
N∑
i=1

||u(xi)− u(xβ)||2. (10)

Ïóñòü α � ïðîèçâîëüíûé èíäåêñ èç I1. Òîãäà äëÿ ëþáîãî i ∈ I1 èç íåðàâåíñòâà

òðåóãîëüíèêà

||u(xi)− u(xβ)|| ≥ b− a,

||u(xi)− u(xα)|| ≤ 2a.

Ó÷èòûâàÿ äàííûå íåðàâåíñòâà è óñëîâèå (9) ïîëó÷àåì∑
i∈I1

||u(xi)− u(xβ)||2 −
∑
i∈I1

||u(xi)− u(xα)||2 ≥
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≥
∑
i∈I1

[
(b− a)2 − (2a)2

]
>

2N

3

[
(b− a)2 − (2a)2

]
. (11)

Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

ρij = ||u(xi)− u(xj)||,

ρ0i = ||u(xi)− z0||.

Â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ∑
i∈I2

||u(xi)− u(xβ)||2 −
∑
i∈I2

||u(xi)− u(xα)||2 =

=
∑
i∈I2

(
ρ2βi − ρ2αi

)
=
∑
i∈I2

(ρβi − ραi)(ρβi + ραi). (12)

Èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà

|ρβi − ραi| ≤ ραβ,

ρβi − ραi ≥ −ραβ ≥ −(a+ b). (13)

Ñ ó÷¼òîì óñëîâèÿ (9)∑
i∈I2

(ρβi + ραi) ≤
∑
i∈I2

(ρ0i + b+ ρ0i + a) ≤

≤ N

3
(a+ b) + 2

∑
i∈I2

ρ0i. (14)

Ò. ê. ρ0i > a äëÿ i ∈ I2, òî

∑
i∈I2

ρ0i ≤
∑
i∈I2

ρ20i
a

=
1

a

∑
i∈I2

ρ20i ≤
1

a

N∑
i=1

ρ20i.

Äàëåå èç óñëîâèÿ Ëèïøèöà ïîëó÷àåì

∑
i∈I2

ρ0i ≤
1

a

N∑
i=1

ρ20i ≤
1

a

N∑
i=1

(
L2||xi − f(z0,αi)||2

)
=

=
L2σ2

a

N∑
i=1

∣∣∣∣∣∣εi
σ

∣∣∣∣∣∣2 .
Ñîãëàñíî óñèëåííîìó çàêîíó áîëüøèõ ÷èñåë,

1

N

N∑
i=1

∣∣∣∣∣∣εi
σ

∣∣∣∣∣∣2 almost sure−−−−−−→ E
∣∣∣∣∣∣εi
σ

∣∣∣∣∣∣2 = Eχ2(n) = n,
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ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ε1 > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå N2, ÷òî

1

N

N∑
i=1

∣∣∣∣∣∣εi
σ

∣∣∣∣∣∣2 < n+ ε1, N > N2.

Â èòîãå ïîëó÷àåì∑
i∈I2

ρ0i <
L2σ2(n+ ε0)N

a
. (15)

Ïîäñòàâèì â (12) íåðàâåíñòâà (13), (14) è (15):∑
i∈I2

||u(xi)− u(xβ)||2 −
∑
i∈I2

||u(xi)− u(xα)||2 ≥

≥ −(a+ b)

[
N

3
(a+ b) + κ

]
, (16)

κ =
L2σ2(n+ ε0)N

a
.

Îáúåäèíÿÿ (11) è (16), ïîëó÷àåì

N∑
i=1

||u(xi)−u(xβ)||2−
N∑
i=1

||u(xi)−u(xα)||2 =
∑
i∈I1

||u(xi)−u(xβ)||2−
∑
i∈I1

||u(xi)−u(xα)||2+

+
∑
i∈I2

||u(xi)−u(xβ)||2−
∑
i∈I2

||u(xi)−u(xα)||2 ≥ 2N

3

[
(b− a)2 − (2a)2

]
−(a+b)

[
N

3
(a+ b) + κ

]
.

Íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü, ïðè êàêèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà b âûïîëíåíî

2N

3

[
(b− a)2 − (2a)2

]
− (a+ b)

[
N

3
(a+ b) + κ

]
> 0.

Îáîçíà÷èâ

κ̃ =
κ

aN/3
, v =

b

a
,

ïåðåïèøåì ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî â âèäå

2
[
(v − 1)2 − 4

]
− (1 + s)[(1 + s) + κ̃] > 0,

v2 − (6− κ̃)v − 7− κ̃ > 0,

v > 7 + κ̃,

b > a(7 + κ̃) = a

(
7 +

3(n+ ε1)

4n

)
=

31a

4
+ ε0 =

31

2
Lσ
√
n+ ε0. (17)
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Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (17), N > max(N1, N2), âûïîëíåíî íåðà-

âåíñòâî (10) è, ñëåäîâàòåëüíî,

u(xβ) 6= argmin
u(xj)

N∑
i=1

||u(xi)− u(xj)||2. •

Îöåíêè (4) è (7) íå ÿâëÿþòñÿ ñîñòîÿòåëüíûìè îöåíêàìè ôîðìû z0, ò. ê. ïðè óâå-

ëè÷åíèè ðàçìåðîâ âûáîðêè îøèáêà îöåíîê íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Îäíàêî òåîðåìû 1

è 2 óòâåðæäàþò, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íîé áîëüøîé âûáîðêè îøèáêà ||z∗ − z0|| íå ïðå-

âîñõîäèò íåêîòîðîãî ïîðîãà, ðàçìåð êîòîðîãî ïðîïîðöèîíàëåí êîíñòàíòå Ëèïøèöà

èíâàðèàíòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ u.

4 Ðàçáèåíèå ñåãìåíòîâ íà ãðóïïû ñî ñõîæåé ôîðìîé

Â ìîäåëè (2) ðàññìàòðèâàëàñü åäèíàÿ äëÿ âñåé âûáîðêè xi ôîðìà z0. Òåïåðü áóäåì

ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå èíäåêñîâ I = {1, . . . , N} = I1∪. . .∪Is òàêîå,

÷òî

xi = f(z0k,αi) + εi, i ∈ Ik, z0k ∈ Z, k = 1, . . . , s,

ò. å. êàæäîìó íàáîðó èíäåêñîâ Ik ñîîòâåòñòâóåò ñâîÿ ôîðìà z0k.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàçáèåíèÿ I1 ∪ . . . ∪ Is ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü îäèí èç àë-

ãîðèòìîâ êëàñòåðèçàöèè, îïðåäåëèâ ôóíêöèþ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó èíäåêñàìè ρij =

||u(xi)−u(xj)||, i, j ∈ I êàê ðàññòîÿíèå ìåæäó ôîðìàìè i-ãî è j-ãî âðåìåííîãî ðÿäà.

Äàëåå ïî êàæäîé ïîäâûáîðêå xi, i ∈ Ik îöåíèâàåòñÿ ôîðìà z0k ïî ôîðìóëå (4) èëè (7).

Ñ óâåëè÷åíèåì êîëè÷åñòâà êëàñòåðîâ s óìåíüøàåòñÿ êîëè÷åñòâî âðåìåííûõ ðÿäîâ â

êàæäîì êëàñòåðå è, ñëåäîâàòåëüíî, óâåëè÷èâàåòñÿ îøèáêà ïðè îöåíêå ôîðìû z0k.

Äëÿ öåëåé ïðîãíîçèðîâàíèÿ âàæíà èíòåðïðåòèðóåìîñòü ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà èí-

äåêñîâ I, ò. ê. îíà ïîçâîëÿåò ïðåäñêàçàòü ôîðìó, ñîîòâåòñòâóþùóþ íåêîòîðîìó ïå-

ðèîäó â áóäóùåì. Íàïðèìåð, ðàçáèåíèå I = I1 ∪ I2 âðåìåííîãî ðÿäà ñ ñóòî÷íîé

ïåðèîäèêîé íà áóäíè I1 è âûõîäíûå I2 ïîçâîëÿåò ïðè ïðîãíîçèðîâàíèè ïðåäñêàçàòü

ôîðìó z01 äëÿ áóäíåãî äíÿ è z02 äëÿ âûõîäíîãî äíÿ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ òàêèõ

ðàçáèåíèé ìîæíî ðàññìîòðåòü ñëåäóþùèå:

• ôàçû êàëåíäàðíûõ è ñóòî÷íûõ ïåðèîäèê: âðåìÿ ñóòîê, áóäíè/âûõîäíûå, âðåìÿ

ãîäà, ïðàçäíèêè/ðàáî÷èå äíè;
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• ðàçáèåíèå íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîäðÿä èäóùèõ èíäåêñîâ: I = {1, . . . , N1} ∪

{N1 + 1, . . . , N}.

Âîçíèêàåò âîïðîñ î òîì, ñóùåñòâóåò ëè çíà÷èìîå ðàçëè÷èå ìåæäó ôîðìàìè âåêòîðîâ

ñ èíäåêñàìè èç I1 è I2 äëÿ íåêîòîðîãî àïðèîðíîãî ðàçáèåíèÿ I1 ∪ I2. Åñëè ðàçëè÷èå

âûÿâëåíî, òî ïðåäëàãàåòñÿ îöåíèâàòü ôîðìû z01 è z02 äëÿ âðåìåííûõ ðÿäîâ ñ èí-

äåêñàìè èç I1 è I2 ñîîòâåòñòâåííî âìåñòî îáùåé îöåíêè ôîðìû äëÿ âñåõ âðåìåííûõ

ðÿäîâ.

×òîáû ôîðìàëèçîâàòü çàäà÷ó, ðàññìîòðèì ôîðìû âåêòîðîâ u(xi), i ∈ I1 è

u(xi), i ∈ I2 êàê âûáîðêè íåêîòîðûõ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ J1 è J2. Íåîáõîäèìî îïðå-

äåëèòü, ñóùåñòâóåò ëè ñòàòèñòè÷åñêè çíà÷èìîå ðàçëè÷èå ìåæäó ðàñïðåäåëåíèåì J1

è J2. Â êà÷åñòâå íóëåâîé ãèïîòåçû ðàññìîòðèì ïðåäïîëîæåíèå î ðàâåíñòâå ìàòî-

æèäàíèÿ ìåæêëàññîâîãî ðàññòîÿíèÿ E12 = E[ρij|i ∈ Ĩ1, j ∈ Ĩ2] ñðåäíåìó çíà÷åíèþ

ìàòîæèäàíèé âíóòðèêëàññîâûõ ðàññòîÿíèé 1
2
(E[ρij|i, j ∈ I1] + E[ρij|i, j ∈ I2]):

M = E12 −
E11 + E22

2
= 0.

Îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ìàòîæèäàíèé

Ê12 =

∑
i∈I1,j∈I2 ρij

|I1||I2|
,

Ê11 =

∑
i,j∈I1,i<j ρij

|I1|(|I1| − 1)/2
, Ê22 =

∑
i,j∈I2,i<j ρij

|I2|(|I2| − 1)/2
.

Èñïîëüçóÿ îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ äèñïåðñèé V ρij, íàéä¼ì äèñ-

ïåðñèþ îöåíîê ìàòîæèäàíèé

VÊ12 =
V[ρij|I1, j ∈ I2]
|I1||I2|

≈
∑

i∈I1,j∈I2(ρij − Ê12)
2

|I1|2|I2|2
,

VÊ11 ≈
∑

i,j∈I1,i<j(ρij − Ê11)
2

|I1|2(|I1| − 1)2/4
,

VÊ22 ≈
∑

i,j∈I2,i<j(ρij − Ê22)
2

|I2|2(|I2| − 1)2/4
.

Ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå M̂

ŝeM =

√
VÊ12 +

1

4
(VÊ11 + VÊ22).

13



Ñ÷èòàÿ, ÷òî M̂ = Ê12 − (Ê11 + Ê22)/2 ∼ N (0, ŝe2M), íàõîäèì

p-value = 1− Φ

(
M̂

ŝeM

)
(18)

äëÿ íóëåâîé ãèïîòåçû M = 0 ïðîòèâ àëüòåðíàòèâû M > 0, ãäå Φ � ôóíêöèÿ

ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïðè óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,05 çíà÷åíèå

p-value < 0, 05 ñâèäåòåëüñòâóåò î çíà÷èìîì ðàçëè÷èè â ðàñïðåäåëåíèè ôîðì âåê-

òîðîâ ñ èíäåêñàìè èç I1 è I2. Â ýòîì ñëó÷àå ïðåäëàãàåòñÿ îöåíèâàòü ôîðìû z01 äëÿ

u(xi), i ∈ I1 è z02 äëÿ u(xi), i ∈ I2 âìåñòî îáùåé îöåíêè ôîðìû äëÿ âñåé âûáîðêè.

5 Ïîèñê ìîìåíòîâ èçìåíåíèÿ ôîðìû

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò íàáîð öåëûõ ÷èñåë 0 = τ0 < τ1 < . . . < τK < τK+1 =

N òàêîé, ÷òî

xi = f(z0k,αi) + εi, τk < i ≤ τk+1, z0k ∈ Z, k = 0, . . . , K,

×èñëà τ1, . . . , τK áóäåì íàçûâàòü òî÷êàìè ðàçëàäêè; îíè ðàçáèâàþò ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü âðåìåííûõ ðÿäîâ xi, i ∈ I = {1, . . . , N} íà ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ èíäåêñàìè

I0 = {1, . . . , τ1}, . . . , IK+1 = {τK + 1, . . . , N}, è êàæäîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîîò-

âåòñòâóåò íåêîòîðàÿ ôîðìà z0k.

Íåîáõîäèìî íàéòè òî÷êè ðàçëàäêè τ1, . . . , τK ïðè óñëîâèè, ÷òî èõ êîëè÷åñòâî K

íåèçâåñòíî.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðåäëàãàåòñÿ àäàïòèðîâàòü àëãîðèòì ïîèñêà ðàçëàäêè ñ ïî-

ìîùüþ äèñêðåòíîé ïðîèçâîäíîé è âû÷èñëåíèåì äîñòèæèìîãî óðîâíÿ çíà÷èìîñòè

(Filtered Derivative with p-Values, FDp-V), ïðåäëîæåííûé â ðàáîòå [14].

Îïðåäåëèì äèñêðåòíóþ ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå t êàê ðàçíèöó ìåæäó îöåíêàìè

ôîðì z∗, âû÷èñëåííûõ ïî âûáîðêàì èç äâóõ ñêîëüçÿùèõ îêîí øèðèíû A ñëåâà è

ñïðàâà îò òî÷êè t:

D(t, A) = z∗(t, A)− z∗(t− A,A),

ãäå z∗(t, A) � îöåíêà ôîðìû ïî âûáîðêå {xi : τt < i ≤ τt + A}, âû÷èñëåííàÿ ïî

ôîðìóëå (4) èëè (7).
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Â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì FDp-V ëîêàëüíûå ìàêñèìóìû ôóíêöèè ||D(t, A)||

ïî t ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê âîçìîæíûå òî÷êè ðàçëàäêè. Îäíàêî íåêîòîðûå ëîêàëü-

íûå ìàêñèìóìû ìîãóò íå ñîîòâåòñòâîâàòü òî÷êàì ðàçëàäêè è âîçíèêàòü âñëåäñòâèå

íåòî÷íîñòè îöåíîê z∗(t, A).

Àëãîðèòì FDp-V ñîñòîèò èç äâóõ øàãîâ:

1. Ïîèñê ïîòåíöèàëüíûõ òî÷åê ðàçëàäêè τ̃k êàê ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîâ äèñêðåò-

íîé ïðîèçâîäíîé.

2. Îòäåëåíèå èñòèííûõ òî÷åê ðàçëàäêè îò "ëîæíûõ òðåâîã", ïðèìåíÿÿ äëÿ êàæ-

äîé íàéäåííîé òî÷êè τ̃k ñòàòèñòè÷åñêèé êðèòåðèé.

5.1 Ïîèñê ïîòåíöèàëüíûõ òî÷åê ðàçëàäêè

Â êà÷åñòâå ïîòåíöèàëüíûõ òî÷åê ðàçëàäêè τ̃k âûáèðàþòñÿ òî÷êè ëîêàëüíûõ ìàê-

ñèìóìîâ ôóíêöèè ||D(t, A)|| ïî t, â êîòîðûõ çíà÷åíèå ||D(t, A)|| ïðåâûøàåò íåêîòî-

ðûé ïîðîã λ. Ïîðîã íåîáõîäèìî âûáðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âåðîÿòíîñòü ïîÿâëå-

íèÿ â âûáîðêè "ëîæíîé òðåâîãè"íå ïðåâûøàëà çàäàííîé âåëè÷èíû p1. Â ÷àñòíîñòè,

ïðè îòñóòñòâèè èñòèííûõ òî÷åê ðàçëàäêè íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ

P (max
t
||D(t, A)|| > λ) = p1. (19)

×òîáû îöåíèòü çíà÷åíèå λ, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (19), ââåä¼ì ñëåäóþùóþ

ñòàòèñòè÷åñêóþ ìîäåëü. Ðàññìîòðèì u(xi) êàê íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåêòîðà ñ

ñîîòâåòñòâóþùèìè ðàñïðåäåëåíèÿìè ξi. Íóëåâàÿ ãèïîòåçà

H0 : ξ1 = . . . = ξN

îòâåðãàåòñÿ â ïîëüçó àëüòåðíàòèâû

H1 : ∃K, 0 = τ0 < . . . < τK+1 = N :

ξ1 = . . . = ξtau1 6= ξτ1+1 = . . . = ξτ2 6= . . . 6= ξτK+1 = . . . = ξN

ïðè óñëîâèè

max
t
||D(t, A)|| > λ.
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Ïîðîã λ, çàäàþùèé íåîáõîäèìóþ âåðîÿòíîñòü îøèáêè I ðîäà

P (max
t
||D(t, A)|| > λ) = p1,

ïðåäëàãàåòñÿ îöåíèòü ñ ïîìîùüþ áóòñòðåïà. Äëÿ âñåõ i = 1, . . . ,M , M ∼ 104 − 105,

âûïîëíèì ñëåäóþùèå øàãè:

• Ñãåíåðèðóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x̃i ñ ïîìîùüþ ñëó÷àéíîé ïåðåñòàíîâêè èíäåê-

ñîâ èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xi.

• Âû÷èñëèì Si = maxt ||D(t, A)||, ãäå D(t, A) ïîäñ÷èòàíà ïî ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè x̃i.

Â êà÷åñòâå îöåíêè ïîðîãà λ âîçüì¼ì

λ = S(N(1−p1)), (20)

ãäå S(1), . . . , S(N) � îòñîðòèðîâàííûå ïî âîçðàñòàíèþ çíà÷åíèÿ Si.

Òàêèì îáðàçîì, ïîèñê ïîòåíöèàëüíûõ òî÷åê ðàçëàäêè âêëþ÷àåò ñëåäóþùèå ýòà-

ïû:

1. Âûáîð èç àïðèîðíûõ ñîîáðàæåíèé óðîâíÿ çíà÷èìîñòè p1 è ðàçìåðà îêíà A,

îöåíêà ïîðîãà λ èç (20).

2. Èíèöèàëèçàöèÿ ÷èñåë dt = ||D(t, A)||, t ∈ [A,N − A], ñ÷¼ò÷èêà k = 0.

3. Äî òåõ ïîð, ïîêà maxt dt > λ, âûïîëíÿòü:

• k = k + 1;

• τ̃k = argmaxt dt;

• dt = 0 äëÿ âñåõ t ∈ (τ̃k − A; τ̃k + A).

4. Ñîðòèðîâêà ÷èñåë τ̃k.

5.2 Èñêëþ÷åíèå ëîæíûõ òðåâîã

Ïóñòü τ̃1, . . . , τ̃K̃ � îòñîðòèðîâàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîòåíöèàëüíûõ òî÷åê

ðàçëàäêè. Íåîáõîäèìî îòôèëüòðîâàòü èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè "ëîæíûå òðåâîãè"
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� òî÷êè, âêëþ÷åííûå â ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âñëåäñòâèå ôëóêöèàöèé ôóíê-

öèè ||D(t, A)||. Ïîñêîëüêó òî÷êè τ̃1, . . . , τ̃K̃ ðàçáèâàþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âðåìåí-

íûõ ðÿäîâ xi íà ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ èíäåêñàìè I0 = {1, . . . , τ̃1}, . . . , IK̃+1 =

{τ̃K̃ + 1, . . . , N}, òî èñêëþ÷åíèå òî÷êè τ̃k èç ñïèñêà ïîòåíöèàëüíûõ òî÷åê ðàçëàäêè

ýêâèâàëåíòíî îáúåäèíåíèþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âðåìåííûõ ðÿäîâ xi, i ∈ Ik−1 è

xi, i ∈ Ik. Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ îáúåäèíåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ êðèòåðèé ðàçëè÷èìîñòè

ôîðì íà ïîäâûáîðêàõ (18).

Âûïîëíèì ñëåäóþùèå øàãè:

1. Èíèöèàëèçèðóåì k = 1, âûáèðàåì óðîâåíü çíà÷èìîñòè p2.

2. Äî òåõ ïîð, ïîêà k ≤ K̃:

• Âû÷èñëÿåì p-value ïî ôîðìóëå (18), âûáðàâ â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà èíäåê-

ñîâ I1 = {τ̃k−1 + 1, . . . , τ̃k}, I2 = {τ̃k + 1, . . . , τ̃k+1}. (Ñ÷èòàåì, ÷òî τ̃0 = 0,

τ̃K̃+1 = N .)

• Åñëè p-value ≥ p2, òî èñêëþ÷àåì τ̃k èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, óìåíüøàÿ K̃

íà åäèíèöó. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå k = k + 1.

6 Êðèòåðèé êà÷åñòâà ñåìåéñòâà ïðåîáðàçîâàíèé f

Âûáîð ñåìåéñòâà ïðåîáðàçîâàíèé f è ìíîæåñòâà Z äîëæåí îòðàæàòü ýêñïåðòíûå

ïðåäñòàâëåíèÿ î áëèçîñòè ôîðì âðåìåííûõ ðÿäîâ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå èíäåêñîâ

I = {1, . . . , N} = I1 ∪ . . . ∪ Is,

çàäàííîå ýêñïåðòîì, òàêîå, ÷òî âåêòîðà xi, i ∈ Ij èç îäíîãî êëàññà èìåþò ñõîæóþ

ôîðìó, â òî âðåìÿ êàê âåêòîðà èç ðàçíûõ êëàññîâ èìåþò ðàçíóþ ôîðìó. Íåîáõîäèìî

âûáðàòü ïðåîáðàçîâàíèå f è ìíîæåñòâî Z òàê, ÷òîáû ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ôîðìàìè

âðåìåííûõ ðÿäîâ ||u(xi)−u(xj)|| íàèáîëåå òî÷íî îòðàæàëè ïðåäñòàâëåíèÿ ýêñïåðòà,

ò. å. ìèíèìèçèðîâàòü ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ôîðìàìè âåêòîðîâ èç îäíîãî êëàññà

||u(xi)− u(xj)||, J(i) = J(j),
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è ìàêñèìèçèðîâàòü ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ôîðìàìè âåêòîðîâ èç ðàçíûõ êëàññîâ

||u(xi)− u(xj)||, J(i) 6= J(j),

ãäå J(i) = k ⇐⇒ i ∈ Ik.

Ïðåäëàãàåòñÿ âû÷èñëèòü ñðåäíåå âíóòðèêëàññîâîå ðàññòîÿíèå

F1 =

∑
i<j[J(i) = J(j)]||u(xi)− u(xj)||∑

i<j[J(i) = J(j)]

è ñðåäíåå ìåæêëàññîâîå ðàññòîÿíèå

F2 =

∑
i<j[J(i) = J(j)]||u(xi)− u(xj)||∑

i<j[J(i) = J(j)]
.

Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ êà÷åñòâà ñåìåéñòâà èñïîëüçóåòñÿ îòíîøåíèå:

S(f) =
F2

F1

.

7 Èåðàðõè÷åñêàÿ ïðîãíîñòè÷åñêàÿ ìîäåëü

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çíà÷åíèÿ

yt, t = 1, . . . , T0, T0 = N0n

âðåìåííîãî ðÿäà yt èçâåñòíû, çíà÷åíèÿ

yt, t = T0 + 1, . . . , T = Nn

íåèçâåñòíû è èõ íåîáõîäèìî ñïðîãíîçèðîâàòü. Ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùàÿ äâóõóðîâíå-

âàÿ ïðîãíîñòè÷åñêàÿ ìîäåëü.

Âðåìåííîé ðÿä ðàçáèâàåòñÿ íà ñåãìåíòû, êàê â ï. 2:

xi = (y(i−1)n+1, y(i−1)n+2, . . . , yin), i = 1, . . . , N,

ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ xi, i = 1, . . . , N0 èçâåñòíû, çíà÷åíèÿ xi, i = N0 + 1, . . . , N íåèçâåñò-

íû.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå èíäåêñîâ I = {1, . . . , N} = I1 ∪ . . . ∪ Is
òàêîå, ÷òî

xi = f(z0k,αi) + εi, i ∈ Ik, z0k ∈ Z, k = 1, . . . , s.

Ïîñòðîåíèå ðàçáèåíèÿ I1 ∪ . . . ∪ Is âûïîëíÿåòñÿ â äâà øàãà:
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1. Ïîñòðîåíèå àïðèîðíîãî ðàçáèåíèÿ Ĩ1 ∪ . . . ∪ Ĩs̃ â ñîîòâåòñòâèè ñ îñîáåííîñòÿìè

ïåðèîäîâ èñõîäíîãî âðåìåííîãî ðÿäà (ïðèìåðû òàêèõ ðàçáèåíèé ïðåäñòàâëåíû

â ï. 4). Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî èíäåêñîâ Ĩi ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäìíîæåñòâà Ĩj è Ĩk
òîëüêî òîãäà, êîãäà ìåæäó ôîðìàìè ñåãìåíòîâ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè èíäåêñàìè

ñóùåñòâóåò çíà÷èìîå ðàçëè÷èå. Äîñòèæèìûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè âû÷èñëÿåòñÿ

ïî ôîðìóëå (18).

2. Êàæäàÿ ãðóïïà Ĩk ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäãðóïïû ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà îáíàðóæå-

íèÿ ðàçëàäîê, ïðåäëîæåííîãî â ï. 5. Èíäåêñû, ñîîòâåòñòâóþùèå ñåãìåíòàì xi ñ

íåèçâåñòíûìè çíà÷åíèÿìè âðåìåííîãî ðÿäà, îòíîñÿòñÿ ê ïîñëåäíåé ïî âðåìåíè

ïîäãðóïïå.

Äëÿ êàæäîé ãðóïïû èíäåêñîâ Ik ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîãîìåðíûé âðåìåííîé ðÿä

v(xi), i ∈ Ik,

çíà÷åíèÿ êîòîðîãî èçâåñòíû äëÿ v(xi), i ≤ N0. Çíà÷åíèÿ v(xi), N0 < i ≤ N îöåíè-

âàþòñÿ ñ ïîìîùüþ îäíîãî èç àëãîðèòìîâ ïðîãíîçèðîâàíèÿ ìíîãîìåðíûõ âðåìåííûõ

ðÿäîâ.

Òàêèì îáðàçîì, ïåðâûé óðîâåíü èåðàðõè÷åñêîé ìîäåëè îáðàçóåò ïîëóïàðàìåò-

ðè÷åñêàÿ ìîäåëü äëÿ ñåãìåíòîâ âðåìåííîãî ðÿäà, ñâÿçûâàþùàÿ öåëåâûå çíà÷åíèÿ

âðåìåííîãî ðÿäà ñ ôîðìîé è ïàðàìåòðàìè ïîëóïàðàìåòðè÷åñêîé ìîäåëè. Íà âòîðîì

óðîâíå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôîðì è ïàðàìåòðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèå

èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñåãìåíòîâ.

8 Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò

Ðàññìîòðèì ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ àëãîðèòìîâ, ïðåäëîæåííûõ â ðàáîòå, äëÿ àíà-

ëèçà è ïðîãíîçèðîâàíèÿ ïîòðåáëåíèÿ ýëåêòðîýíåðãèè.

Ïóñòü âðåìåííîé ðÿä yt ñîäåðæèò äàííûå î ïî÷àñîâîì ïîòðåáëåíèè ýëåêòðîýíåð-

ãèè â Íîâîñèáèðñêå. Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü ïîòðåáëåíèÿ ýëåêòðîýíåðãèè îò

âðåìåíè â òå÷åíèå íåäåëè, ñ ïîíåäåëüíèêà ïî âîñêðåñåíüå.
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Ðèñ. 1: Ïîòðåáëåíèå ýëåêòðîýíåðãèè â òå÷åíèå íåäåëè

Âðåìåííîé ðÿä yt ðàçáèâàåòñÿ íà ñåãìåíòû xi òàê, ÷òî êîìïîíåíòû xi ñîäåðæàò

äàííûå î ïîòðåáëåíèè ýëåêòðîýíåðãèè â òå÷åíèè êàæäîãî ÷àñà i-õ ñóòîê â ãîäó. Íà

ðèñ. 2 ïîêàçàíû ñåãìåíòû xi äëÿ áóäíèõ äíåé âîñüìè ïîñëåäîâàòåëüíûõ íåäåëü.

Ðèñ. 2: Ïîòðåáëåíèå ýëåêòðîýíåðãèè â áóäíèå äíè

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîëóïàðàìåòðè÷åñêîé ìîäåëè âûáåðåì â êà÷åñòâå ñåìåéñòâà ïðå-

îáðàçîâàíèé ñäâèã âäîëü îñè çíà÷åíèé âðåìåííîãî ðÿäà:

f(x, α) = x + (α, . . . , α)
T

.
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Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî ìîäåëè (2), âñå ñåãìåíòû ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê îäèí âðå-

ìåííîé ðÿä, ñìåù¼ííûé âäîëü îñè çíà÷åíèé íà íåêîòîðûå âåëè÷èíû αi. Îïðåäåëèì

ìíîæåñòâî Z êàê

Z = {z :
24∑
j=1

zj = 0}.

Òîãäà äëÿ ñåãìåíòà xi ñìåùåíèå

αi = v(xi) =
1

24

24∑
j=1

xj,

ôîðìà

u(xi) = xi − (v(xi), . . . , v(xi))
T

.

Î÷åâèäíî, äëÿ ìíîæåñòâà Z âûïîëíåíî óñëîâèå (3), ïîýòîìó â êà÷åñòâå îöåíêè

ôîðìû z0 âûáîðêè âðåìåííûõ ðÿäîâ xi èç ìîäåëè (2) èñïîëüçóåì îöåíêó (4). Íà

ðèñ. 3 èçîáðàæåíû ñåãìåíòû xi äëÿ áóäíèõ äíåé âîñüìè ïîñëåäîâàòåëüíûõ íåäåëü

(ñèíèå ëèíèè), è âû÷èñëåííàÿ ïî íèì ôîðìà z0 (êðàñíàÿ ëèíèÿ), ñìåù¼ííàÿ ââåðõ

äëÿ êîìïàêòíîñòè ãðàôèêà.

Ðèñ. 3: Ôîðìà ñåãìåíòîâ âðåìåííîãî ðÿäà

Ñìåùåíèÿ αi èçîáðàæåíû íà ðèñ. 4 (âûõîäíûå íà ãðàôèêå ïðîïóùåíû).
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Ðèñ. 4: Ñìåùåíèÿ ñåãìåíòîâ âðåìåííîãî ðÿäà
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