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Íåïðåðûâíûå ïðèçíàêè Êàòåãîðèàëüíûå ïðèçíàêè

Çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ âçàèìîñâÿçè ìåæäó ïðèçíàêàìè

Äàíî: çíà÷åíèÿ ïðèçíàêîâ X1, X2 èçìåðåíû íà îáúåêòàõ 1, . . . , n.
Ýêâèâàëåíòíàÿ �îðìóëèðîâêà: èìåþòñÿ ñâÿçíûå âûáîðêè

Xn
1 = (X11, . . . , X1n) è Xn

2 = (X21, . . . , X2n).

Íàñêîëüêî ñèëüíî ïðèçíàêè X1, X2 ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé?

Ñòàòèñòè÷åñêàÿ âçàèìîñâÿçü ìåæäó ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè �

êîððåëÿöèÿ.

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-6. Àíàëèç çàâèñèìîñòåé.



Íåïðåðûâíûå ïðèçíàêè Êàòåãîðèàëüíûå ïðèçíàêè

Êîððåëÿöèÿ è ïðè÷èííîñòü

Êîððåëÿöèÿ � ìåðà àññîöèàòèâíîé ñâÿçè (îäíîâðåìåííàÿ âñòðå÷àåìîñòü

ñîáûòèé, ñõîäñòâî ïàòòåðíîâ). Íèêàêîãî îòíîøåíèÿ ê ïðè÷èííî-

ñëåäñòâåííîé ñâÿçè îíà íå èìååò!

Ïðèìåð:

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-6. Àíàëèç çàâèñèìîñòåé.



Íåïðåðûâíûå ïðèçíàêè Êàòåãîðèàëüíûå ïðèçíàêè

Êîððåëÿöèÿ è ïðè÷èííîñòü

Äðóãèå ïðèìåðû:

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-6. Àíàëèç çàâèñèìîñòåé.



Íåïðåðûâíûå ïðèçíàêè Êàòåãîðèàëüíûå ïðèçíàêè

Êîððåëÿöèÿ è ïðè÷èííîñòü

Äðóãèå ïðèìåðû:

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-6. Àíàëèç çàâèñèìîñòåé.



Íåïðåðûâíûå ïðèçíàêè Êàòåãîðèàëüíûå ïðèçíàêè

Êîððåëÿöèÿ è ïðè÷èííîñòü

Äðóãèå ïðèìåðû:

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-6. Àíàëèç çàâèñèìîñòåé.



Íåïðåðûâíûå ïðèçíàêè Êàòåãîðèàëüíûå ïðèçíàêè

Êîððåëÿöèÿ Ïèðñîíà

Êîððåëÿöèÿ Ïèðñîíà (Pearson produ
t-moment 
orrelation 
oe�
ient):

rXY =
cov (X1, X2)√

DX1DX2

=
E ((X1 − EX1) (X2 − EX2))√

DX1DX2

.

Âûáîðî÷íûé êîý��èöèåíò êîððåëÿöèè Ïèðñîíà:

rX1X2
=

n
∑

i=1

(

X1i − X̄1

) (

X2i − X̄2

)

√

n
∑

i=1

(

X1i − X̄1

)2
n
∑

i=1

(

X2i − X̄2

)2

.

rX1X2
∈ [−1, 1] � ìåðà ëèíåéíîé ñâÿçè.

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-6. Àíàëèç çàâèñèìîñòåé.
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Êîððåëÿöèÿ Ïèðñîíà

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-6. Àíàëèç çàâèñèìîñòåé.



Íåïðåðûâíûå ïðèçíàêè Êàòåãîðèàëüíûå ïðèçíàêè

Êðèòåðèé Ñòüþäåíòà

âûáîðêè: Xn
1 = (X11, . . . , X1n) ,

Xn
2 = (X21, . . . , X2n) , âûáîðêè ñâÿçíûå,

(X1i, X2i) ∼ N (µ,Σ) ;
íóëåâàÿ ãèïîòåçà: H0 : rX1X2

= 0;
àëüòåðíàòèâà: H1 : rX1X2

< 6=> 0;

ñòàòèñòèêà: T (Xn
1 , X

n
2 ) =

rX1X2

√
n−2

√

1−r2
X1X2

;

T (Xn
1 , X

n
2 ) ∼ St(n− 2) ïðè H0;
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äîñòèãàåìûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè:

p (t) =











1− tcdf(t, n− 2), H1 : rX1X2
> 0,

tcdf(t, n− 2), H1 : rX1X2
< 0,

2 (1− tcdf(|t|, n− 2)) , H1 : rX1X2
6= 0.

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-6. Àíàëèç çàâèñèìîñòåé.



Íåïðåðûâíûå ïðèçíàêè Êàòåãîðèàëüíûå ïðèçíàêè

Êðèòåðèé Ñòüþäåíòà

Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ êîý��èöèåíòà êîððåëÿöèè Ïèðñîíà:

[

rX1X2
+

tn−2,α/2

(

1− r2X1X2

)

√
n

, rX1X2
− tn−2,α/2

(

1− r2X1X2

)

√
n

]

.

C èñïîëüçîâàíèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôèøåðà:

[

tanh

(

arctanh rX1X2
+

zα/2√
n− 3

)

, tanh

(

arctanh rX1X2
− zα/2√

n− 3

)]

.

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-6. Àíàëèç çàâèñèìîñòåé.



Íåïðåðûâíûå ïðèçíàêè Êàòåãîðèàëüíûå ïðèçíàêè

Êðèòåðèé Ñòüþäåíòà

Ïðèìåð: äëÿ äâóõ ìàðîê çóáíîé ïàñòû, îäíà èç êîòîðûõ ðåêëàìèðóåòñÿ ïî

òåëåâèçîðó, à äðóãàÿ íåò, ó÷àñòíèêè îïðîñà (30 ÷åëîâåê) âûñòàâëÿþò

îöåíêè â áàëëàõ îò 1 äî 20 â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîèìè ïðåäïî÷òåíèÿìè.

Êîý��èöèåíò êîððåëÿöèè Ïèðñîíà ìåæäó îöåíêàìè äâóõ ìàðîê

ñîñòàâëÿåò 0.32, çíà÷èìî ëè ýòà âåëè÷èíà îòëè÷àåòñÿ îò íóëÿ?

H0 : rX1X2
= 0.

H1 : rX1X2
6= 0 ⇒ p = 0.0847.

Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë: [−0.0157, 0.6557] .
C èñïîëüçîâàíèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôèøåðà: [−0.0455, 0.6100] .

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-6. Àíàëèç çàâèñèìîñòåé.
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Ïåðåñòàíîâî÷íûé êðèòåðèé

âûáîðêè: Xn
1 = (X11, . . . , X1n) ,

Xn
2 = (X21, . . . , X2n) , âûáîðêè ñâÿçíûå;

íóëåâàÿ ãèïîòåçà: H0 : rX1X2
= 0;

àëüòåðíàòèâà: H1 : rX1X2
< 6=> 0;

ñòàòèñòèêà: T (Xn
1 , X

n
2 ) = rX1X2

.

Íóëåâîå ðàñïðåäåëåíèå T (Xn
1 , X

n
2 ) ïîðîæäàåòñÿ ãðóïïîé ïåðåñòàíîâîê

G = {g : gXn
2 = (X2π1

, . . . , X2πn )} ,

ãäå π1, . . . , πn � ïåðåñòàíîâêà èíäåêñîâ 1, . . . , n;

|G| = n!

Äîñòèãàåìûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè:

p (t) =











∑

g∈G
[T(Xn

1 ,gXn
2 )≤≥T(Xn

1 ,Xn
2 )]

n!
, H1 : rX1X2

<> 0,
∑

g∈G
[|T(Xn

1 ,gXn
2 )|≥|T(Xn

1 ,Xn
2 )|]

n!
, H1 : rX1X2

6= 0.

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-6. Àíàëèç çàâèñèìîñòåé.



Íåïðåðûâíûå ïðèçíàêè Êàòåãîðèàëüíûå ïðèçíàêè

Ïåðåñòàíîâî÷íûé êðèòåðèé

Ïåðåñòàíîâî÷íûé 100(1 − α)-% äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ

êîý��èöèåíòà êîððåëÿöèè îáðàçîâàí âûáîðî÷íûìè êâàíòèëÿìè ïîðÿäêà

α/2 è 1− α/2 ïåðåñòàíîâî÷íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ T (Xn
1 , gX

n
2 ) .

Ïðèìåð: â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå

H0 : rX1X2
= 0.

H1 : rX1X2
6= 0 ⇒ p = 0.0564.

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-6. Àíàëèç çàâèñèìîñòåé.
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Íåäîñòàòêè

Íåäîñòàòêè âûáîðî÷íîãî êîý��èöèåíòà Ïèðñîíà:

äëÿ ðàñïðåäåëåíèé, îòëè÷íûõ îò íîðìàëüíîãî, ïåðåñòà¼ò áûòü

ý��åêòèâíîé îöåíêîé ïîïóëÿöèîííîãî êîý��èöèåíòà êîððåëÿöèè;

ñëóæèò ìåðîé òîëüêî ëèíåéíîé âçàèìîñâÿçè;

íåóñòîé÷èâ ê âûáðîñàì.

Êîððåëÿöèÿ ìåæäó ëîãàðè�ìàìè ý��åêòèâíîé òåìïåðàòóðû íà

ïîâåðõíîñòè çâåçäû (X) è èíòåíñèâíîñòè å¼ ñâåòà (Y ) ïîëó÷àåòñÿ
îòðèöàòåëüíîé (rXY = −0.21) èç-çà íàëè÷èÿ â âûáîðêå êðàñíûõ ãèãàíòîâ.

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-6. Àíàëèç çàâèñèìîñòåé.
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Êîððåëÿöèÿ Ñïèðìåíà

Êîý��èöèåíò êîððåëÿöèè Ñïèðìåíà � êîý��èöèåíò êîððåëÿöèè Ïèðñîíà

ðàíãîâ íàáëþäåíèé â âûáîðêàõ Xn
1 , X

n
2 :

ρX1X2
=

n
∑

i=1

(

r (X1i)− n+1
2

) (

r (X2i)− n+1
2

)

1
12

(n3 − n)
=

= 1− 6

n3 − n

n
∑

i=1

(r (X1i)− r (X2i))
2 ,

ãäå r (X1i) , r (X2i) � ðàíãè i-õ íàáëþäåíèé â ñîîòâåòñòâóþùèõ âûáîðêàõ.

ρX1X2
∈ [−1, 1] � ìåðà ìîíîòîííîé ñâÿçè.

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-6. Àíàëèç çàâèñèìîñòåé.
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Êîððåëÿöèÿ Ñïèðìåíà

Êîððåëÿöèÿ Ñïèðìåíà � âòîðîå ÷èñëî â ñêîáêàõ.

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-6. Àíàëèç çàâèñèìîñòåé.
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Êîððåëÿöèÿ Ñïèðìåíà

Êîððåëÿöèÿ Ñïèðìåíà � âòîðîå ÷èñëî â ñêîáêàõ.

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-6. Àíàëèç çàâèñèìîñòåé.



Íåïðåðûâíûå ïðèçíàêè Êàòåãîðèàëüíûå ïðèçíàêè

Êðèòåðèé Ñòüþäåíòà

âûáîðêè: Xn
1 = (X11, . . . , X1n) ,

Xn
2 = (X21, . . . , X2n) , âûáîðêè ñâÿçíûå;

íóëåâàÿ ãèïîòåçà: H0 : ρX1X2
= 0;

àëüòåðíàòèâà: H1 : ρX1X2
< 6=> 0;

ñòàòèñòèêà: T (Xn
1 , X

n
2 ) =

ρX1X2

√
n−2

√

1−ρ2
X1X2

;

T (Xn
1 , X

n
2 ) ∼ St(n− 2) ïðè H0;
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äîñòèãàåìûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè:

p (t) =











1− tcdf(t, n− 2), H1 : ρX1X2
> 0,

tcdf(t, n− 2), H1 : ρX1X2
< 0,

2 (1− tcdf(|t|, n− 2)) , H1 : ρX1X2
6= 0.

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-6. Àíàëèç çàâèñèìîñòåé.



Íåïðåðûâíûå ïðèçíàêè Êàòåãîðèàëüíûå ïðèçíàêè

Êðèòåðèé Ñòüþäåíòà

Ïðèìåð: âûáîðêà èç 11 ïîòðåáèòåëåé âåãåòàðèàíòñêèõ ñîñèñîê îöåíèâàåò

êà÷åñòâî äâóõ áðåíäîâ. Åñëè öåëåâàÿ àóäèòîðèÿ äâóõ áðåíäîâ ñîâïàäàåò,

òî èõ ðåêëàìó ìîæíî äàâàòü ñîâìåñòíî. Êîððåëÿöèÿ Ñïèðìåíà îöåíîê

ïîòðåáèòåëåé ðàâíà −0.854

H0 : ρX1X2
= 0.

H1 : ρX1X2
6= 0 ⇒ p = 0.0024.

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-6. Àíàëèç çàâèñèìîñòåé.
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Êîððåëÿöèÿ Êåíäàëëà

Êîý��èöèåíò êîððåëÿöèè Êåíäàëëà � ìåðà âçàèìíîé íåóïîðÿäî÷åííîñòè

Xn
1 è Xn

2 :

τX1X2
= 1− 4

n (n− 1)

n−1
∑

i=1

n
∑

j=1

[[X1i < X1j ] 6= [X2i < X2j ]] =
C −D

C +D
,

ãäå C � ÷èñëî ñîãëàñîâàííûõ ïàð, D � ÷èñëî íåñîãëàñîâàííûõ ïàð.

τX1X2
∈ [−1, 1] � ìåðà ìîíîòîííîé ñâÿçè.

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-6. Àíàëèç çàâèñèìîñòåé.
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Êîððåëÿöèÿ Êåíäàëëà

Êîððåëÿöèÿ Êåíäàëëà � ïåðâîå ÷èñëî â ñêîáêàõ.

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-6. Àíàëèç çàâèñèìîñòåé.
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Êîððåëÿöèÿ Êåíäàëëà

Êîððåëÿöèÿ Êåíäàëëà � ïåðâîå ÷èñëî â ñêîáêàõ.

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-6. Àíàëèç çàâèñèìîñòåé.



Íåïðåðûâíûå ïðèçíàêè Êàòåãîðèàëüíûå ïðèçíàêè

Êðèòåðèé áåç íàçâàíèÿ

âûáîðêè: Xn
1 = (X11, . . . , X1n) ,

Xn
2 = (X21, . . . , X2n) , âûáîðêè ñâÿçíûå;

íóëåâàÿ ãèïîòåçà: H0 : τX1X2
= 0;

àëüòåðíàòèâà: H1 : τX1X2
< 6=> 0;

ñòàòèñòèêà: τX1X2
èìååò òàáëè÷íîå ðàñïðåäåëåíèå ïðè H0.

Ïðè ñïðàâåäëèâîñòè H0

EτX1X2
= 0, DτX1X2

=
2 (2n+ 5)

9n (n− 1)
.

Äëÿ n > 10 ñïðàâåäëèâà àïïðîêñèìàöèÿ íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì.

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-6. Àíàëèç çàâèñèìîñòåé.



Íåïðåðûâíûå ïðèçíàêè Êàòåãîðèàëüíûå ïðèçíàêè

Êðèòåðèé áåç íàçâàíèÿ

Ïðèìåð: íàëîãîâûé èíñïåêòîð õî÷åò ïðîâåðèòü íàëè÷èå âçàèìîñâÿçè

ìåæäó âåëè÷èíàìè îáùåãî äîõîäà îò èíâåñòèöèé è îáùåãî îáú¼ìà

äîïîëíèòåëüíûõ äîõîäîâ. Íà âûáîðêå èç 10 íàëîãîâûõ äåêëàðàöèé îí

ïîëó÷èë D = 5, C = 38, τX1X2
= 0.7821.

H0 : τX1X2
= 0.

H1 : τX1X2
6= 0 ⇒ p = 0.0027.

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-6. Àíàëèç çàâèñèìîñòåé.



Íåïðåðûâíûå ïðèçíàêè Êàòåãîðèàëüíûå ïðèçíàêè

Ñâÿçü ìåæäó êîý��èöèåíòàìè êîððåëÿöèè

Ïðè ñïðàâåäëèâîñòè H0 (îòñóòñòâèè ìîíîòîííîé çàâèñèìîñòè):

rρX1X2
τX1X2

=
2n+ 2√
4n2 + 10n

.
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Êåíäàëëà vs. Ñïèðìåíà: http://youtu.be/D56dvoVrBBE

Êîððåëÿöèÿ Êåíäàëëà:

ìåíåå ÷óâñòâèòåëüíà ê áîëüøèì ðàçëè÷èÿì ìåæäó ðàíãàìè

íàáëþäåíèé;

òî÷íåå îöåíèâàåòñÿ ïî âûáîðêå íåáîëüøèõ îáú¼ìîâ;

îáû÷íî ìåíüøå ïî ìîäóëþ, ÷åì êîððåëÿöèÿ Ñïèðìåíà.

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-6. Àíàëèç çàâèñèìîñòåé.

http://youtu.be/D56dvoVrBBE


Íåïðåðûâíûå ïðèçíàêè Êàòåãîðèàëüíûå ïðèçíàêè

Ñâÿçü ìåæäó êîý��èöèåíòàìè êîððåëÿöèè

Åñëè (X1i, X2i) ∼ N (µ,Σ) , òî

lim
n→∞

EτX1X2
= lim

n→∞
EρX1X2

=
2

π
arcsin rX1X2

.

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-6. Àíàëèç çàâèñèìîñòåé.



Íåïðåðûâíûå ïðèçíàêè Êàòåãîðèàëüíûå ïðèçíàêè

×àñòíàÿ êîððåëÿöèÿ

Åñëè ìû ïîäîçðåâàåì, ÷òî íàáëþäàåìàÿ ëèíåéíàÿ âçàèìîñâÿçü ìåæäó

ïðèçíàêàìè X1 è X2 âûçâàíà âëèÿíèåì òðåòüåãî ïðèçíàêà X3, ìîæíî

ïîïûòàòüñÿ åãî ñíÿòü.

×àñòíàÿ êîððåëÿöèÿ:

rX1X2|X3
=

rX1X2
− rX1X3

rX2X3
√

(

1− r2X1X3

) (

1− r2X2X3

)

.

Åñëè íóæíî ñíÿòü âëèÿíèå íåñêîëüêèõ ïðèçíàêîâ, ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ

ðåêóððåíòíîé �îðìóëîé:

rX1X2|X3X4
=

rX1X2|X4
− rX1X3|X4

rX2X3|X4
√

(

1− r2X1X3|X4

)(

1− r2X2X3|X4

)

.

Äðóãîé âàðèàíò: åñëè M � ìíîæåñòâî ïðèçíàêîâ, Ω � îáðàòèìàÿ ìàòðèöà

èõ âûáîðî÷íûõ êîððåëÿöèé, R = Ω−1, òî

rXiXj |M\{Xi,Xj} = − rij√
riirjj

.

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-6. Àíàëèç çàâèñèìîñòåé.



Íåïðåðûâíûå ïðèçíàêè Êàòåãîðèàëüíûå ïðèçíàêè

Êðèòåðèé Ñòüþäåíòà

âûáîðêè: Xn
1 = (X11, . . . , X1n) , X

n
2 = (X21, . . . , X2n) ,

Xn
3 = (X31, . . . , X3n) , X3i ∈ R

M ,
(X1i, X2i, X3i) ∼ N (µ,Σ) ;

íóëåâàÿ ãèïîòåçà: H0 : rX1X2|X3
= 0;

àëüòåðíàòèâà: H1 : rX1X2|X3
< 6=> 0;

ñòàòèñòèêà: T (Xn
1 , X

n
2 , X

n
3 ) =

rX1X2|X3

√
n−M−2

√

1−r2
X1X2|X3

;

T (Xn
1 , X

n
2 , X

n
3 ) ∼ St(n−M − 2) ïðè H0;
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)

äîñòèãàåìûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè:

p (t) =











1− tcdf(t, n−M − 2), H1 : rX2X2|X3
> 0,

tcdf(t, n−M − 2), H1 : rX2X2|X3
< 0,

2 (1− tcdf(|t|, n−M − 2)) , H1 : rX2X2|X3
6= 0.

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-6. Àíàëèç çàâèñèìîñòåé.



Íåïðåðûâíûå ïðèçíàêè Êàòåãîðèàëüíûå ïðèçíàêè

Ìíîæåñòâåííàÿ êîððåëÿöèÿ

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îöåíèòü ñèëó ëèíåéíîé âçàèìîñâÿçè îäíîé ïåðåìåííîé

(X1) ñ íåñêîëüêèìè äðóãèìè (X2, X3), èñïîëüçóåòñÿ ìíîæåñòâåííàÿ

êîððåëÿöèÿ:

rX1,X2,X3
=

r2X1X2
+ r2X1X3

− 2rX1X2
rX1X3

rX2X3

1− r2X2X3

.

Äëÿ áîëüøåãî ÷èñëà ïðèçíàêîâ: ïóñòü M � ìíîæåñòâî äîïîëíèòåëüíûõ

ïðèçíàêîâ, Ω � îáðàòèìàÿ ìàòðèöà èõ âûáîðî÷íûõ êîððåëÿöèé, R = Ω−1,
c � âåêòîð êîððåëÿöèé îñíîâíîãî ïðèçíàêà X ñ äîïîëíèòåëüíûìè; òîãäà

r2X,M = cTRc.

Íàõîäèòñÿ òàêàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ïðèçíàêîâ èç M , ÷òî êîððåëÿöèÿ

X ñ íåé ìàêñèìàëüíà.

rX,M ∈ [0, 1].

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-6. Àíàëèç çàâèñèìîñòåé.



Íåïðåðûâíûå ïðèçíàêè Êàòåãîðèàëüíûå ïðèçíàêè

Êðèòåðèé Ôèøåðà

âûáîðêè: Xn
1 = (X11, . . . , X1n) ,

Xn
2 = (X21, . . . , X2n) , X2i ∈ R

M ,
(X1i, X2i) ∼ N (µ,Σ) ;

íóëåâàÿ ãèïîòåçà: H0 : rX1,X2
= 0;

àëüòåðíàòèâà: H1 : rX1,X2
> 0;

ñòàòèñòèêà: F (Xn
1 , X

n
2 ) =

r2X1,X2

1−r2
X1,X2

n−M−1
M−2

;

F (Xn
1 , X

n
2 ) ∼ F (M − 2, n−M − 1) ïðè H0;
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)

äîñòèãàåìûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè:

p (f) = 1− fcdf(f,M − 2, n−M − 1).

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-6. Àíàëèç çàâèñèìîñòåé.



Íåïðåðûâíûå ïðèçíàêè Êàòåãîðèàëüíûå ïðèçíàêè

Òåìïåðàòóðà âîçäóõà è ãåîãðà�è÷åñêîå ïîëîæåíèå

Ïî 56 ãîðîäàì ÑØÀ èçâåñòíû ñðåäíÿÿ ìèíèìàëüíàÿ òåìïåðàòóðà ÿíâàðÿ

è ãåîãðà�è÷åñêèå êîîðäèíàòû (øèðîòà, äîëãîòà). Òðåáóåòñÿ èññëåäîâàòü

õàðàêòåð çàâèñèìîñòè ìåæäó ïåðåìåííûìè.

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-6. Àíàëèç çàâèñèìîñòåé.



Íåïðåðûâíûå ïðèçíàêè Êàòåãîðèàëüíûå ïðèçíàêè

Òåìïåðàòóðà âîçäóõà è ãåîãðà�è÷åñêîå ïîëîæåíèå

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-6. Àíàëèç çàâèñèìîñòåé.



Íåïðåðûâíûå ïðèçíàêè Êàòåãîðèàëüíûå ïðèçíàêè

Òåìïåðàòóðà âîçäóõà è ãåîãðà�è÷åñêîå ïîëîæåíèå

T � òåìïåðàòóðà, λ � äîëãîòà, φ � øèðîòà;

r � êîððåëÿöèÿ Ïèðñîíà, ρ � Ñïèðìåíà, τ � Êåíäàëëà.

Êîý��èöèåíòû êîððåëÿöèè:

r T φ λ
T − −0.848 0.024
φ −0.848 − 0.145
λ 0.024 0.145 −

τ T φ λ
T − −0.683 0.030
φ −0.683 − −0.011
λ 0.030 −0.011 −

ρ T φ λ
T − −0.815 0.030
φ −0.815 − 0.023
λ 0.030 0.023 −

Äîñòèãàåìûå óðîâíè çíà÷èìîñòè:

r T φ λ
T − 0.000 0.861
φ 0.000 − 0.287
λ 0.861 0.287 −

τ T φ λ
T − 0.000 0.756
φ 0.000 − 0.910
λ 0.756 0.910 −

ρ T φ λ
T − 0.000 0.829
φ 0.000 − 0.865
λ 0.829 0.865 −

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-6. Àíàëèç çàâèñèìîñòåé.



Íåïðåðûâíûå ïðèçíàêè Êàòåãîðèàëüíûå ïðèçíàêè

Òåìïåðàòóðà âîçäóõà è ãåîãðà�è÷åñêîå ïîëîæåíèå

T � òåìïåðàòóðà, λ � äîëãîòà, φ � øèðîòà;

r � ÷àñòíàÿ êîððåëÿöèÿ Ïèðñîíà, ρ � Ñïèðìåíà.

Êîý��èöèåíòû ÷àñòíîé êîððåëÿöèè:

r T φ λ

T − −0.861 0.280

φ −0.861 − 0.312

λ 0.280 0.312 −

ρ T φ λ

T − −0.817 0.084
φ −0.817 − 0.082
λ 0.084 0.082 −

Äîñòèãàåìûå óðîâíè çíà÷èìîñòè:

r T φ λ

T − 0.000 0.039

φ 0.000 − 0.021

λ 0.039 0.021 −

ρ T φ λ

T − 0.000 0.543
φ 0.000 − 0.552
λ 0.543 0.552 −

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-6. Àíàëèç çàâèñèìîñòåé.



Íåïðåðûâíûå ïðèçíàêè Êàòåãîðèàëüíûå ïðèçíàêè

Òåìïåðàòóðà âîçäóõà è ãåîãðà�è÷åñêîå ïîëîæåíèå

T � òåìïåðàòóðà, λ � äîëãîòà, φ � øèðîòà;

R � ìíîæåñòâåííàÿ êîððåëÿöèÿ.

Êîý��èöèåíòû ìíîæåñòâåííîé êîððåëÿöèè:

T φ λ

R 0.659 0.667 0.312
p 6.0347 × 10−8 3.6481 × 10−8 0.0216

with 0.235 · λ− 0.638 · φ 0.397 · λ− 0.678 · T 1.542 · T + 2.450 · φ

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-6. Àíàëèç çàâèñèìîñòåé.



Íåïðåðûâíûå ïðèçíàêè Êàòåãîðèàëüíûå ïðèçíàêè

Âåñ è ëèíåéíûå ðàçìåðû ðûá

Â 1917 ãîäó â �èíñêîì îçåðå L�angelm�avesi èññëåäîâàòåëè ïîéìàëè è

èçìåðèëè 81 ðûáó òð¼õ ñõîæèõ âèäîâ. Èçâåñòíû: âåñ, äëèíà îò íîñà äî

íà÷àëà õâîñòà, äëèíà îò íîñà äî ðàçâèëêè õâîñòà, äëèíà îò íîñà äî

êîí÷èêà õâîñòà, íàèáîëüøàÿ âûñîòà, íàèáîëüøàÿ òîëùèíà. Èññëåäîâàòü

âçàèìîñâÿçè ìåæäó ïåðåìåííûìè.

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-6. Àíàëèç çàâèñèìîñòåé.



Íåïðåðûâíûå ïðèçíàêè Êàòåãîðèàëüíûå ïðèçíàêè

Âåñ è ëèíåéíûå ðàçìåðû ðûá

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-6. Àíàëèç çàâèñèìîñòåé.



Íåïðåðûâíûå ïðèçíàêè Êàòåãîðèàëüíûå ïðèçíàêè

Âåñ è ëèíåéíûå ðàçìåðû ðûá

Ïîïàðíûå êîððåëÿöèè Ïèðñîíà:

r Weight Length1 Length2 Length3 Width Thi
kness

Weight - 0.958 0.958 0.955 0.953 0.958
Length1 0.958 - 0.999 0.997 0.975 0.972
Length2 0.958 0.999 - 0.997 0.975 0.972
Length3 0.955 0.997 0.997 - 0.982 0.971
Width 0.953 0.975 0.975 0.982 - 0.973

Thi
kness 0.958 0.972 0.972 0.971 0.973 -

Íàèáîëüøèé äîñòèãàåìûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè: p = 2.8772 × 10−43.

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-6. Àíàëèç çàâèñèìîñòåé.



Íåïðåðûâíûå ïðèçíàêè Êàòåãîðèàëüíûå ïðèçíàêè

Âåñ è ëèíåéíûå ðàçìåðû ðûá

Ïîïàðíûå êîððåëÿöèè Êåíäàëëà:

τ Weight Length1 Length2 Length3 Width Thi
kness

Weight - 0.913 0.916 0.918 0.881 0.883
Length1 0.913 - 0.983 0.961 0.847 0.856
Length2 0.916 0.983 - 0.952 0.844 0.863
Length3 0.918 0.961 0.952 - 0.872 0.854
Width 0.881 0.847 0.844 0.872 - 0.822

Thi
kness 0.883 0.856 0.863 0.854 0.822 -

Íàèáîëüøèé äîñòèãàåìûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè: p = 1.3078 × 10−26.

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-6. Àíàëèç çàâèñèìîñòåé.



Íåïðåðûâíûå ïðèçíàêè Êàòåãîðèàëüíûå ïðèçíàêè

Âåñ è ëèíåéíûå ðàçìåðû ðûá

Ïîïàðíûå êîððåëÿöèè Ñïèðìåíà:

ρ Weight Length1 Length2 Length3 Width Thi
kness

Weight - 0.987 0.986 0.988 0.974 0.972
Length1 0.987 - 0.998 0.996 0.963 0.964
Length2 0.986 0.998 - 0.993 0.959 0.966
Length3 0.988 0.996 0.993 - 0.972 0.964
Width 0.974 0.963 0.959 0.972 - 0.944

Thi
kness 0.972 0.964 0.966 0.964 0.944 -

Íàèáîëüøèé äîñòèãàåìûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè: p = 8.4691 × 10−40.

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-6. Àíàëèç çàâèñèìîñòåé.



Íåïðåðûâíûå ïðèçíàêè Êàòåãîðèàëüíûå ïðèçíàêè

Âåñ è ëèíåéíûå ðàçìåðû ðûá

×àñòíûå êîððåëÿöèè Ïèðñîíà:

r Weight Length1 Length2 Length3 Width Thi
kness

Weight - 0.046 0.088 −0.205 0.240 0.237

Length1 0.046 - 0.888 0.281 −0.148 0.032
Length2 0.088 0.888 - 0.174 −0.096 0.131
Length3 −0.205 0.281 0.174 - 0.656 −0.253

Width 0.240 −0.148 −0.096 0.656 - 0.469

Thi
kness 0.237 0.032 0.131 −0.253 0.469 -

Äîñòèãàåìûå óðîâíè çíà÷èìîñòè:

p Weight Length1 Length2 Length3 Width Thi
kness

Weight - 0.697 0.447 0.073 0.035 0.038

Length1 0.693 - 0.000 0.013 0.198 0.784
Length2 0.447 0.000 - 0.129 0.407 0.255
Length3 0.073 0.013 0.129 - 0.000 0.027

Width 0.035 0.198 0.407 0.000 - 0.000

Thi
kness 0.038 0.784 0.255 0.027 0.000 -

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-6. Àíàëèç çàâèñèìîñòåé.



Íåïðåðûâíûå ïðèçíàêè Êàòåãîðèàëüíûå ïðèçíàêè

Âåñ è ëèíåéíûå ðàçìåðû ðûá

×àñòíûå êîððåëÿöèè Ñïèðìåíà:

ρ Weight Length1 Length2 Length3 Width Thi
kness

Weight - 0.063 0.104 0.096 0.429 0.394

Length1 0.063 - 0.852 0.518 −0.051 −0.131
Length2 0.104 0.852 - −0.094 −0.143 0.189
Length3 0.096 0.518 −0.094 - 0.405 0.033
Width 0.429 −0.051 −0.143 0.405 - −0.017

Thi
kness 0.394 −0.131 0.189 0.033 −0.017 -

Äîñòèãàåìûå óðîâíè çíà÷èìîñòè:

p Weight Length1 Length2 Length3 Width Thi
kness

Weight - 0.589 0.367 0.408 0.000 0.000

Length1 0.589 - 0.000 0.000 0.660 0.256
Length2 0.367 0.000 - 0.416 0.214 0.100
Length3 0.408 0.000 0.416 - 0.000 0.777
Width 0.000 0.660 0.214 0.000 - 0.887

Thi
kness 0.000 0.256 0.100 0.777 0.887 -

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-6. Àíàëèç çàâèñèìîñòåé.



Íåïðåðûâíûå ïðèçíàêè Êàòåãîðèàëüíûå ïðèçíàêè

Âåñ è ëèíåéíûå ðàçìåðû ðûá

Ìíîæåñòâåííàÿ êîððåëÿöèÿ âñåõ ïðèçíàêîâ ñ âåñîì: R = 0.921 (p ≈ 0).
Ìàêñèìèçèðóþùàÿ êîððåëÿöèþ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ: 292.25 · Length1−
151.16 · Length2− 151 · Length3 + 148.89 ·Width+ 83.43 · Thickness.

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-6. Àíàëèç çàâèñèìîñòåé.



Íåïðåðûâíûå ïðèçíàêè Êàòåãîðèàëüíûå ïðèçíàêè

Òàáëèöà ñîïðÿæ¼ííîñòè K1 ×K2

Èìåþòñÿ ñâÿçíûå âûáîðêè Xn
1 = (X11, . . . , X1n) è Xn

2 = (X21, . . . , X2n),
X1k ∈ {1, . . . , K1}, X2k ∈ {1, . . . ,K2} , k = 1, . . . , n.

Òàáëèöà ñîïðÿæ¼ííîñòè:

P
P
P
P
P
P
P

X1

X2
1 . . . j . . . K2

∑

1
.

.

.

i nij ni+

.

.

.

K1
∑

n+j n

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-6. Àíàëèç çàâèñèìîñòåé.



Íåïðåðûâíûå ïðèçíàêè Êàòåãîðèàëüíûå ïðèçíàêè

Äâà ñëó÷àéíûõ ïðèçíàêà

Ïóñòü πij � âåðîÿòíîñòü ðåàëèçàöèè ïàðû (X1k, X2k) â ÿ÷åéêå (i, j) .
{πij} � ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå (X1k, X2k) ;
{πi+} , {π+j} � ìàðãèíàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ.

X1 è X2 íåçàâèñèìû, åñëè

πij = πi+π+j ∀i = 1, . . . ,K1, j = 1, . . . ,K2.

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-6. Àíàëèç çàâèñèìîñòåé.



Íåïðåðûâíûå ïðèçíàêè Êàòåãîðèàëüíûå ïðèçíàêè

Îäèí ñëó÷àéíûé ïðèçíàê

Ïóñòü X1k � íå ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, à �èêñèðîâàííûé ïðèçíàê. Òîãäà

{πij} íå èìååò ñìûñëà, âìåñòî íåãî ðàññìàòðèâàþòñÿ

{

π1|i, . . . , πK1|i
}

�

óñëîâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ X2 ïðè X1 = i.

X1 è X2 íåçàâèñèìû, åñëè

πj|1 = · · · = πj|K1
∀j = 1, . . . ,K2.

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-6. Àíàëèç çàâèñèìîñòåé.



Íåïðåðûâíûå ïðèçíàêè Êàòåãîðèàëüíûå ïðèçíàêè

Ïîðîæäàþùèå ìîäåëè

1

Åñëè âñå ÿ÷åéêè òàáëèöû ñëó÷àéíû, òî ðàñïðåäåëåíèå nij ìîæåò

áûòü, íàïðèìåð, ïóàññîíîâñêèì ñî ñðåäíèìè µij ; ñîâìåñòíàÿ �óíêöèÿ

âåðîÿòíîñòè òàáëèöû:

∏

i

∏

j

e−µijµ
nij

ij

nij !
.

2

Åñëè ñóììàðíûé îáú¼ì âûáîðêè n �èêñèðîâàí, äàííûå îïèñûâàþòñÿ

ìóëüòèíîìèàëüíîé ìîäåëüþ:

n!

n11! · . . . · nK1K2
!

∏

i

∏

j

π
nij

ij .

3

Åñëè X1 íå ñëó÷àéíà, òî �èêñèðîâàíû ñóììû ïî ñòðîêàì ni+, è

êàæäàÿ ñòðîêà i ïîðîæäàåòñÿ îòäåëüíîé ìóëüòèíîìèàëüíîé ìîäåëüþ:

ni+!
∏

j nij !

∏

j

π
nij

i|j .

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-6. Àíàëèç çàâèñèìîñòåé.



Íåïðåðûâíûå ïðèçíàêè Êàòåãîðèàëüíûå ïðèçíàêè

Ïîðîæäàþùèå ìîäåëè

Èññëåäîâàíèå: êàê èñõîä àâòîìîáèëüíîé àâàðèè íà çàäàííîé ìàãèñòðàëè

X1 (ñìåðòåëüíûé, íåñìåðòåëüíûé) çàâèñèò îò èñïîëüçîâàíèÿ ðåìíÿ

áåçîïàñíîñòè X2 (áûë èñïîëüçîâàí, íå áûë èñïîëüçîâàí)?

❳
❳
❳
❳
❳
❳
❳
❳❳

Èñõîä

�åìåíü

èñïîëüçîâàí íå èñïîëüçîâàí

ñìåðòåëüíûé

íåñìåðòåëüíûé

1

Èññëåäîâàòåëè ñîáèðàþòñÿ ó÷åñòü âñå àâòîìîáèëüíûå àâàðèè,

êîòîðûå ïðîèçîéäóò íà ìàãèñòðàëè â òå÷åíèå ãîäà.

2

Èññëåäîâàòåëè çàïðîñÿò 200 ñëó÷àéíûõ ïîëèöåéñêèõ ðàïîðòîâ

îá àâàðèÿõ çà ïîñëåäíèå ãîäû.

3

Èññëåäîâàòåëè çàïðîñÿò 200 ñëó÷àéíûõ ïîëèöåéñêèõ ðàïîðòîâ

îá àâàðèÿõ çà ïîñëåäíèå ãîäû: 100 îá àâàðèÿõ ñî ñìåðòåëüíûì

èñõîäîì è 100 îá àâàðèÿõ áåç ñìåðòåëüíîãî èñõîäà.

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-6. Àíàëèç çàâèñèìîñòåé.
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Òàáëèöà ñîïðÿæ¼ííîñòè 2× 2

Ïóñòü X1k è X2k ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 0 è 1.

P
P
P
P
P
P
P

X1

X2
0 1

∑

0 a b a+ b

1 c d c+ d
∑

a+ c b+ d n

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-6. Àíàëèç çàâèñèìîñòåé.



Íåïðåðûâíûå ïðèçíàêè Êàòåãîðèàëüíûå ïðèçíàêè

Êðèòåðèé õè-êâàäðàò

âûáîðêè: Xn
1 = (X11, . . . ,X1n) , X1k ∈ {1, . . . ,K1},

Xn
2 = (X21, . . . ,X2n) , X2k ∈ {1, . . . ,K2},

âûáîðêè ñâÿçíûå;

íóëåâàÿ ãèïîòåçà: H0 : X1 è X2 íåçàâèñèìû;

àëüòåðíàòèâà: H1 : H0 íåâåðíà;

ñòàòèñòèêà: χ2
(

Xn
1 , Xn

2

)

=
K1
∑

i=1

K2
∑

j=1

(

nij−
ni+n+j

n

)

2

ni+n+j
n

= n

(

K1
∑

i=1

K2
∑

j=1

n2
ij

ni+n+j
− 1

)

;

χ2
(

Xn
1 , Xn

2

)

∼ χ2
(K1−1)(K2−1)

ïðè H0;

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

0.16

χ2

p(
χ2 )

äîñòèãàåìûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè:

p
(

χ2
)

= 1− chi2cdf(χ2, (K1 − 1) (K2 − 1)).

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-6. Àíàëèç çàâèñèìîñòåé.



Íåïðåðûâíûå ïðèçíàêè Êàòåãîðèàëüíûå ïðèçíàêè

Êðèòåðèé õè-êâàäðàò

Óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè êðèòåðèÿ:

n ≥ 40;
ni+n+j

n
< 5 íå áîëåå, ÷åì â 20% ÿ÷ååê.

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-6. Àíàëèç çàâèñèìîñòåé.



Íåïðåðûâíûå ïðèçíàêè Êàòåãîðèàëüíûå ïðèçíàêè

Êðèòåðèé õè-êâàäðàò

Ïðèìåð: èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå ïðåïàðàòà íà íåêîòîðîå çàáîëåâàíèå. ×àñòü

èñïûòóåìûõ ïðèíèìàåò ïðåïàðàò, ÷àñòü � ïëàöåáî; ïî îêîí÷àíèè êóðñà

îïðåäåëÿåòñÿ, ïðîèçîøëî ëè âûçäîðîâëåíèå.

Âûçäîðîâåëè Íåò

Ïðåïàðàò 850 870

Ïëàöåáî 380 410

H0 : ïðåïàðàò íåîòëè÷èì îò ïëàöåáî.

H1 : ý��åêò ïðåïàðàòà îòëè÷àåòñÿ îò ý��åêòà ïëàöåáî ⇒ p = 0.5398.

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-6. Àíàëèç çàâèñèìîñòåé.



Íåïðåðûâíûå ïðèçíàêè Êàòåãîðèàëüíûå ïðèçíàêè

Òî÷íûé êðèòåðèé Ôèøåðà

âûáîðêè: Xn
1 = (X11, . . . , X1n) , X1k ∈ {0, 1},

Xn
2 = (X21, . . . , X2n) , X2k ∈ {0, 1},

âûáîðêè ñâÿçíûå;

íóëåâàÿ ãèïîòåçà: H0 : X1 è X2 íåçàâèñèìû;

àëüòåðíàòèâà: H1 : H0 íåâåðíà.

Ïóñòü â òàáëèöå ñîïðÿæ¼ííîñòè ñóììû ïî ñòðîêàì è ñòîëáöàì

�èêñèðîâàíû, òîãäà âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ íàáëþäàåìîé òàáëèöû ðàâíà

P (Xn
1 , X

n
2 ) =

(a+ b)! (c+ d)! (a+ c)! (b+ d)!

a!b!c!d!n!
.

Äîñòèãàåìûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà ïî âñåì

âîçìîæíûì âàðèàíòàì òàáëèöû ñ òàêèìè æå ñóììàìè ïî ñòðîêàì è

ñòîëáöàì, èìåþùèì âåðîÿòíîñòü íå áîëåå P (Xn
1 , X

n
2 ) .

Äëÿ îäíîñòîðîííåé àëüòåðíàòèâû (ad ≪ bc) äîñòèãàåìûé óðîâåíü

çíà÷èìîñòè ìîæíî îïðåäåëèòü ÷åðåç ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå:

p =
a

∑

i=0

Ci
a+bC

a+c−i
c+d

Ca+c
n

.

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-6. Àíàëèç çàâèñèìîñòåé.



Íåïðåðûâíûå ïðèçíàêè Êàòåãîðèàëüíûå ïðèçíàêè

Òî÷íûé êðèòåðèé Ôèøåðà

Ïðèìåð: äëÿ 24 îïðîøåííûõ èçâåñòåí ïîë è ñèäÿò ëè îíè íà äèåòå. Åñòü

ëè ñâÿçü ìåæäó ýòèìè ïðèçíàêàìè?

Ì Æ

Íà äèåòå 1 9

Íå íà äèåòå 13 3

H0 : ñâÿçè íåò.

H1 : ïðèçíàêè ñâÿçàíû ⇒ p = 0.0014.

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-6. Àíàëèç çàâèñèìîñòåé.
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Êîý��èöèåíò V Êðàìåðà

Ìåðà âçàèìîñâÿçè ìåæäó äâóìÿ êàòåãîðèàëüíûìè ïåðåìåííûìè �

êîý��èöèåíò V Êðàìåðà:

φc (X
n
1 , X

n
2 ) =

√

χ2 (Xn
1 , X

n
2 )

n (min (K1, K2)− 1)
.

φc (X
n
1 , X

n
2 ) ∈ [0, 1]; 0 ñîîòâåòñòâóåò ïîëíîìó îòñóòñòâèþ âçàèìîñâÿçè,

1 � ñîâïàäåíèþ ïåðåìåííûõ.

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-6. Àíàëèç çàâèñèìîñòåé.
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Êîððåëÿöèÿ Ìýòüþñà

Ìåðà âçàèìîñâÿçè ìåæäó äâóìÿ áèíàðíûìè ïåðåìåííûìè �

êîý��èöèåíò êîððåëÿöèè Ìýòüþñà:

MCC =
ad− bc

√

(a+ b)(a+ c)(b+ d)(c+ d)
.

MCC ∈ [−1, 1]; 0 ñîîòâåòñòâóåò ïîëíîìó îòñóòñòâèþ âçàèìîñâÿçè, 1 �

íóëÿì íà ïîáî÷íîé äèàãîíàëè, −1 � íóëÿì íà ãëàâíîé äèàãîíàëè.

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-6. Àíàëèç çàâèñèìîñòåé.



Íåïðåðûâíûå ïðèçíàêè Êàòåãîðèàëüíûå ïðèçíàêè

Ïàðàäîêñ õè-êâàäðàò (Ñèìïñîíà)

Ýêñïåðèìåíò: ïàöèåíòû ïðèíèìàþò ïðåïàðàò èëè ïëàöåáî, ïî îêîí÷àíèè

êóðñà îïðåäåëÿåòñÿ, âûçäîðîâåëè îíè èëè íåò.

Åñòü ëè ñâÿçü ìåæäó âûçäîðîâëåíèåì è ïðè¼ìîì ïðåïàðàòà?

Ìóæ÷èíû Âûçäîðîâåëè Íåò

Ïðåïàðàò 700 800
Ïëàöåáî 80 130

Æåíùèíû Âûçäîðîâåëè Íåò

Ïðåïàðàò 150 70
Ïëàöåáî 300 280

Äëÿ ìóæ÷èí: χ2 = 5.456, p = 0.0195.
Äëÿ æåíùèí: χ2 = 17.555, p = 2.7914 × 10−5.

Ì+Æ Âûçäîðîâåëè Íåò

Ïðåïàðàò 850 870
Ïëàöåáî 380 410

Ñóììàðíî: χ2 = 0.376, p = 0.5398.

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-6. Àíàëèç çàâèñèìîñòåé.



Íåïðåðûâíûå ïðèçíàêè Êàòåãîðèàëüíûå ïðèçíàêè

Ïàðàäîêñ õè-êâàäðàò (Ñèìïñîíà)

Ïðè÷èíû íåñîãëàñîâàííîñòè âûâîäîâ � áîëüøèå îòëè÷èÿ â ðàçìåðàõ

ãðóïï ïàöèåíòîâ, ïðèíèìàþùèõ ïëàöåáî è ïðåïàðàò: îñíîâíîé âêëàä

â âûâîäû âíîñÿò æåíùèíû, ïðèíèìàâøèå ïëàöåáî, è ìóæ÷èíû,

ïðèíèìàâøèå ïðåïàðàò.

×òîáû òàêîãî íå ïðîèñõîäèëî, ïëàöåáî è ïðåïàðàò äîëæíû ïîðîâíó

ðàñïðåäåëÿòüñÿ ïî âñåì àíàëèçèðóåìûì ïîäãðóïïàì.

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-6. Àíàëèç çàâèñèìîñòåé.



Íåïðåðûâíûå ïðèçíàêè Êàòåãîðèàëüíûå ïðèçíàêè

Ïàðàäîêñ õè-êâàäðàò (Ñèìïñîíà)

Bikel at el., Sex Bias in Graduate Admissions: Data from Berkeley, 1975.

Â 1973 ãîäó íà óíèâåðñèòåò Áåðêëè, Êàëè�îðíèÿ, ïîäàëè â ñóä: äîëÿ

ïîñòóïèâøèõ àáèòóðèåíòîâ ìóæñêîãî ïîëà áûëà âûøå, ÷åì äîëÿ

ïîñòóïèâøèõ æåíñêîãî ïîëà.

Íå ïîñòóïèëè Ïîñòóïèëè Äîëÿ ïîñòóïèâøèõ

Ìóæ÷èíû 4704 3738 44.3%
Æåíùèíû 2827 1494 34.6%

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-6. Àíàëèç çàâèñèìîñòåé.
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Ïàðàäîêñ õè-êâàäðàò (Ñèìïñîíà)

Êðèòåðèé õè-êâàäðàò: χ2 = 108.1, p ≈ 0.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

χ2

p(
χ2 )

Íàáëþäàåìûå Îæèäàåìûå �àçíîñòè

- + - + - +

Ìóæ÷èíû 4704 3738 4981.3 3460.7 −227.3 227.3
Æåíùèíû 2827 1494 2549.7 1771.3 227.3 −227.3

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-6. Àíàëèç çàâèñèìîñòåé.



Íåïðåðûâíûå ïðèçíàêè Êàòåãîðèàëüíûå ïðèçíàêè

Ïàðàäîêñ õè-êâàäðàò (Ñèìïñîíà)

Áóäåì èñêàòü âèíîâàòûõ: ïîñìîòðèì äåòàëèçèðîâàííóþ ñòàòèñòèêó ïî

85 �àêóëüòåòàì.

Çíà÷èìî (ïðè α = 0.05) ìåíüøå æåíùèí ïðîøëè îòáîð íà 4 �àêóëüòåòà,

ñóììàðíûé äå�èöèò ïî íèì � 26.

Íà 6 �àêóëüòåòîâ ïîñòóïèëî çíà÷èìî ìåíüøå ìóæ÷èí, ñóììàðíûé

äå�èöèò � 64.

Äàííûå ïî 6 êðóïíåéøèì �àêóëüòåòàì:

Ìóæ÷èíû Æåíùèíû

∑

+

∑

+

1 825 62% 108 82%

2 560 63% 25 68%

3 325 37% 593 34%
4 417 33% 375 35%

5 191 28% 393 24%
6 272 6% 341 7%

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-6. Àíàëèç çàâèñèìîñòåé.



Íåïðåðûâíûå ïðèçíàêè Êàòåãîðèàëüíûå ïðèçíàêè

Ïàðàäîêñ õè-êâàäðàò (Ñèìïñîíà)

Îòâåò: æåíùèíû ÷àùå ïûòàëèñü ïîñòóïèòü íà �àêóëüòåòû ñ áîëüøèì

êîíêóðñîì.

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-6. Àíàëèç çàâèñèìîñòåé.
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Ëèòåðàòóðà

íåïðåðûâíûå ïðèçíàêè � Ëàãóòèí, ãëàâà 20;

êàòåãîðèàëüíûå ïðèçíàêè � Agresti, ãëàâû 2 è 3;

çíà÷èìîñòü êîððåëÿöèè Ïèðñîíà � Kanji, �12;

çíà÷èìîñòü êîððåëÿöèè Êåíäàëëà è Ñïèðìåíà � Êîáçàðü, 5.2.2.2.1,

5.2.2.2.2;

çíà÷èìîñòü ÷àñòíîé è ìíîæåñòâåííîé êîððåëÿöèé � Êîáçàðü, 5.2.1.3.
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Ëàãóòèí Ì.Á. Íàãëÿäíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà. � Ìîñêâà: Áèíîì, 2007.

Agresti A. Categori
al Data Analysis. � Hoboken: Wiley, 2002.

Kanji G.K. 100 statisti
al tests. � London: SAGE Publi
ations, 2006.

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-6. Àíàëèç çàâèñèìîñòåé.


	Непрерывные признаки
	r Пирсона
	 Спирмена
	 Кендалла
	Частная корреляция
	Множественная корреляция
	Примеры

	Категориальные признаки
	Таблицы сопряжённости
	Проверка независимости
	Меры взаимосвязи
	Парадокс хи-квадрат


