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Аннотация

Рассматривается метрическое пространство с конечным числом точек. Вво-

дится понятие максимального ε-разбиения. Рассматриваются нижние оценки

на мощность максимального множества диаметра не более ε′ при ограничении

сверху на число расстояний, превосходящих ε. Показано, что в случае ε′ < 2ε

нельзя гарантировать линейную по мощности пространства оценку. В слу-

чае ε′ > 2ε получена неулучшаемая оценка.

Ключевые слова: метрическая конфигурация, максимальное ε-разбиение,

лемма Холла.
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1 Введение

Использование метрической информации является основой решения многих за-

дач интеллектуального анализа данных. В задачах классификации и кластеризации

метрика на множестве объектов обычно согласуется с принципом компактности:

близкие объекты скорее должны лежать в одном классе, нежели в разных (см., на-

пример, [1, 2]). Таким образом, можно полагать, что в случае хорошей метрики,

множество объектов распадется на подмножества небольшого диаметра.

В данной работе рассматривается произвольное метрическое пространство ко-

нечной мощности — метрическая конфигурация. Исследуется существование под-

множества малого (по сравнению с диаметром всего пространства) диаметра ε′ и до-

статочно большой мощности при ограничении на число расстояний превосходящих,

значение другого малого параметра ε. Иными словами, ставится вопрос, всегда ли

при известных и достаточно малых ε′ и ε можно найти достаточно большой кластер,

покрывающий значительную долю точек, например, близкую к единице. Отметим,

что поиск такого рода кластеров или метрических сгущений важен для интеллек-

туального анализа данных [3], визуализации [4] и анализа самих задач классифика-

ции [5]. Соответствующим вычислительным методам посвящено значительное число

работ (см., например, [6]). Особый интерес представляет связь ε′ и ε. Далее будет

показано, что в случае ε′ < 2ε нельзя гарантировать линейную по мощности про-

странства оценку. В случае ε′ = 2ε будет получена оценка, стремящаяся к единице

при стремящейся к нулю доле расстояний, превосходящих ε. В случае ε′ > 2ε оценка

не изменится, более того, будет показано, что она является неулучшаемой.

Однако введение дополнительных ограничений на метрику позволяет умень-

шить ε′. В последнем разделе будут рассмотрены два частных случая: метрика яв-

ляется ультраметрикой и метрика вложима некоторое евклидово пространство [7].

В случае ультраметрики получаемая неулучшаема оценка для ε′ = ε, а для евклидо-

вой метрики получена оценка для ε′ =
√

2ε.

Для получения свойств искомого кластера рассматриваются разбиения метриче-

ской конфигурации на подмножества диаметра не более ε′, среди которых жадным

образом выделяется максимальное: среди всех подмножеств диаметра не более ε′

вначале выбирается максимальное по мощности, затем из оставшихся точек снова
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набирается максимальное по мощности, и так далее. Нижняя оценка на мощность

первого подмножества в определяемом ниже максимальном ε′-разбиении и есть ис-

комая оценка.

2 Основные определения

Рассмотрим метрическое пространство (X, ρ) с конечным числом точек. Напом-

ним, что диаметром множества Y ⊂ X называется величина D(Y ) = sup
x,y∈Y

ρ(x, y),

причем, в нашем случае |X| <∞, и супремум можно заменить на максимум.

Определение 1. Набор подмножеств {X0, . . . Xs} будем называть ε-разбиением

метрической конфигурации (X, ρ), если выполнены следующие условия:

1.
s⋃
i=0

Xi = X;

2. Xi ∩Xj = ∅ при всех 0 6 i < j 6 s;

3. D(Xi) 6 ε.

Зафиксируем произвольное число ε > 0. Из всех подмножеств X выберем такие,

что их диаметр не превосходит ε:

Wε = {V ⊆ X : D(V ) 6 ε} . (1)

Так как полученное семейство подмножеств конечно (в силу конечности множе-

ства X), то существует максимальное по мощности множество X0 ∈ Wε (если таких

несколько, то выберем любое из них). Далее выберем X1 следующим образом: среди

всех V ∈ Wε таких, что V ∩ X0 = ∅, берем любое из максимальных по мощности.

Пусть уже построены множества X0, . . . Xk, тогда Xk+1 строится аналогично: среди

всех V ∈ Wε таких, что V ∩Xi = ∅ при всех i = 0, . . . k, берем любое из максимальных

по мощности. В итоге получаем разбиение X на подмножества Xi, i = 0, . . . s, которое

будем называть максимальным ε-разбиением метрической конфигурации X.

Определение 2. Набор подмножеств {X0, . . . Xs} будем называть максимальным

ε-разбиением метрической конфигурации (X, ρ), если выполнены следующие условия:

1. набор является ε-разбиением (X, ρ);
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2. при всех 0 6 i 6 s для любого Y ∈ Wε такого, что Y ∩
i−1⋃
j=0

Xj = ∅, выполне-

но |Y | 6 |Xi|.

Отметим, что максимальное разбиение может быть неединственным. Это иллю-

стрирует следующий простой пример. Пусть X = {x, y, z}, ρ(x, y) = ρ(x, z) = ε,

ρ(y, z) = 2ε. Тогда ε-разбиения {x, y}, {z} и {x, z}, {y} являются максимальными.

3 Свойства максимальных ε-разбиений

Пусть дано некоторое максимальное ε-разбиение {X0, . . . Xs}. Вначале докажем

почти очевидное утверждение.

Утверждение 1. Для всех целых неотрицательных i и любой точки x ∈
s⋃

k=i+1

Xk

существует y ∈ Xi такое, что ρ(x, y) > ε.

Доказательство. Предположим противное: пусть нашлась такая точка x ∈
s⋃

k=i+1

Xk,

что ρ(x, y) 6 ε, для любого y ∈ Xi. Так как x /∈
i⋃

k=0

Xk, то при построении множе-

ства Xi к нему можно добавить точку x, и диаметр Xi∪{x} не будет превосходить ε,

что противоречит максимальности Xi согласно построению.

Теперь докажем более сложное утверждение, использующее свойство максималь-

ности Xi и лемму Холла о паросочетаниях [8]. Напомним, что паросочетанием в гра-

фе G = (E, V ) называется подмножество ребер M ⊂ E такое, что никакие два ребра

из M не инциденты одной и той же вершине.

Лемма 1 (Холл). В двудольном графе G = (E, V ) с долями V0 и V1 существует

паросочетание, покрывающее все вершины V1, тогда и только тогда, когда для лю-

бого подмножества U ⊂ V1 мощность U не превосходит мощности множества

вершин, смежных с вершинами U .

Утверждение 2. Для всех целых неотрицательных i и любого подмножества Z ⊆
s⋃

k=i+1

Xk такого, что D(Z) 6 ε, существует инъективное отображение ϕ : Z → Xi,

удовлетворяющее условию ρ(x, ϕ(x)) > ε для любого x ∈ Z.
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Рис. 1:

Доказательство. Представим множества Xi и Z как доли двудольного графа G,

в котором вершины u ∈ Xi и v ∈ Z соединены ребром тогда и только тогда, ко-

гда ρ(u, v) > ε. Рассмотрим произвольное подмножество Y ⊆ Z, |Y | = k и соответ-

ствующее ему подмножество ImY ⊆ Z, определяемое следующим образом:

ImY = {z ∈ Xi : ∃y ∈ Y, ρ(z, y) > ε} . (2)

Иными словами, ImY — множество вершин графа, смежных с вершинами Y .

Покажем, что |Y | 6 |ImY |. Будем следовать идее доказательства утверждения 1.

Предположим противное. Тогда рассмотрим множество X ′i = (Xi \ ImY ) ∪ Y ; в силу

предположения имеем |X ′i| > |Xi|. Так как для любых y ∈ Y , x ∈ X ′i верно ρ(x, y) 6 ε,

то получаем, что D(X ′i) 6 ε. А это в свою очередь противоречит выбору Xi как

максимального по мощности.

Теперь осталось заметить, что построение инъективного отображения ϕ : Z → Xi,

удовлетворяющего условию, эквивалентно нахождению паросочетания в графе G,

покрывающего Z. Наличие последнего следует из леммы Холла, условие применения

которой не что иное, как только что доказанное неравенство |Y | 6 |ImY |.

До сих пор мы пользовались только свойством симметричности метрики. Сле-

дующее утверждение уже использует неравенство треугольника. Пусть D(V ) 6 ε,

а Y ∩ V = ∅. Аналогично (2) в более общем случае определим:

Imε(Y, V ) = {v ∈ V : ∃y ∈ Y, ρ(y, v) > ε} . (3)

Утверждение 3. Пусть выполнено D(V ) 6 ε, D(Y ) 6 2ε, Y ∩ V = ∅ и Imε(Y,V) 6=

V , тогда верно D(Y ∪ V ) 6 2ε.
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Доказательство. Так множество V \ Imε(Y,V) непусто, то возьмём любой его эле-

мент z0. Тогда для любого v ∈ V верно ρ(v, z0) 6 ε, и для любого y ∈ Y так-

же выполнено ρ(y, z0) 6 ε. По неравенству треугольника получаем, что ρ(v, y) 6

ρ(v, z0) + ρ(z0, y) 6 2ε для любых v ∈ V , y ∈ Y . А так как D(V ) 6 ε, D(Y ) 6 2ε,

то D(Y ∪ V ) 6 2ε.

4 Постановка задачи о максимальном кластере

Теперь применим вышеописанную конструкцию для решения следующей задачи.

Пусть выбран некоторый порог ε, и известно, что из всех
(|X|

2

)
попарных расстоянии

число таких, которые больше ε, мало в следующем смысле:

|Λε| = | {(x, y) : ρ(x, y) > ε} | 6 δ|X|2

2
, (4)

где δ > 0 — некоторое число. В задаче требуется определить некоторый новый по-

рог ε′ такой, чтобы значительная часть точек пространства попала в некоторое мно-

жество диаметра не более ε′. Иначе говоря, требуется найти гарантированную оценку

снизу на мощность максимального множества диаметра не более ε′, которое и будем

называть максимальным кластером.

В начале приведем отрицательный результат, который определит дальнейший

выбор ε′.

Утверждение 4. Пусть ε 6 ε′ < 2ε, тогда для любых α > 0, δ >

0 существует метрическое пространство (X, ρ) такое, что |Λε| 6 δ|X|2,

и max {|V | : D(V ) 6 ε′} < α|X|.

Доказательство. Положим X =
s⋃
i=1

Yi, где Yi = {xi1, . . . xim}, |X| = ms. Определим

метрику следующим образом:

ρ(xij, xkl) =


2ε, i 6= k, j = l,

0, i = k, j = l,

ε, иначе.

(5)

Очевидно, что данная функция является метрикой. Тогда имеем D(Yi) 6 ε 6 ε′,

то есть max {|V | : D(V ) 6 ε′} > m, но для любого (m + 1)-элементного подмноже-

ства V ⊆ X, в нем найдутся xij и xkl такие, что i 6= k, j = l, и тогда D(V ) > ε′.
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Значит, max {|V | : D(V ) 6 ε′} = m. Тогда |Λε| = m
(
s
2

)
, и

|Λε|
|X|2

=
ms(s− 1)

2s2m2
6

1

2m
,

max {|V | : D(V ) 6 ε′}
|X|

=
m

ms
=

1

s
.

Осталось только положить m =
⌊
2
δ

⌋
+ 1 и s =

⌊
1
α

⌋
+ 1.

Таким образом, чтобы получить достаточно большое значение max {|V | : D(V ) 6 ε′},

необходимо брать ε′ > 2ε. Мы остановимся на случае ε′ = 2ε. Очевидно, что в слу-

чае ε′ > 2ε оценка как функция от δ не ухудшится.

5 Оценка мощности максимального кластера

Построим, как было описано выше, максимальное 2ε-разбиение множества X на

множества Xi, i = 0, . . . s, диаметра не более 2ε.

Сформулируем сначала почти очевидное неравенство.

Утверждение 5. При выполнении неравенства (4) верно неравенство |X0| >

|X|(1− δ).

Доказательство. Общее количество расстояний не превосходящих ε не меньше, чем
|X|(|X| − 1)

2
− |X|

2δ

2
. Представим X как граф, в котором вершины u и v соединены

ребром тогда и только тогда, когда ρ(u, v) 6 ε. Тогда суммарная степень вершин не

менее |X|(|X| − 1− δ|X|), а значит, есть вершина z0 степени не менее |X| − 1− δ|X|.

Тогда в замкнутом шаре Bε(z0) = {x : ρ(z0, x) 6 ε} есть хотя бы |X| − δ|X| точек.

Осталось заметить, что D(Bε(z0)) 6 2ε.

Теперь перейдем к получению более точной оценки. Мы будем оценивать снизу

число расстояний превосходящих ε, то есть мощность множества Λε. Как и раньше,

удобно рассматривать (X, ρ) как взвешенный полный граф. Будем называть реб-

ро (u, v) коротким, если ρ(u, v) 6 ε, все остальные ребра — длинными.

В этом графе рассмотрим двудольный подграф G1 = (X,E) с долями X0 и X \

X0, причем (u, v) ∈ E тогда и только тогда, когда u и v лежат в разных долях,

и ρ(u, v) > 2ε. Согласно утверждению 2 для любого Y ⊆ X \X0 такого, что D(Y ) 6
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Рис. 2:

2ε, существует инъекция по ребрам G1 в X0. Далее мы покажем, что существует

подмножество X ′0 ⊆ X0 мощности не более |X \X0| такое, что для любого Y ⊆ X \X0

такого, что D(Y ) 6 2ε, существует инъекция по ребрам G1 в X ′0.

Рассмотрим следующую конструкцию. Пусть M ⊆ E — максимальное паросоче-

тание в G1 = (X,E), определенном выше. Путь в G1 назовем чередующимся, если

в нем ребра изM и из E \M чередуются. Пусть U1 — множество вершин в X0, не по-

крытое паросочетанием M , аналогично определяется U2. В силу максимальности M ,

между U1 и U2 рёбер нет. Далее, обозначим за Y1 вершины из X0, покрытые M , и

до которых существует чередующийся путь из U1; остальные вершины X0 образу-

ют Z1. Аналогично определим Y2 как покрытые M вершины из X \X0, до которых

существует чередующийся путь из U1; остальные вершины X \X0 образуют Z2.

На рис. 2 схематично изображена структура графа G1. Сплошными линиями

изображены рёбра паросочетания M . Пунктирными линями обозначено отсутствие

рёбер между соответствующими компонентами. Следующее утверждение объясняет,

почему граф устроен именно так.

Утверждение 6. Для вышеописанной конструкции выполнено:

1. между парами компонент (U1, U2), (U1, Z2), (Y1, U2) и (Y1, Z2) нет ребер;

2. ребра паросочетания соединяют вершины Y1 с вершинами Y2 и вершины Z1

с вершинами Z2.
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Доказательство. Так как любом чередующемся пути из U1 в Y1 первое ребро не

лежит в M , то тогда все ребра этого пути, идущие в X0, будут лежать в M . Тогда

последнее ребро будет принадлежать M . Следовательно, предпоследняя вершина на

этом пути лежит в Y2 (так как до Z2 нет чередующихся путей из U1). Более того, среди

реберM нет таких, которые соединяют Y2 и Z1, иначе бы нашелся чередующийся путь

из U1 в Z1. Следовательно, паросочетание M содержит только ребра между Y1 и Y2

и между Z1 и Z2. Значит, |Y1| = |Y2| и |Z1| = |Z2|. Далее, если бы между Z2 и Y1 были

ребра, то они лежали бы в E \M , и мы бы нашли чередующийся путь из U1 в Z2.

Значит между Z2 и Y1 нет ребер.

Теперь покажем, что ребер из U2 в Y1 нет. Предположим противное. Пусть a0 ∈ U2,

a1 ∈ Y1, (a0, a1) ∈ E \M . Пусть a1a2 . . . a2k+1 — чередующийся путь из Y1 в U1, тогда

a0a1 . . . a2k+1 — чередующийся путь из U1 в U1. Причем ребра (a2i−1, a2i) лежат в

паросочетании, а остальные — нет. Тогда заменим в паросочетании M все ребра

(a2i−1, a2i) на (a2i, a2i+1), и мощность M увеличится на единицу, что противоречит

максимальности M . Противоречие.

Теперь используем вышеописанную конструкцию для доказательства следующего

утверждения.

Утверждение 7. Для любого V ⊆ X \ X0 такого, что D(V ) 6 2ε, существует

инъекция ϕ по ребрам G1 в X ′0
def
= Y1 ∪ Z1.

Доказательство. Обозначим Vu = V ∩ U2, Vy = V ∩ Y2 и Vz = V ∪ Z2, причем

V = Vx t Vy t Vz. Для всех u ∈ Vy в качестве ϕ(u) возьмем вершину, соединенную

с u по ребру из M , то есть (u, ϕ(u)) ∈ M и ϕ(u) ∈ Y1. Отметим, что из U2 ∪ Z2 нет

ребер в U1 ∪ Y1. Тогда, применяя утверждение 2 для Vu ∪ Vz, получаем, что для всех

u ∈ Vu ∪ Vz верно включение ϕ(u) ∈ Z1.

Отметим также, что |X1| 6 |X ′0| 6 |X \X0|. Теперь перейдем непосредственно к

оценке числа длинных ребер.

Утверждение 8. Для любого y ∈ X \ X ′0 существует не менее |X \ X0| длинных

ребер во множество вершин X ′0 ∪ (X \X0).
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Рис. 3:

Доказательство. Рассмотрим множество Cy = {x ∈ X \ X0 : ρ(x, y) 6 ε}. По

неравенству треугольника для любых x1, x2 ∈ Cy имеем ρ(x1, x2) 6 ρ(x1, y) + ρ(x2, y),

а значит, D(Cy) 6 2ε и |Cy| 6 |X1|. Тогда по утверждению 7 существует инъекция

ϕ : Cy → X ′0. И для каждого x ∈ Cy имеем ρ(y, ϕ(x)) > ρ(x, ϕ(x))−ρ(x, y) > 2ε−ε = ε.

Мы получили |Cy| длинных ребер, идущих в X ′0, и |X\X0|−|Cy|, идущих в X\X0.

Следствие 1. Число длинных ребер, исходящих из X0\X ′0, не менее |X\X0|·|X0\X ′0|.

Утверждение 9. Число длинных ребер между вершинами множества X ′0∪(X\X0)

не менее |X \X0| · |X ′0|.

Доказательство. Для каждого x ∈ Y2 ∪ Z2 обозначим за ϕ(x) такую вершину, что

ребро (x, ϕ(x)) лежит в максимальном паросочетанииM ; по построению ρ(x, ϕ(x)) >

2ε. Также имеем
⋃

x∈Y2∪Z2

ϕ(x) = Y1 ∪ Z1 = X ′0.

Рассмотрим вначале любые две вершины x, y ∈ Y2 ∪ Z2. Покажем, что среди

ребер (x, y), (ϕ(x), y), (x, ϕ(y)), (ϕ(x), ϕ(y)) есть хотя бы два длинных. Действи-

тельно, если ρ(x, ϕ(y)) и ρ(x, ϕ(y)) длинные, то утверждение верно. Если же, на-

пример, ρ(x, ϕ(y)) 6 ε, то по неравенству треугольника получаем, что ρ(x, y) >

ρ(y, ϕ(y))−ρ(x, ϕ(y)) > 2ε−ε = ε и ρ(ϕ(x), ϕ(y)) > ρ(x, ϕ(x))−ρ(x, ϕ(y)) > 2ε−ε = ε,

то есть ребра (x, y) и (ϕ(x), ϕ(y)) длинные. Также имеем, что все ребра (x, ϕ(x))

длинные. Тогда получаем следующую оценку на λ1 — число длинных ребер между

вершинами множества X ′0 ∪ Y2 ∪ Z2:

λ1 > |X ′0|+ 2
|X ′0|(|X ′0| − 1)

2
= |X ′0|2.
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Рис. 4:

Теперь рассмотрим произвольную вершину u ∈ U2 и пару (x, ϕ(x)) ∈ (Y2 ∪Z2)×X ′0.

Опять же используя неравенство треугольника для вершин x, ϕ(x) и u получаем, что

одно из ребер (u, x) и (u, ϕ(x)) является длинным. Тогда мы получаем следующую

оценку на число ребер из U2 в X ′0 ∪ Y2 ∪ Z2:

λ2 > |U2| · |X ′0|.

Складывая полученные неравенства и вспоминая, что |U2|+|X ′0| = |X\X0|, получаем

требуемое неравенство.

Из следствия 1 и утверждения 9 сразу получаем центральное утверждение.

Следствие 2. Число длинных ребер в X не меньше, чем |X0| · |X \X0|.

Теперь воспользуемся неравенством (4) и получим:

|X| · |X0| − |X0|2 = |X0| · |X \X0| 6 |Λε| 6
δ|X|2

2
. (6)

Будем считать, что 0 < δ 6 1
2
. Согласно утверждению 5, имеем X0 > |X|

2
. Тогда,

решая неравенство (6) и выбирая решения, подходящие под условие X0 >
|X|
2
, полу-

чаем:

|X0| >
|X|(1 +

√
1− 2δ)

2
. (7)

Следующий простой пример показывает, что полученная оценка на число длинных

ребер неулучшаема в общем случае. Пусть X = X0 tX1 и для любых x ∈ X0, y ∈ X1
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ρ(x, y) = 3ε, а все остальные расстояния равны ε. Тогда число длинных ребер в

точности равно |X0| · |X1|. Этот пример также подходит для случая ε′ > 2ε при

замене 3ε на ε′ + 1.

Наконец, проверим, что мы получили оценку более сильную, чем в утверждении 5.

В силу 0 < δ 6 1
2
имеем

√
1− 2δ > 1− 2δ и тогда получаем:

|X|(1 +
√

1− 2δ)

2
> |X|(1− δ),

причем равенство достигается только при δ = 1
2
. Также исследуем асимптотическое

поведение оценки (7) при δ → +0:

|X|(1 +
√

1− 2δ)

2
=
|X|(1 + 1− δ + o(δ))

2
≈ |X|

(
1− δ

2

)
.

6 Некоторые частные случаи

Выше, в утверждении 4, было показано, что в случае ε′ < 2ε линейную по |X|

оценку на |X0| гарантировать нельзя. Однако при некоторых дополнительных усло-

виях на метрику значение ε′ может быть уменьшено. Далее будут рассмотрены два

частных случая: метрика является ультраметрикой и метрика вложима в евклидово

пространство.

Напомним, что метрика ρ на X называется ультраметрикой, если для любых

x, y, z ∈ X выполнено ρ(x, y) 6 max{ρ(y, z), ρ(x, z)}. Для ультраметрик известно сле-

дующее свойство.

Утверждение 10. Если ρ — ультраметрика на X, то любой треугольник явля-

ется равнобедренным. Если треугольник не равносторонний, то основание меньше

боковых сторон.

Покажем, что в случае ультраметрики для получения неулучшаемой оценки (7)

достаточно взять ε′ = ε. Построим максимальное ε-разбиение множества X на мно-

жества Xi, i = 0, . . . s.

Утверждение 11. Если ρ — ультраметрика на X, и выполнено неравенство (4)

при δ 6 1
2
, тогда верно (7).
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Доказательство. Рассмотрим любую точку x ∈ X \ X0. Согласно утверждению 1

найдем ϕ(x) ∈ X0 такую, что ρ(x, ϕ(x)) > ε. Рассмотрим произвольную точку y ∈

X0 такую, что y 6= ϕ(x). Тогда, применяя утверждение 10 к треугольнику xyϕ(x),

получаем ρ(x, y) > ε. Значит, число длинных ребер из точки x во множество X0

равно |X0|. Таким образом, получаем, что число длинных ребер не меньше |X0| · |X \

X0|. Отсюда с учётом δ 6 1
2
сразу получается (7).

Перейдем к случаю евклидовых метрик. Напомним, что метрическое простран-

ство (X, ρ) называется вложимым в евклидово пространство, если существует изо-

мерия из (X, ρ) в некоторое евклидово пространство E. Далее будем для удобства

считать, что X ⊂ E.

Рассмотрим произвольную точку x0 ∈ X и векторы vi = xi − x0, i = 1, . . . |X| − 1.

Выразим их скалярные произведения через попарные расстояния

Γij = (vi, vj) =
1

2
(ρ2(xi, x0) + ρ2(xj, x0)− ρ2(xi, xj)), i, j = 1, 2 . . . |X| − 1. (8)

Справедливо следующее утверждение.

Утверждение 12. Метрическое пространство (X, ρ), |X| < ∞ вложимо в неко-

торое евклидово пространство тогда и только тогда, когда матрица Γ = ‖Γij‖|X|−1i,j=1

является неотрицательно определенной.

Доказательство. Пусть метрическое пространство (X, ρ) вложимо в некоторое ев-

клидово пространство. Матрица Γ есть матрица Грама векторов vi, откуда сразу

следует, что Γ является неотрицательно определенной.

Пусть теперь матрица Γ является неотрицательно определенной. Тогда существу-

ет такие ортогональная матрица S и диагональная матрица D = diag(λ1, . . . λ|X|−1),

λi > 0, что Γ = STDS. Рассмотрим матрицу U =
√
DS = ‖u1, . . . u|X|−1‖, тогда

Γ = UTU . Искомое вложение в R|X|−1 строим следующим образом: точка x0 перехо-

дит в начало координат, а любая другая xi переходит в точку с координатами ui.

Проверим условие изометрии. Евклидово расстояние в R|X|−1 обозначим за ρe.

Для любых i > 1 имеем:

ρ2e(xi, x0) = (ui, ui) = Γii = ρ2(xi, x0).
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Для любых i, j > 1, применяя предыдущее равенство, имеем:

ρ2e(xi, xj) = (ui, ui) + (uj, uj)− 2(ui, uj) = ρ2e(xi, x0) + ρ2e(xi, x0)− 2Γij = ρ2(xi, xj).

Получим удобное следствие из предыдущего утверждения.

Утверждение 13. Пусть a, b, c, d ∈ X, тогда ρ2(a, b) + ρ2(b, c) + ρ2(c, d) + ρ2(d, a) >

ρ2(a, c) + ρ2(b, d).

Доказательство. Пусть x = b − a, y = c − a, z = d − a. Рассмотрим матрицу Гра-

ма Γ(x, y, z) векторов x, y, z; как следствие утверждения 12, она является неотрица-

тельно определенной, и в частности, при ξ = (1,−1, 1)T выполнено ξTΓ(x, y, z)ξ > 0.

Подставляя (8), получаем:

ρ2(a, b) + ρ2(a, c) + ρ2(d, a) + (ρ2(a, b) + ρ2(d, a)− ρ2(b, d))−

−(ρ2(a, c) + ρ2(d, a)− ρ2(c, d))− (ρ2(a, c) + ρ2(a, b)− ρ2(c, b)) > 0,

ρ2(a, b) + ρ2(a, c) + ρ2(d, a) + ρ2(c, b) + ρ2(c, d) > ρ2(a, c) + ρ2(b, d).

Следствие 3. Пусть a, b, c, d ∈ X и ρ(a, c) >
√

2ε и ρ(b, d) >
√

2ε, тогда

max{ρ(a, b), ρ(a, d), ρ(b, c), ρ(c, d)} > ε.

Теперь положим ε′ =
√

2 и рассмотрим максимальное ε′-разбиение множества X

на множества Xi, i = 0, . . . s. Покажем, что в этом случае можно гарантировать

линейную по |X| оценку на |X0|.

Утверждение 14. Пусть ρ вложима в евклидово пространство, и выполнено нера-

венство (4) при δ 6 1
4
, тогда верна следующая оценка:

|X0| > |X|(1− 2
√
δ).
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Доказательство. Для каждого нечетного по номеру подмножества X2k+1 в макси-

мальном
√

2ε-разбиении построим согласно утверждению 2 инъекцию ϕ по ребрам

длины больше
√

2ε во множество X2k и получим некоторое паросочетания M , мощ-

ность которого:

|M | =
∑

162k+16s

X2k+1 >
1

2

s∑
k=1

Xk =
1

2
(|X| − |X0|).

Для каждой пары ребер xϕ(x) и yϕ(y) из M рассмотрим четырёхугольник

xyϕ(x)ϕ(y), и по следствию 3 среди ребер xy, xϕ(y), yϕ(x), ϕ(x)ϕ(y) найдется хотя

бы одно длинное (больше, чем ε), причем, каждое из этих ребер однозначно опре-

деляется парой ребер паросочетания M . Тогда получим, что общее число длинных

ребер не меньше, чем

|M |+
(
|M |

2

)
>

1

2
|M |2 > 1

8
(|X| − |X0|)2

Тогда в силу (4) получаем:

1

8
(|X| − |X0|)2 6

δ|X|2

2
, |X0| > |X|(1− 2

√
δ).

7 Заключение

При ограничениях на число расстояний, превосходящих ε, получена неулучшае-

мая нижняя оценка на мощность максимального по включению множества диаметра

не более 2ε. Показано, что при ε′ < 2ε в общем случае нельзя гарантировать су-

ществования линейной по мощности метрической конфигурации нижней оценки на

мощность множества диаметра не более ε′. Рассмотрены частные случаи ультрамет-

рик и евклидовых метрик, для которых значение ε′ может быть уменьшено.
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