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Постановка задачи

Случайный вектор x ∈ Rd , x ∼ N (η,Σ)
Множество ограничений Hj =

{
x
∣∣ wT

j x ≥ τj
}

µ = P (x ∈ H) , H = ∪Jj=1Hj

Задача – оценить µ как можно быстрее
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Метод Монте-Карло
Задача оценить µ, если даны f (x) = I (x ∈ H) и p(x):

µ = P (x ∈ H) =

∫
f (x)p(x)dx

Оценка Монте-Карло:

µ̂ =
1
n

n∑
i=1

f (xi)

Var µ̂ =
σ2

n
, σ =

√
µ (1− µ)

cv =
σ/
√
n

µ
=

√
µ (1− µ)

µ
√
n

∼ 1
√
µn

cv = 0.1, µ ∼ 10−5 − 10−7 ⇒ n = 100µ−1 ∼ 107 − 109
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Семплирование по важности

Идея семплирования по важности:

µ =

∫
f (x)p(x)

q(x)
q(x)dx

Оценка методом семплирования по важности:

µ̂q =
1
n

n∑
i=1

f (xi)p(xi)

q(xi)
, xi ∼ q

Дисперсия

Var (µ̂q) =
1
n

(∫
(fp)2

q
dx − µ2

)
=

1
n

∫
(fp − µq)2

q
dx
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ALOE
Смесь условных распределений:

qα (x) =
J∑

j=1

αjqj(x),
J∑

j=1

αj = 1

qj(x) = P
(
x
∣∣ Hj

)
=

p(x)Hj(x)

Pj

Hj(x) = I(x ∈ Hj), H1..J(x) = I(x ∈ H),Pj = P(Hj)

Веса: αALOE
j = Pj

(
J∑

k=1
Pk

)−1

Теорема (Owen, Maximov, Chertkov, 2017):

Var (µ̂ALOE ) ≤ µ2

n

J + J−1 − 2
4
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Схема эксперимента

J = 1000 – число граней

Pj = const ≈ 3× 10−5

θ = 0.01 – угол при основании пирамиды

Василий Новицкий, науч. рук. Ю.В. Максимов Адаптивные методы семплирования по важности



Адаптивные веса

Var (µ̂α) =
1
n

(∫
H1..J(x)p(x)∑J
j=1 αjHj(x)P−1

j

dx − µ2

)
→ min

J∑
j=1

αj = 1, αj ≥ ε, ε ≈ 0.1/J

Эмпирическая оценка дисперсии:

f (α) = nV̂ar (µ̂α) + µ2 =
n∑

i=1

H1:J(xi)p
2(xi)

qα(xi)qα′(xi)
−→ min

α

xi ∼ qα′

(
qα(x) =

J∑
j=1

αjqj(x)

)
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Метод Франка-Вульфа

f (α) – выпуклая функция
Множество ограничений можно представить в виде

x ∈ S , S = conv (A), где A – конечное множество точек
Алгоритм Франка-Вульфа:

vt = arg max
v∈S

〈v ,−∇f (α(t))〉

dt = vt − α(t)

γt =
2

t + 1

α(t+1) = α(t) + γtdt
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Стохастические вариации метода
Франка-Вульфа

vt = arg max
v∈S

〈v ,−g̃t〉

g̃t
SAGA = ∇fj

(
α
(t)
j

)
−∇fj

(
α
(t−1)
j

)
+

1
n

n∑
i=1

∇fi
(
α
(t−1)
i

)

g̃t
SVRF = ∇fj

(
α(t)
)
−∇fj (α̃) +

1
n

n∑
i=1

∇fi (α̃)
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Эксперименты

αBASE – вес, с которым для сеплирования выбираются
точки из нижнего полупространства

График сходимости по аргументу от времени
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Эксперименты

График сходимости по норме ‖α− α∗‖2
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Эксперименты

График сходимости по функции от времени
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Эксперименты

Метод SAGA-FW SVRF FW GD
αBASE 0.52 0.48 0.51 0.04
Var 5.08× 10−9 5.11× 10−9 5.06× 10−9 3.59× 10−7

cv 1.2 1.2 1.2 9.9

Таблица: Результаты после 10 секунд прогона

µ = P (x ∈ H) = 6.5× 10−5
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Заключение

Спасибо за внимание

Вопросы?
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