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Аннотация

В настоящее время методы Монте-Карло являются классическим инстру-
ментом в анализе надежности технических систем. К сожалению, их практи-
ческая эффективность при оценке редких событий крайне невысока. В дан-
ной работе нами предложены методы семплирования по важности для оценки
вероятностей редких событий, а также приведены доказательства сходимости
указанных методов. Численная эффективность методов проиллюстрирована на
модельных данных.
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1 Введение

Международные цели по сокращению выбросов парниковых газов привели
к буму в области возобновляемых источников энергии с особым акцентом на
ветроэнергетику. В Европейском союзе поставлена цель — получить к 2020 го-
ду 20 процентов произведенной электроэнергии из возобновляемых источников
энергии, причем часть энергии, полученной от ветровых источников, должна
составить 35%.

Ветровые источники могут вносить флуктуации в электрическую сеть, что
может привести к отказу сети. Поэтому возникает задача оценки надежности
сети — найти вероятность отказа как можно более точно и быстро.

Чтобы описания поведения электрической сети можно использовать модель
переменного тока. Модель дает нелинейную систему уравнений, которая опи-
сывает поток энергии по каждой линии передач. Из-за нелинейности анализ
большой сети по модели переменного тока невозможен, и вместо этого исполь-
зуется линейная модель постоянного тока ( [1]).

Энергопотребление случайных узлов электрической сети, таких как ветро-
вой источник, будем моделировать с помощью нормального распределения. Эта
аппроксимация адекватна для коротких по времени флуктуаций в сети.

Используя линеаризованную модель постоянного тока и нормальную модель
энергопотребления случайных узлов, мы сводим задачу нахождения вероятно-
сти отказа к следующей: найти вероятность вылета нормального распределен-
ного случайного вектора за полиэдр. Задача решается численно методами сем-
плирования по важности, потому что дисперсия оценки, полученной методами
семплирования по важности, меньше дисперсии оценки, полученной методами
Монте-Карло. Был проведен вычислительный эксперимент на модельных дан-
ных, в котором показана численная эффективность метода.

Структура работы выстроена следующим образом. В разделе 2 формулиру-
ется оптимизационная постановка задачи. Методы, используемые для решения
задачи оптимизации, приведены в разделе 3. Результаты вычислительного экс-
перимента приводятся в разделе 4. Раздел 5 – заключительный, в нем резюми-
руются основные выводы.
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2 Постановка задачи

2.1 Модель постоянного тока

Описание сети приведено, как в [2], [3]. Наша электрическая сеть состоит из
N узлов. Узел может как производить жнергию, так и потреблять ее. Также
имеется M линий передач. Обычно сеть разреженная, а M – в константу раз
больше, чем N .

Пусть pi – производство электроэнергии на i-том узле. Будем считать, что у
потребителей pi < 0. У некоторых узлов производство энергии pi задается одно-
значно, мы будем называть их постоянными (fixed) узлами. У некоторых узлов
производство энергии случайное, мы будем называть их случайными (random)
узлами. Также имеется балансирующий (slack) узел: у него pS =

∑
i 6=S pi, необ-

ходимый для выполнения уравнения баланса мощностей:∑
i

pi = 0. (1)

Прозводство энергии на каждом из узлов можно объединить в вектор p =(
pTF , p

T
R, pS

)T, где pF – вектор, соответствующий постоянным (fixed) узлам, pR
– вектор, соответствующий случайным (random) узлам, pS – производство ба-
лансирующего (slack) узла. Пусть у нас имеется NF постоянных узлов, NR слу-
чайных узлов и NS = 1 балансирующий узел. Тогда N = NF +NR +NS.

Энергопотребление случайных узлов будем моделировать нормальным рас-
пределением: pR ∼ N (ηR,ΣR). Мощность каждого случайного узла должна
удовлетворять ограничениям:

pRi ≤ pRi ≤ pRi . (2)

Энергопотребление постоянных узлов удовлетворяет равенству: pF = ηF .
Мощность балансирующего узла должна удовлетворять ограничениям:

pS ≤ pS ≤ pS.

Из уравнения баланса 1 следует, что pS ∼ N (ηS,ΣS), где ηS = −1TRηR−1TFηF .
Поэтому ограничение на pS можно переписать в виде ограничений на pR:

pS + 1TFpF ≤ −1TRpR ≤ pS + 1TFpF . (3)
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Фазу на узле i обозначим θi, θ – вектор фаз на узлах. В модели постоянного
тока приближенно выполняется равенство: Bθ = p, где матрица B(лапласиан)
известна. Зная вектор мощностей p, можем найти θ = B+p. Фазовые ограниче-
ния на сеть: ∣∣ θi − θj ∣∣≤ θij, i 6= j. (4)

Во всех наших примерах θij = θ.
Выражая из уравнения баланса (1) pS = −1TRpR − 1TFpF , учитывая pF =

ηF и подставляя это в (4), получаем 2M (по 2 на линию в сети) линейных
ограничений на вектор pR.

Всего получается 2NR ограничений от случайных узлов (2), 2 ограничения
от балансирующего узла (3), 2M фазовых ограничений (4) на вектор pR, рас-
пределенный нормально.

Задачу нахождения вероятности сбоя электрической сети можно перефор-
мулировать так: найти вероятность того, чтобы хотя бы одно из J = 2M +

2NR + 2 ограничений на вектор pR ∼ N (ηR,ΣR) нарушится. Переобозначим
x ≡ pR, η ≡ ηR, Σ ≡ ΣR. Пусть Hj – событие, заключающееся в том, что j-ое
из J ограничений нарушено. Тогда искомая вероятность

µ = P

(
x ∈

J⋃
j=1

Hj

)
,

где Hj =
{
x
∣∣ wT

j x ≥ τj
}
– линейное ограничение.

2.2 Приведение к стандартному многомерному нормальному
распределению

Пусть имеется нормально распределенный вектор x ∈ Rd, x ∼ N (η,Σ) и
линейные ограничения Hj =

{
x
∣∣ wT

j x ≥ τj
}
. Необходимо посчитать

µ = P

(
x ∈

J⋃
j=1

Hj

)
.

Заметим, что линейная замена x← Σ−1/2 (x− η) приводит к тому, что x ∼
N (0, Id). Ограничения Hj при этом изменяются следующим образом:

τj ←
τj − wT

j η√
wT
j Σwj

,
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wj ←
Σ1/2wj√
wT
j Σwj

и остаются линейными.
Задача свелась к нахождению вероятности

µ = P

(
x ∈

J⋃
j=1

Hj

)
, (5)

где x ∼ N (0, Id). Линейные ограничения – Hj =
{
x
∣∣ wT

j x ≥ τj
}
. Пересече-

ние дополнений этих ограничений образует полиэдр P . Нахождение (5) – это
нахождение вероятности вылета стандартного многомерного нормально распре-
деленного вектора x за полиэдр P .

2.3 Семплирование по важности

Пусть H =
⋃J
j=1Hj. Перепишем задачу (5) в виде:

µ = P (x ∈ H) =

∫
f(x)p(x)dx,

где f(x) = I (x ∈ H) – индикаторная функция множества H, p(x) – плотность
распределения нормального вектора x.

Обычно такие интегралы оцениваются с помощью метода Монте-Карло (см.
[4]):

µ̂MC =
1

n

n∑
i=1

f(xi), xi ∼ p(x)

Дисперсия и коэффициент вариации оценки Монте-Карло:

Var µ̂MC =
σ2

n
, где σ =

√
µ (1− µ),

cv =
σ/
√
n

µ
=

√
µ (1− µ)

µ
√
n

∼ 1
√
µn
.

Событие «отказ сети» — редкое (вероятность µ порядка 10−5 − 10−7), поэтому
для получения коэффициента вариации хотя бы 0.1, необходимо сгенерировать
n = 100µ−1 ∼ 107 − 109 точек, что очень много.

Идея семплирования по важности состоит в том, что некоторые значения
случайного вектора генерировать более важно, чем другие. Оказывается, что
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для снижения дисперсии в данной задаче нужно чаще генерировать точки вне
полиэдра P .

Будем независимо генерировать точки xi, i = 1, . . . , n не из исходного рас-
пределения p(x), как в методе Монте-Карло, а из смещенного распределения
q(x). Распределение q(x) должно удовлетворять условиям: q(x) > 0 везде, где
f(x)p(x) 6= 0. Оценка метода семплирования по важности:

µ̂ISq =
1

n

n∑
i=1

f(xi)p(xi)

q(xi)
, xi ∼ q. (6)

Легко проверить, что оценка (6) несмещенная, то есть Eµ̂ISq = µ. Дисперсия
оценки:

Var
(
µ̂ISq
)

=
1

n

(∫
(fp)2

q
dx− µ2

)
=

1

n

∫
(fp− µq)2

q
dx (7)

Чем меньше дисперсию мы получим, тем меньшим количеством семплов мы
сможем обойтись для оценки вероятности отказа с заданной точностью (дис-
персией оценки). Для минимизации дисперсии предлагается ввести параметри-
зацию распределения q и решить задачу минимизации дисперсии численными
методами оптимизации.

2.4 Смесь распределений

Мы используем технику представления q в виде смеси распределений (Mixture
Importance Sampling, MIS) из [5] и [6]:

qα(x) =
J∑
j=1

αjqj(x). (8)

Коэффициенты αj имеют смысл вероятностей, с которыми выбирается одно
из распределений qj, из которого будет сгенерирована точка, поэтому

∑J
j=1 αj =

1.
В [2] был предложен метод ALOE. В этом методе в качестве базисных рас-

пределений qj берутся условные распределения qj = L
(
x
∣∣ Hj

)
. Так как веро-

ятностные меры qj отличны от нуля только за пределами полиэдра P , то все
точки из распределения q генерируются только вне этого полиэдра. Возмож-
ность эффективно генерировать точки из условных распределений существенно
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опирается на свойства многомерного нормального распределения. О том, как
семплировать точки из условного нормального распределения, написано в [2].
Введем условные распределения. Плотность распределения qj:

qj(x) =
Hj(x)p(x)

Pj
, (9)

где Hj(x) = I (x ∈ Hj), Pj = P (Hj).
В методе ALOE предлагается взять коэффициенты

αALOEj = Pj

(
J∑
k=1

Pk

)−1
.

Такии образом, получается оценка ALOE:

µ̂ALOE =
1

n

n∑
i=1

f(xi)p(xi)

qα(xi)
=

∑J
j=1 Pj

n

n∑
i=1

I(xi ∈ H)∑J
j=0Hj(xi)

(10)

Пусть S(x) =
∑

j I x ∈ Hj). В [2] доказана теорема:

Var
(
µ̂ALOE

)
≤ µ2

n

J + J−1 − 2

4

Однако эта оценка точная, если распределение S(x) равномерное на 1, . . . , J .
Можно придумать полиэдр, когда это не так. Пусть наш полиэдр P – это пра-
вильная пирамида с маленьким углом при основании и большим числом гра-
ней J . Пусть вероятности вылететь за каждое ограничение одна и та же. Тогда
Hj =

{
x
∣∣ wT

j x ≥ τj
}
, где

wj =


(0, 0,−1) , если j = 1,(

cos

(
2π(j − 1)

J − 1

)
sin θ, sin

(
2π(j − 1)

J − 1

)
sin θ, cos θ

)
, если j = 2, . . . , J ;

τj = τ, j = 1, . . . , J.

В этом случае коэффициенты αALOEj все одинаковые, так как все Pj одинаковые.
Если угол при основании пирамиды мал, то каждый раз, когда мы генерируем
точку из qj, где j ≥ 2, то она с вероятностью, близкой к 1, вылетает за все
боковые грани сразу.

Пусть U = I
((
x ∈

⋃J
j=2Hj

)
∩ x /∈ H1

)
. В силу малости угла θ P (x ∈ U) ≈

P (x ∈ H1). Однако получается, что точки из U генерируются примерно в J − 1

раз чаще, чем точки из H1, а интуиция говорит, что надо поровну.
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Эти соображения приводят нас к тому, что нужно подбирать коэффициенты
αj, учитывая геометрию полиэдра.

2.5 Оптимизационная постановка задачи

Подставим в формулу для дисперсии оценки методом семплирования по
важности (7) распределение q(x) как смесь (8) условных (9) распределений. При
этом в отличие от ALOE, не будем уточнять коэффициенты αj и ограничимся
их нормировкой на единицу:

Var (µ̂α) =
1

n

(∫
H1..J(x)∑J

j=1 αjHj(x)P−1j

dx− µ2
)
→ min, (11)

J∑
j=1

αj = 1, αj ≥ ε, ε ≈ 0.1/J. (12)

Здесь ограничения αj ≥ ε введены, как в [5], для того чтобы знаменатель в
(11) не обращался в ноль. Мы берем ε ≈ 0.1/J , как в [5].

Будем минимизировать не сам функционал (дисперсию), а его несмещенную
оценку (эмпирическую дисперсию) (это обычно бывает эффективнее, см. [7]):

V̂ar (µ̂α) =
1

n

 n∑
i=1

H1:J(xi)(∑J
j=1 αjHj(xi)P

−1
j

)(∑J
j=1 α

′
jHj(xi)P

−1
j

) − µ2
→ min,

xi ∼ qα′, qα′ (x) =
J∑
j=1

α′jHj(x)Pj
−1p(x),

где α′ – некоторые заранее выбранные коэффициенты, удовлетворяющие (12).
Минимизация эмпирической дисперсии эквивалентна минимизации следующе-
го функционала :

f(α) = V̂ar (µ̂α) +
µ2

n
.

Окончательная постановка оптимизационной задачи:

f(α) =
1

n

n∑
i=1

H1:J(xi)(∑J
j=1 αjHj(xi)P

−1
j

)(∑J
j=1 α

′
jHj(xi)P

−1
j

) → min,
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J∑
j=1

αj = 1, αj ≥ ε, (13)

xi ∼ qα′, qα′ (x) =
J∑
j=1

α′jHj(x)Pj
−1p(x).

Введем обозначения:

fi(α) =
H1:J(xi)(∑J

j=1 αjHj(xi)P
−1
j

)(∑J
j=1 α

′
jHj(xi)P

−1
j

) .
Тогда f(α) из (13) можно записать в виде :

f(α) =
1

n

n∑
i=1

fi(α).

Теорема 1 Пусть S =
{
α
∣∣ ∑ J

j=1
αj = 1, αj ≥ ε > 0

}
. Тогда функция f(α) –

выпуклая на множестве S.

Доказательство:

f(α) =
1

n

n∑
i=1

fi(α) =
n∑
i=1

cihi(α), где

hi(α) =
1∑J

j=1 αjHj(xi)P
−1
j

.

∂2hi(α)

∂αp∂αq
=

2Hp(xi)P
−1
p Hq(xi)P

−1
q(∑J

j=1 αjHj(xi)P
−1
j

)3 .
Введем вектор vi =

(
v
(1)
i , . . . , v

(J)
i

)T
, где v(j)i = Hj(xi)P

−1
j . Тогда

∇2hi(α) =
2(∑J

j=1 αjHj(xi)P
−1
j

)3vivTi < 0.

Функция hi(α) – выпуклая, так как ее гессиан неотрицательно определен. Тогда
f(α) – выпуклая как линейная комбинация выпуклых функций с неотрицатель-
ными коэффициентами.
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3 Метод Франка-Вульфа

Для решения оптимизационной задачи (13) предлагается применить алго-
ритм Франка-Вульфа, который эффективен при минимизации выпуклых функ-
ций на полиэдре. В нашей оптимизационной задаче фукнция f(α) выпуклая на
множестве S =

{
α
∣∣ ∑ J

j=1
αj = 1, αj ≥ ε > 0

}
, и это множество является поли-

эдром. Вариант метода Франка-Вульфа представлен в алгоритме 3.1.

Алгоритм 3.1 Алгоритм Франка-Вульфа

Вход: начальное значение аргумента α(0),T;

1: Цикл t = 0, . . . , T − 1 выполнять
2: vt = arg max

v∈S
〈v,−∇f(α(t))〉

3: dt = vt − α(t)

4: γt = 2
t+1

5: α(t+1) = α(t) + γtdt

6: Конец цикла
7: Возвратить α(T )

Теорема 2 Функция f из (13) – липшицева на S =
{
α
∣∣ ∑ J

j=1
αj = 1, αj ≥ ε > 0

}
с константой L =

2P 4
max

ε4
∑J

j=1 P
−2
j .

Доказательство:
Используем обозначения из теоремы 1.

f(α) =
1

n

n∑
i=1

fi(α).

Пусть Li – константа Липшица функции hi. Введем вектор vi =
(
v
(1)
i , . . . , v

(J)
i

)T
,

где v(j)i = Hj(xi)P
−1
j . Тогда

∇2hi(α) =
2(∑J

j=1 αjHj(xi)P
−1
j

)3vivTi < 0.

12



Оценим Lhi сверху максимальным собственным значением гессиана:

Lhi ≤ λmax

(
∇2hi(α)

)
=

2(∑J
j=1 αjHj(xi)P

−1
j

)3‖vi‖2. (14)

Оценим знаменатель:

J∑
j=1

αjHj(xi)P
−1
j ≥ ε

J∑
j=1

Hj(xi)P
−1
j ≥ εP−1max. (15)

Оценим норму vi:

‖vi‖2 =
J∑
j=1

Hj(xi)P
−2
j ≤

J∑
j=1

P−2j . (16)

Подставляя (15) и (16) в (14), получим:

Lhi ≤ λmax

(
∇2hi(α)

)
=

2P 3
max

ε3

J∑
j=1

P−2j .

Теперь получим оценку на константу липшица функции fi(α):

fi(α) =
H1:J(xi)(∑J

j=1 αjHj(xi)P
−1
j

)(∑J
j=1 α

′
jHj(xi)P

−1
j

)
Lfi =

H1:J(xi)(∑J
j=1 α

′
jHj(xi)P

−1
j

)Lhi ≤ Lhi
Pmax

ε
=

2P 4
max

ε4

J∑
j=1

P−2j .

Теорема 3 Пусть функция f – выпуклая и липшицева с константой L. Тогда

f
(
α(k)

)
≤ 4L

k + 2
.

Доказательство приведено в [8]
На основе методов SVRF и SAGA в [9], [10] были предложены стохастические

варианты метода Франка-Вульфа, их схемы приведены в алгоритмах 3.2 и 3.3.
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Алгоритм 3.2 Cтохатический метод Франка-Вульфа – SVRF-FW

Вход: начальное значение аргумента α(0)
m = α(0), количество итераций T ,

размер эпохи m, количество эпох S = bT/mc, стратегия выбора шага {γi}m−1i=0 ,
где γi ∈ [0, 1], размеры мини-батчей {bi}m−1i=0 ;

1: Цикл s = 0, . . . , S − 1 выполнять
2: α̃s = α

(m)
s

3: g̃s = ∇f (α̃s)

4: Цикл t = 0, . . . ,m− 1 выполнять
5: Выбрать подмножество It размера bt равномерно с возвращениями из
{1, . . . , n}

6: g
(t)
s+1 =

1

bt

∑
i∈It

(
∇fi(α(t)

s+1 −∇fi(α̃s) + g̃s

)
7: v

(t)
s+1 = arg max

v∈S
〈v,−g(t)s+1〉

8: d
(t)
s+1 = v

(t)
s+1 − α

(t)
s+1

9: α
(t+1)
s+1 = α

(t)
s+1 + γtd

(t)
s+1

10: Конец цикла
11: Конец цикла

12: Возвратить точка, выбранная равномерно из
{{

α
(t)
s+1

}m−1
t=0

}S−1
s=0
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Алгоритм 3.3 Cтохатический метод Франка-Вульфа – SAGA-FW

Вход: начальное значение аргумента β(0)
i = α(0), ∀ i ∈ {1, . . . , n}, количество

итераций T , стратегия выбора шага {γi}T−1i=0 , где γi ∈ [0, 1], размеры
мини-батчей {bi}T−1i=0 ;
Выход: α(T ).

1: g(0) =
1

n

∑n
i=1∇f

(
β
(0)
i

)
2: Цикл t = 0, . . . , T − 1 выполнять
3: Выбрать подмножества It и Jt размера bt равномерно с возвращениями

из {1, . . . , n}
4: g(t) =

1

bt

∑
i∈It

(
∇fi(α(t) −∇fi(β(t)

i ) + g̃(t)
)

5: v(t) = arg max
v∈S

〈v,−g(t)〉

6: d(t) = v(t) − α(t)

7: α(t+1) = α(t) + γtd
(t)

8: β
(t+1)
j = α(t), если j ∈ Jt или β(t+1)

j = β
(t)
j , если j /∈ Jt

9: g(t+1) = g(t) − 1

n

∑
j∈Jt

(
∇fj(β(t)

j )−∇fj(β(t+1)
j )

)
10: Конец цикла
11: Возвратить точка, выбранная равномерно из

{
α(t)
}T−1
t=0

К сожалению, сходимость методов доказана только для шага, обратно про-
порционального константе Липшица L, что приводит к нулевому шагу.
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4 Вычислительный эксперимент

Эксперимент был проведен на модельных данных (пирамиде) из раздела
2.4: Hj =

{
x
∣∣ wT

j x ≥ τj
}
, где

wj =


(0, 0,−1) , если j = 1,(

cos

(
2π(j − 1)

J − 1

)
sin θ, sin

(
2π(j − 1)

J − 1

)
sin θ, cos θ

)
, если j = 2, . . . , J ;

τj = τ, j = 1, . . . , J.

Параметры пирамиды: число граней J = 1000, угол при основании θ = 0.01,
параметр, определяющий размер пирамиды τ = 4. Между собой сравнивались
методы Франка-Вульфа, стохастические методы Франка-Вульфа: SVRF-FW и
SAGA-FW, а так же метод проекции градиента (на графиках обозначен GD).

Были построены графики сходимости по норме аргумента, по главной ком-
поненте аргумента и по функции от времени. Под нормой аргумента подразуме-
вается L2-норма разности текущего аргумента и оптимального. Оптимальный
аргумент находится одномерным тернарным поиском (одномерным, потому что
силу правильности пирамиды α1 ≡ α, α∗2 = α∗3 = · · · = α∗J = (1− α) / (J − 1),
тернарным, потому что оптимизируемый функционал (13) выпуклый).

Под главной компонентой аргумента подразумевается α1. В силу соображе-
ний, упомянутых в разделе 2.4, понятно, что α∗1 ≈ 0.5. Точное значение было
найдено тернарным поиском.
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Рис. 1: График сходимости по главной компоненте аргумента от времени
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Рис. 2: График сходимости по норме отклонения аргумента от оптимума от
времени
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Рис. 3: График сходимости по функции от времени

Метод SAGA-FW SVRF FW GD
α1 0.52 0.48 0.51 0.04
Var 5.08× 10−9 5.11× 10−9 5.06× 10−9 3.59× 10−7

cv 1.2 1.2 1.2 9.9

Таблица 1: Результаты после 30 секунд прогона

Из графиков видно, что методы Франка-Вульфа сходятся гораздо быстрее,
чем метод проекции градиента, так как они более полно учитывают структуру
ограничений (полиэдр) в задаче. Из таблицы видно, что за время эксперимен-
та градиентный спуск практически не уменьшил дисперсию оценки, тогда как
методы Франка-Вульфа улучшили дисперсию в 100 раз. Видно, что стохасти-
ческие варианты метода Франка=Вульфа не дают выигрыша по времени, по
сравнению с обычным методом Франка-Вульфа, это связано с трудностью на-
стройки шага в них, так как теоремы, доказывающие сходимость используют
шаг, пропорциональный константе Липшица, а у нас есть только сильно завы-
шенная её оценка.
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5 Заключение

В работе были предложены алгоритмы, улучшающие методы Монте-Карло
для оценки вероятности редких событий. Эти алгоритмы являются адаптив-
ным методами семплирования по важности. Адаптивность заключается в том,
что формулируется оптимизационная задача по минимизации дисперсии оцен-
ки, полученной методами семплирования по важности. Эта задача решается с
помощью методов Франка-Вульфа (обычный и стохастические варианты).

Эти алгоритмы сходятся, однако стратегия выбора шага отличается у обыч-
ного и стохастического методов. В стохастических методах длина шага зависит
явно от константы Липшица функции, оценка которой завышена в данной за-
даче. Поэтому обычный метод Франка-Вульфа сходится быстрее, чем стохасти-
ческие варианты.

Дальнейшее исследование может быть связано с методов, использующих
локальную константу Липшица, которая может оказаться сильно меньше, чем
глобальная. Другая ветвь исследования связана с улучшением модели электри-
ческой сети: использованием «честной» модели переменного тока вместо лине-
аризованной модели постоянного тока.
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