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Цель работы

Для стохастической седловой задачи предложить метод,
используйщий оракул нулевого порядка, то есть имеется
доступ только к значению функции в точке.
Сравнить предложенный метод с градиентным аналогом.
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Негладкая седловая задача

Седловая задача:
min
x∈𝒳

max
y∈𝒴

𝜙(x , y)

𝒳 ⊂ Rnx , 𝒴 ⊂ Rny - выпуклые компактные множества.
Функция 𝜙(., y) - выпуклая на 𝒳
Функция 𝜙(x , .) - вогнутая на 𝒴
Функция 𝜙(x , y) - M-липшицево непрерывная
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Численный метод решения

Данную задачу можно решать алгоритмом зеркального
спуска для седловых задач (Mirror Descent, А.
Немировский)1.
Метод использует оракул первого порядка (выдает
значение градиента в точке).
Количество итераций N, необходимых для нахождения
решения с точностью 𝜀: 𝒪

(︁
Ω2M2

𝜀2

)︁
, где Ω - диаметр

Брегмана2 множества 𝒳 × 𝒴.

1 Ben-Tal A., Nemirovski A. Lectures on Modern Convex
Optimization: Analysis, Algorithms, and Engineering Applications. 2019.

2 Определение будет дано ниже.
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Неточный стохастический оракул нулевого порядка

Неточный стохастический оракул нулевого порядка:

𝜙(x , y , 𝜉) = 𝜙(x , y , 𝜉) + 𝛿(x , y), |𝛿(x , y)| ≤ Δ

E𝜉[̃︀𝜙(x , y , 𝜉)] = ̃︀𝜙(x , y), E𝜉[𝜙(x , y , 𝜉)] = 𝜙(x , y),

где случайная переменная 𝜉 отвечает за несмещенный
стохастический шум, а 𝛿(x , y) – за детерминистический
шум.
Ограничения:

‖∇𝜙(x , y , 𝜉)‖2 ≤ M(𝜉), E[M2(𝜉)] = M2
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Безградиентная аппроксимация

Обозначим 𝒵 = 𝒳 × 𝒴, тогда z ∈ 𝒵 означает z = (x , y),
где x ∈ 𝒳 , y ∈ 𝒴
𝜙(z) = 𝜙(x , y), и 𝜙(z , 𝜉) = 𝜙(x , y , 𝜉).
Оценка градиента:

g(z , 𝜉, e) =
n

2𝜏
(𝜙(z + 𝜏e, 𝜉)− 𝜙(z − 𝜏e, 𝜉))

(︂
ex
−ey

)︂
,

где e ∈ ℛ𝒮n
2(1) (случайный вектор, равномерно

распределенный на евклидовой сфере) и некоторая
положительная константа 𝜏 .
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Сглаженная задача

Cглаженная версия фукнции 𝜙(z):

𝜙(z) = Ee [𝜙(z + 𝜏e)]

Свойства:
1 Сглаженная версия функции является так же

выпукло-вогнутой функцией
2 Сглаженая версия функции является непрерыно

дифферренцируемой функцией
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Проксимальная настройка

Определение

Функция d(z) : 𝒵 → R называется прокс-функцией, если
d(z) является 1-сильно выпуклой по отношению к
‖ · ‖-норме и дифференцируемой на 𝒵 функцией.
Дивергенция Брегмана:
Vz(w) = d(z)− d(w)− ⟨∇d(w), z − w⟩.
Прокс-оператор: proxx(𝜉) = argminy∈𝒵 (Vx(y) + ⟨𝜉, y⟩)
Диаметр Брегмана: Ω𝒵 множества 𝒵 по отношению к
Vz1(z2):

Ω𝒵 = max{
√︀

2Vz1(z2) : z1, z2 ∈ 𝒵}
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Алгоритм zoSPA

Algorithm 1 Zeroth-Order Saddle-Point Algorithm (zoSPA)

Input: Iteration limit N.
Let z1 = argmin

z∈𝒵
d(z).

for k = 1, 2, . . . ,N do
Sample ek , 𝜉k independently.
Initialize 𝛾k .
zk+1 = proxzk (𝛾kg(zk , 𝜉k , ek))

end for
Output: z̄N ,

где

z̄N =
1
ΓN

(︃
N∑︁

k=1

𝛾kzk

)︃
, ΓN =

N∑︁
k=1

𝛾k .
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Основные Леммы

Лемма 1

Для g(z , 𝜉, e) выполнены следующие условия:

E
[︀
‖g(z , 𝜉, e)‖2

q

]︀
≤ 2

(︂
cnM2 +

n2Δ2

𝜏2

)︂
a2
q,

где c - некоторая положительная константа (независимо от n), а aq
определяется следующим образом:

a2
q = min{2q − 1, 32 log n − 8}n

2
q −1, ∀n ≥ 3

Лемма 2

Определим Δk = g(zk , 𝜉k , ek)− Eek [g(zk , 𝜉k , ek)]. Пусть
D(u) =

∑︀N
k=1 𝛾k⟨Δk , u − zk⟩. Тогда мы имеем

E
[︂
max
u∈𝒵

D(u)

]︂
≤ Ω2 +

ΔΩnaq
𝜏

N∑︁
k=1

𝛾k +M2
all

N∑︁
k=1

𝛾2
k .
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Сходимость метода

Теорема

Пусть шаг Алгоритма 1 𝛾k = Ω
Mall

√
N

. Tогда скорость
сходимости Алгоритма 1:

E [𝜀sad(z̄N)] ≤ 3MallΩ√
N

+
ΔΩnaq

𝜏
+ 2𝜏M,

где Ω есть диаметр множества 𝒵, M2
all = 2

(︁
cnM2 + n2Δ2

𝜏2

)︁
a2
q и

𝜀sad(z̄N) = max
y ′∈𝒴

𝜙(x̄N , y
′)− min

x ′∈𝒳
𝜙(x ′, ȳN),
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Сходимость метода

Следствие
При допущениях Теоремы пусть 𝜀 будет точность решения
седловой задачи, полученная с помощью алгоритма 1.
Предположим, что

𝜏 = Θ
(︁ 𝜀

M

)︁
, Δ = 𝒪

(︂
𝜀2

MΩnaq

)︂
,

тогда количество итераций N для нахождения 𝜀-решения

N = 𝒪

(︃
Ω2M2n2/q

𝜀2 C 2(n, q)

)︃
,

где C (n, q) = min{2q − 1, 32 log n − 8}.
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Сходимость метода

p, (1 6 p 6 2) q, (2 6 q 6 ∞) N, Количесво итераций

p = 2 q = 2 𝒪
(︁
Ω2M2

𝜀2
n
)︁

p = 1 q = ∞ 𝒪
(︁
Ω2M2

𝜀2
log2(n)

)︁
Сводка оценок сходимости для негладкого случая: p = 2 и p = 1.

Количество итераций для зеркального спуска
(Mirror Descent, А. Немировский)3: 𝒪

(︁
Ω2M2

𝜀2

)︁

3 Ben-Tal A., Nemirovski A. Lectures on Modern Convex
Optimization: Analysis, Algorithms, and Engineering Applications. 2019.
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Матричная игра

Постановка задачи
Решается классическая седловая задача

min
x∈Δn

max
y∈Δk

[︁
yTCx

]︁
,

где Δn = {w ∈ Rn : ∀i → wi ≥ 0,
∑︀n

i=1 wi = 1}- вероятностный
симплекс.

Проксимальная настройка
Дивергенция Брегмана для данной задачи:

Vy (x) =
n∑︁

i=1

xi log xi/yi

расстояние Кульбака — Лейблера.
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Вычислительные эксперименты
Annotatsia_2020-06-23_112828_1.jpg

zoSPA с 0 - 40 % шума и Зеркальный спуск, примененные для
решения седловой задачи.
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На защиту выносится

Результаты
1 Представлен новый метод для решения негладкой

седловой задачи.
2 Данный алгоритм использует оракул нулевого порядка со

стохастическим и ограниченным детерминистическим
шумом.

3 Показано, что количество итераций предложенного метода
необходимых для нахождения решения с точностью 𝜀
отличается в Const(n, q) от градиентного аналога
(Mirror Descent).
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