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Аннотация

В работе рассматривается байесовский подход к задаче оценивания моде-
ли сигнала в рамках скрытой марковской модели. Задача решается с помощью
обобщенной процедуры динамического программирования. Предлагается спо-
соб моделирования тренда и сезонности в рамках линейной нормальной модели
нестационарной регрессии. Предложенная модель иллюстрируется на примере
задачи анализа ВВП. Описывается вычислительный эксперимент на модельных
данных, показывающий работоспособность предложенной модели.
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1 Введение

Сигналы являются, пожалуй, наиболее распространенными видами информа-
ции, ставшими в последние десятилетия типовыми объектами применения компью-
теров для анализа данных. Конечной целью анализа сигнала, как правило, является
принятие того или иного решения об их источнике, например, какое слово произне-
сено, если анализируется сигнал речи, либо какое слово написано, если к анализу
предъявлено изображение фрагмента рукописного либо печатного текста.

Под сигналом принято понимать любую физическую величину, изменяющую-
ся во времени. С формальной точки зрения сигнал есть функция скалярного ар-
гумента yt : T → Y, принимающая значения в некотором множестве yt ∈ Y. Мы
будем полагать, что множество значений аргумента T = {1, . . . , N}, которое далее
будем понимать как множество индексов элементов упорядоченного массива данных
Y = (yt, t = 1, . . . , N).

Существует широкий класс задач анализа сигналов, в которых требуется
для предъявленного сигнала Y = (yt, t = 1, . . . , N), Y ∈ Y , подобрать наибо-
лее подходящую модель X̂ из некоторого класса моделей X ∈ X . Применительно
к сигналам, естественно различать стационарные модели, передающие общую фор-
му предъявленного сигнала в пределах всей области определения t ∈ T, и нестаци-
онарные модели, призванные отражать изменение некоторого локального свойства
сигнала вдоль его дискретной оси. Например, среднее значение сигнала является
стационарной моделью, а локальное среднее значение — нестационарной моделью.
Нестационарную модель сигнала следует искать в виде последовательности локаль-
ных моделей либо значений изменяющегося параметра некоторой общей локальной
модели в каждой точке оси сигнала X = (xt, t = 1, . . . , N). Таким образом, требуется
для предъявленного сигнала Y подобрать наиболее подходящую модель в виде неко-
торого другого сигнала X = (xt, t = 1 . . . N), принимающего значения из некоторого
другого множества xt ∈ X. Сигнал Y будем называть наблюдаемым, а сигнал X —
скрытым.

В качестве априорной информации часто оказывается естественным принять
предположение, что локальная модель изменяется, в основном, достаточно плавно,
так что смежные локальные модели xt−1 и xt, скорее всего, близки друг к другу за
исключением, быть может, относительно редких скачков.

В задаче анализа сигнала речи роль нестационарной модели играет последова-
тельность мгновенных спектров сигнала xt = (x1t , . . . , x

n
t ) ∈ X = Rn [5].

При анализе данных о доходностях ценных бумаг и оценивании изменяюще-
гося состава портфеля инвестиционной компании [2, 4, 5, 7] общий объем капи-
тала z

(p)
t всегда секретен, но компания обязана каждый день сообщить отноше-

ние r
(p)
t =

z
(p)
t −z

(p)
t−1

z
(p)
t−1

, называемое дневной доходностью портфеля. При некоторых

предположениях оказывается, что r
(p)
t =

n∑
i=1

x
(i)
t r

(i)
t , где x

(i)
t — доля i-ого актива в

портфеле. Тогда совокупность значений доходностей портфеля и потенциальных
активов, из которых он может быть составлен, образует анализируемый вектор-
ный сигнал yt = (r

(p)
t , r

(i)
t , i = 1, . . . , n), а искомое долевое распределение капитала

xt = (x
(i)
t , i = 1, . . . , n) ∈ Rn представляет собой нестационарную модель этого сиг-

нала, подлежащую оцениванию.
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В задача сглаживания сигнала [4] наблюдаемый сигнал yt = xt + ξt, где скры-
тый сигнал xt есть сглаженный сигнал, который необходимо восстановить, а ξt —
аддитивный нормальный шум. Если обозначить

x1t = xt,

x2t = x1t = x1t−1,

x3t = x2t − x2t−1,

. . . ,

xnt = xn−1
t − xn−1

t−1 ,

(1.1)

xt = (x1t , . . . , x
n
t ) ∈ Rn, yt = (1, 0, . . . , 0)T ∈ Rn, то анализируемый сигнал может быть

представлен моделью yt = xT
t yt + ξt. Тогда X = (xt, t = 1, . . . , N) — искомая после-

довательность скрытых переменных. Предположение о гладкости (n− 1)-ого поряд-
ка выражается в том, что соответствующая разность (1.1) изменяется «не слишком
сильно» между соседними точками оси аргумента.

Часто в практических задачах возникает необходимость определить тренд на-
блюдаемого сигнала и его периодическую составляющую — сезонные колебания.
В данной работе предложен способ моделирования тренда и сезонности в рамках
линейной нормальной модели нестационарной регрессии. В разделе 2 рассматрива-
ется байесовский подход к задаче оценивания скрытой модели сигнала, определяется
марковская модель скрытого сигнала и формулируется оптимизационная задача, ре-
шением которой является искомый сигнал. В разделе 3 вводятся понятия функций
Беллмана и маргинальных функций, рассматривается обобщенная процедура дина-
мического программирования для решения поставленной оптимизационной задачи,
определяется линейная нормальная модель сигнала и рассматриваются процедуры
фильтрации и интерполяции, решающие поставленную задачу в рамках этой моде-
ли. В разделе 4 рассматриваются модели тренда и сезонности, затем предложенные
модели объединяются с линейной нормальной моделью сигнала и иллюстрируются
на задаче анализа ВВП. В разделе 5 описан вычислительный эксперимент на мо-
дельных данных.

2 Постановка задачи оценивания скрытой компо-
ненты

2.1 Байесовский подход к оцениванию модели сигнала

Рассмотрим двухкомпонентный процесс (X, Y ) = [(xt, yt), t = 1, . . . , N ], в кото-
ром наблюдаемая компонента Y = (yt, t = 1, . . . , N), yt ∈ Y, есть подлежащий
анализу сигнал, а скрытая компонента X = (xt, t = 1 . . . N), xt ∈ X, интерпре-
тируется как его искомая нестационарная модель. Байесовский подход предполагает
наличие вероятностного распределения H(X,Y ) на множестве всех реализаций двух-
компонентного процесса (X,Y ) ∈ X ×Y . Также предполагается наличие априорного
распределения Ψ(X) на множестве моделей и условного распределения Φ(Y |X).

H(X, Y ) = Ψ(X)Φ(Y |X).
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Определено также апостериорное распределение

P (X|Y ) =
H(X, Y )∫

X′∈X
H(X ′, Y )dX ′ =

Ψ(X)Φ(Y |X)∫
X′∈X

Ψ(X ′)Φ(Y |X ′)dX ′ .

Пусть оператор оценивания скрытой компоненты по наблюдаемой имеет вид
X̂(Y ) и задана функция потерь λ(X, X̂) : X × X → R — «штраф за несовпа-
дение» оценки и истиной реализации. Оптимальной будем считать оценку, мини-
мизирующую средний риск ошибки — математическое ожидание функции потерь
r[X̂] = M(λ(X, X̂)). Сингулярная функция потерь λ(X, X̂) = 1 − δ(X, X̂) приводит
к оптимизационной задаче максимизации апостериорной плотности распределения
скрытого процесса [5]:

X̂(Y ) = arg max
X∈XN

[log Ψ(X) + log Φ(Y |X)] . (2.1)

2.2 Скрытая марковская модель сигнала

В рамках этой модели скрытый процесс будем считать марковским, т.е. для
условных плотностей распределения выполнено

ψt(xt|x1, . . . , xt−1) = ψt(xt|xt−1).

Таким образом, в дальнейшем мы будем предполагать, что априорная плотность рас-
пределения скрытого процесса Ψ(X) задана как плотность распределения марков-
ского случайного процесса. Причем будем считать, что имеется некоторая априорная
информация о значении процесса в момент t = 0, выраженная в виде безусловной
плотности распределения ψ0(x0). Тогда полагая, что X = (xt, t = 0, 1, . . . , N), полу-
чаем

Ψ(X) = ψ0(x0)
N∏
t=1

ψt(xt|xt−1). (2.2)

Также будем считать, что каждое из мгновенных условных распределений на-
блюдаемого процесса определяется единственным значением скрытого процесса в
текущий момент времени:

φt(yt|y1, . . . , yt−1, X) = φt(yt|y1, . . . , yt−1, xt). (2.3)

Обозначим через Y t = (ys, s ≤ t) фрагмент наблюдаемого процесса, заканчива-
ющийся справа моментом t, рассматриваемым как последний момент наблюдения.
Будем называть фильтрационной условную плотность распределения значения скры-
той компоненты в текущий момент времени при известных значениях наблюдаемой
компоненты вплоть до текущего момента:

pt|t(xt) = pt(xt|Y t). (2.4)

Также будем называть интерполяционной условную плотность распределения значе-
ния скрытой компоненты в текущий момент времени при всех известных значениях
наблюдаемой компоненты:

pt|N(xt) = pt(xt|Y ). (2.5)
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Задачей фильтрации назовем задачу нахождения оптимальной оценки скрытой пе-
ременной x̂t, если известен только фрагмент наблюдаемого процесса Y t, а задачей
интерполяции — задачу нахождения оптимальной оценки скрытой переменной x̂t,
если известен весь наблюдаемого процесс Y . Из определения видно, что решение
задачи интерполяции есть искомое оптимальное значение скрытых переменных.

2.3 Постановка задачи динамического программирования

Для определения байесовской оценки скрытого процесса в случае сингулярной
функции потерь надо решить задачу оптимизации (2.1). Согласно предположению о
связи наблюдаемого случайного процесса со скрытым процессом (2.3) первый член
есть сумма, в которой каждое слагаемое связано с очередной точкой интервала на-
блюдения и зависит только от одного значения скрытого процесса:

logφ(Y |X) =
N∑
t=1

logφt(yt|Y t−1;xt).

В силу предположения о марковском свойстве скрытого процесса (2.2) второй член
также является суммой по точкам интервала наблюдения, причем слагаемые этой
суммы, кроме нулевого слагаемого, зависят от пар смежных значений скрытого про-
цесса:

log Ψ(X) = logψ0(x0) +
N∑
t=1

logψt(xt|xt−1).

Вводя обозначения

η0(x0) = logψ0(x0), ηt(xt|Y t) = logφt(yt|Y t−1; xt), (2.6)
γt(xt−1, xt) = logψt(xt|xt−1), t = 1, . . . , N, (2.7)

приходим к следующей оптимизационной задаче для оценки скрытого процесса:
X̂(Y ) = [x̂0(Y ), . . . , x̂N(Y )] = argmax

X∈X
J(x0, . . . , xN |Y ),

J(x0, . . . , xN |Y ) =
N∑
t=0

ηt(xt|Y t) +
N∑
t=1

γt(xt−1, xt).
(2.8)

Функции ηt(xt|Y t) будем называть узловыми, а функции γt(xt−1, xt) — функциями
связи.

3 Оценивание скрытого марковского процесса

Задачи оптимизации вида (2.8) детально рассмотрены в работе [6]. Они реша-
ются с помощью метода динамического программирования, изначально изложенного
в [1].
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3.1 Функции Беллмана. Прямое и обратное рекуррентные со-
отношения

Рассмотрим последовательность частичных целевых функций Jt(x0, . . . , xt), в
точности повторяющих структуру полной функции (2.8) с тем единственным разли-
чием, что суммирование ведется лишь по аргументам, индексы которых не превос-
ходят текущего значения t:

Jt(x0, . . . , xt|Y t) =
t∑

s=0

ηs(xs|Y s) +
t∑

s=1

γt(xs−1, xs). (3.1)

Центральная идея метода динамического программирования заключается в понятии
последовательности функций Беллмана одного аргумента Jt|t(xt), каждая из кото-
рых равна минимальному значению соответствующей частичной функции по всем
переменным, кроме последней:

Jt|t(xt) = min
x0,...,xt−1

Jt(x0, . . . , xt|Y t).

Теорема 3.1 Функции Беллмана связаны рекуррентным соотношением

Jt|t(xt) = ηt(xt|Y t) + min
xt−1∈X

[
γt(xt−1, xt) + Jt−1|t−1(xt−1)

]
. (3.2)

Эта теорема позволяет определять функции Беллмана последовательно для возрас-
тающих моментов времени, начиная с известной нулевой функции. Непосредственно
из определения (3.1) следует, что точка минимума функции Беллмана Jt|t(xt) дает
решение задачи фильтрации. Решение задачи фильтрации в последней точке x̂N |N
является также решением задачи интерполяции. Остальные элементы искомого ре-
шения могут быть найдены путем применения обратного рекуррентного соотноше-
ния, представляющего собой обращенную форму прямого соотношения (3.2):

x̂t−1|N = arg min
xt−1∈X

[
γt(xt−1, xt) + Jt−1|t−1(xt−1)

]
. (3.3)

3.2 Маргинальные функции

Рассмотрим последовательность маргинальных функций

Jt|N(xt) = min
xs,s̸=t

J(x0, . . . , xN |Y ). (3.4)

Теорема 3.2 Маргинальные функции удовлетворяют следующему обратному ре-
куррентному соотношению:

Jt−1|N(xt−1) = min
xt∈X

{
Jt|N(xt) +

[
Jt−1|t−1(xt−1) + γt(xt−1, xt)

]
−

min
x′
t−1∈X

[
Jt−1|t−1(x

′
t−1) + γt(x

′
t−1, xt)

] }
.

(3.5)

По своему определению (3.4) маргинальные функции дают оптимальные значения
скрытых переменных

x̂t|N = arg min
xt∈X

Jt|N(xt),
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которые, вообще говоря, могут быть вычислены и непосредственно по рекуррент-
ному правилу (3.3). Однако предварительное вычисление маргинальных функций
позволяет получить дополнительную информацию о форме целевой функции в точ-
ке минимума, которая часто оказывается не менее важной, чем сами оптимальные
значения переменных.

Доказательства теорем 3.1 и 3.2 можно найти, например, в [5].

3.3 Линейная нормальная модель

Во введении мы говорили, что в качестве априорной информации о скрытой ком-
поненте естественно взять предположение о «близости» смежных локальных моделей
xt−1 и xt. Одной из самых простых и в то же время часто встречаемых на практике
форм такой близости является линейная связь. Как это часто бывает на практике,
каждое следующее значение оказывается зашумленным. Мы будем рассматривать
нормальный шум с нулевым математическим ожиданием. Пусть в каждый момент
времени скрытой компоненте отвечает вектор скрытых переменных xt ∈ Rn, наблю-
даемой компоненте — скалярная величина yt ∈ R. Предположим также зашумлен-
ную линейную связь между наблюдаемой и скрытой компонентой. Таким образом,
мы определелили линейную нормальную модель:

xt = Vtxt−1 + εt, t = 2, . . . , N ;

yt = cTt xt + ξt, t = 1, . . . , N ;

Vt [n× n], M(εt) = 0, M(εtε
T
s ) = 0 при t ̸= s,

Cov(εt) =M(εtε
T
t ) = σ2U−1

t ;

ct [n× 1], M(ξt) = 0, D(ξt) = σ2
y, M(ξt1ξt2) = 0 при t1 ̸= t2, M(εtξs) = 0.

(3.6)

Здесь U−1
t — ковариационные матрицы внутреннего шума, Ut — матрицы точности

внутреннего шума.
Будем полагать, что аддитивные шумы εt и ξt нормальны

ψ(εt) = N (0, σ2U−1
t ), φ(ξt) = N (0, σ2),

а также нормально распределено случайное начальное значение скрытого процесса

ψ0(x0) = N (x̂0|0,B
−1
0|0) (3.7)

с некоторым известным математическим ожиданием x̂0|0 и известной ковариацион-
ной матрицей B−1

0|0. Очевидно, что условные распределения ψt(xt|xt−1) и φt(yt|xt)
также нормальны:

ψt(xt|xt−1) = N (Vtxt−1, σ
2U−1

t ),
φt(yt|xt) = N (cTt xt, σ

2).

3.4 Процедуры фильтрации и интерполяции для линейной
нормальной модели

В рамках линейной нормальной модели для узловых функций (2.6) и функций
связи (2.7) имеем

ηt(xt|Y t) = logφt(yt|xt) =

{
− log σ − 1

2
log(2π)

}
− 1

2σ2
(yt − cTt xt)

2, (3.8)
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γt(xt−1, xt) = logψt(xt|xt−1) =
{
− log σ − n

2
log(2π)− 1

2
log |U−1

t |
}
−

1
2σ2 (xt −Vtxt−1)

TUt(xt −Vtxt−1).
(3.9)

Очевидно, что слагаемые, являющиеся константами относительно целевых перемен-
ных (значений скрытого процесса) могут быть отброшены. Кроме того, все узловые
функции и функции связи имеют общий множитель 1

2σ2 , который также можно от-
бросить. Как следствие, результат обработки сигнала не будет зависеть от принятой
дисперсии шума наблюдения σ2, поскольку он входит также и в ковариационную
матрицу внутреннего шума скрытого процесса σ2U−1

t .
Минимизация критерия (2.8) может быть осуществлена по схеме динамического

программирования — с помощью процедур фильтрации и интерполяции.
Суть процедуры фильтрации заключается в вычислении фильтрационных плот-

ностей распределения (2.4). С помощью рекуррентного соотношения (3.2) можно
показать [5], что в рамках линейной нормальной модели (3.6) и предположения о
нормальности начального значения скрытого процесса фильтрационные плотности
также распределены нормально: pt|t(xt) = N (x̂t|t,B

−1
t|t ), Bt|t — матрица точности.

Кроме того, процедура фильтрации сводится к рекуррентному определению матема-
тических ожиданий и ковариационных матриц фильтрационных плотностей:x̂t|t = Vtx̂t−1|t−1 +B−1

t|t ct
(
yt − cTt Vtx̂t−1|t−1

)
,

Bt|t = ctc
T
t +

(
VtB

−1
t−1|t−1V

T
t +U−1

t

)−1

.
(3.10)

Процедура начинается с t = 0, при котором из априорной модели (3.7) уже известны
математическое ожидание x̂0|0 и ковариационная матрица B−1

0|0 для случайного на-
чального значения скрытого вектора x0. В частности, если нет никакой априорной
информации о начальном значении x0, то это может быть легко выражено, например,
как

B−1
0|0 =


ρ 0 . . . 0
0 ρ . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . ρ

 , ρ→ ∞,

что даст B1|1 = ctc
T
t .

В ходе процедуры интерполяции вычисляются интерполяционные плотности
распределения (2.5). Интерполяционная плотность pN |N(xN) получена нами на по-
следнем шаге процедуры фильтрации. С помощью обратного рекуррентного соот-
ношения (3.3) можно показать [5], что в рамках линейной нормальной модели (3.6)
все интерполяционные плотности распределены нормально: pt|N(xt) = N (x̂t|N ,B

−1
t|N).

Кроме того, процедура интерполяции сводится к рекуррентному определению мате-
матических ожиданий и ковариационных матриц интерполяционных плотностей:

x̂t|N = x̂t|t +Ht

(
x̂t+1|N −Vt+1x̂t|t

)
,

B−1
t|N = HtB

−1
t+1|NH

T
t +

(
VT

t+1Ut+1Vt+1 +B−1
t|t

)−1

,

Ht = B−1
t|t V

T
t+1

(
Vt+1B

−1
t|t V

T
t+1 +U−1

t+1

)−1

.

(3.11)
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4 Модели тренда и сезонности

4.1 Модель тренда

Пусть трендовая часть наблюдаемого сигнала выражается полиномом степени
не выше k: g(t) = akt

k + · · ·+ a1t+ a0, k < N . Обозначим через gt значения полинома
в момент времени t.

Зная значения g(t0), . . . , g(tk), ti ̸= tj при t ̸= j, можно однозначно восстановить
все коэффициенты полинома и значение g(t) в любой момент времени. Действитель-
но, система линейных уравнений для определения коэффициентов имеет вид

a0 + a1t0 + · · ·+ akt
k
0 = g0,

a0 + a1t1 + · · ·+ akt
k
1 = g1,

. . . ,

a0 + a1tk + · · ·+ akt
k
k = gk.

Ее определитель называется определителем Вандермонда, и он отличен от нуля, если
ti ̸= tj при t ̸= j:

det


1 t0 . . . tk0
1 t1 . . . tk1
...

... . . . ...
1 tk . . . tkk

 =
k∏

i,j=1

(ti − tj), 0 ≤ j < i ≤ k.

Утверждение 4.1 ∀t gt+k+1 = α0gt + α1gt+1 + · · ·+ αkgt+k =
k∑

i=0

αigt+i, причем коэф-

фициенты α0, . . . , αk не зависят от коэффициентов конкретного полинома a0, . . . , ak,
а только от его степени k и задаются выражением

αi = (−1)k−iCi
k+1. (4.1)

Доказательство.
Введем функции ϕi

k(t) — полиномы степени k, каждый из которых сопоставлен
со своей точкой ti = t+ i таким образом, что

ϕi
k(tj) = δij =

{
1, если i = j,
0, иначе.

Легко угадать явное выражение для ϕi
k(t):

ϕi
k(t) =

k∏
j=0,j ̸=i

t− tj
ti − tj

.

Теперь можно написать явное выражение для полинома g(t), называемое формулой
Лагранжа для интерполяционного полинома [3]:

g(t) = gt =
k∑

j=0

gjϕ
i
k(t). (4.2)
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При t = tk+1 получаем выражение для коэффициентов α0, . . . , αk:

αi = ϕi
k(tk+1) =

k∏
j=0,j ̸=i

tk+1 − tj
ti − tj

=
k∏

j=0,j ̸=i

t+ k + 1− (t+ j)

t+ i− (t+ j)
= (−1)k−iCi

k+1.

�
Тогда можно записать  gt

...
gt+k

 = V g

 gt−k−1
...

gt−1

 , (4.3)

где матрица V g размера [(k + 1)× (k + 1)] зависит только от степени полинома k.

4.2 Модель сезонности

Пусть сезонная (периодическая) часть наблюдаемого сигнала выражается l гар-

мониками: h(t) = a0 +
l∑

i=1

ai cos(Ωit) + bi sin(Ωit), Ω1, . . .Ωl фиксированы. Обозначим

через ht значения h(t). Зная 2l+ 1 значений h(t0), . . . , h(t2l), можно однозначно вос-
становить коэффициенты a0, a1, . . . , al и b1, . . . , bl и значение h(t) в любой момент
времени.

Рассмотрим случай Ωi = 2πi.

Утверждение 4.2 ∀t ht+2l+1 = α0ht + α1ht+1 + · · · + α2lht+2l =
2l∑
i=0

αiht+i, причем

коэффициенты α0, . . . , α2l не зависят от коэффициентов a0, a1, . . . , al и b1, . . . , bl, а
только от l.

Доказательство.
Для тригонометрической интерполяции существует аналог формулы Лагранжа

(4.2):

h(t) =
2l∑
i=0

hi

2l∏
j=0, j ̸=i

sin
(

t−tj
2

)
sin

(
ti−tj
2

) .
Отсюда при t = t2l+1 непосредственно получается выражение для коэффициентов
α0, . . . , α2l:

αi =
2l∏

j=0, j ̸=i

sin
(

t+2l+1−(t+j)
2

)
sin

(
t+i−(t+j)

2

) =
2l∏

j=0, j ̸=i

sin
(
2l+1−j

2

)
sin

(
i−j)
2

) . (4.4)

�
Тогда можно записать  ht

...
ht+2l

 = V h

 ht−2l−1
...

ht−1

 , (4.5)

где матрица V h размера [(2l + 1)× (2l + 1)] зависит только от l.
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4.3 Скрытые переменные тренда и сезонности

Объединим линейную нормальную модель (3.6) с моделями тренда (4.3) и сезон-
ности (4.5). Для это в каждый момент времени t добавим к скрытому вектору xt век-
тор тренда gt = (g1t , . . . , g

k+1
t )T и вектор сезонности ht = (h1t , . . . , h

2l+1
t ). Размерность

полученного вектора скрытых переменных zt = (xT
t ,g

T
t ,h

T
t )

T равна ñ = n+k+2l+2,
здесь n — размерность xt.

Компоненты тренда и сезонности будем считать незашумленными, тогда для них
справедливы соотношения (4.3) и (4.5). Так как мы рассматриваем тренд и перио-
дическую составляющую наблюдаемого сигнала yt, то соответствующие координаты
вектора ct единичны:

cn+1
t = cn+2

t = · · · = cñt = 1.

Обозначим ct =


cxt
1
...
1

 [ñ× 1].

Отсутствию шума в компонентах тренда и сезонности соответствует нулевой
шумовой вектор, поэтому шумовой вектор для всех скрытой компоненты

εt =


εxt
0
...
0

 [ñ× 1] .

Получаем следующую модель:{
zt = Vtzt−1 + εt, t = 2, . . . , N ;

yt = cTt zt + ξt = (cxt )
Txt + g1t + · · ·+ gk+1

t + h1t + · · ·+ h2l+1
t + ξt.

(4.6)

Здесь

Vt =

 Vx
t 0 0
0 V g 0
0 0 V h

 [ñ× ñ],

xt = Vx
t xt−1 + εxt , Vx

t [n× n],

gt = Vggt−1, Vg [(k + 1)× (k + 1)], (4.7)

ht = Vhht−1, Vh [(2l + 1)× (2l + 1)]. (4.8)

Для шума справедливы соотношения

M(εxt ) = 0, M(εxt (ε
x
s)

T ) = 0 при t ̸= s,
M(ξt) = 0, D(ξt) = σ2

y, M(ξt1ξt2) = 0 при t1 ̸= t2, M(εxt ξs) = 0.
Cov(εxt ) =M(εxt (ε

x
t )

T ) = σ2(Ux
t )

−1, (Ux
t )

−1 (n× n),
Cov(εt) =M(εtε

T
t ) = σ2U−1

t ,

где

U−1
t =

(
(Ux

t )
−1 0

0 0

)
[ñ× ñ]. (4.9)
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Замечание 4.1 В данной модели одному моменту времени t соответствуют сразу
несколько значений тренда и сезонности: (k+ 1) значение тренда и (2l+ 1) значение
сезонности. Однако такая модель имеет физический смысл в часто встречающемся
на практике случае, когда наблюдаемый сигнал Y = (yt, t = 1, . . . , N) есть дис-
кретизация некоторой непрерывной величины y(t). Тогда, например, наличие (k+1)
значения тренда можно интерпретировать как разбиение интервала (t−1, t) на (k+1)
часть. Таким образом, трендовая и сезонная компоненты определены на более точ-
ной дискретизации по времени, то есть на более мелком разбиении всего интервала
времени (1, N).

Замечание 4.2 К данной модели напрямую не применимы процедуры фильтрации
(3.10) и интерполяции (3.11) в силу необратимости ковариационной матрицы шума
(4.9). В этом случае для получения корректных процедур следовало бы в рекуррент-
ных соотношениях (3.2) и (3.3) проводить минимизацию не по всем возможным зна-
чениям вектора скрытых переменных xt ∈ Rn, а ввести линейные ограничения вида
(4.7) и (4.8). Однако в данной работе мы будем по-прежнему пользоваться процеду-
рами (3.10) и (3.11), искусственно вводя небольшой диагональный шум в компоненты
тренда и сезонности:

U−1
t =

(
σ2(Ux

t )
−1 0

0 εI

)
, (4.10)

где I — единичная матрица, ε мало по сравнению σ2.

4.4 Задача анализа ВВП

В данной задаче наблюдаемым процессом является ВВП за квартал yt,
t = 1 . . . N — кварталы. Скрытый процесс zt = (xT

t ,g
T
t ,h

T
t )

T , где

xt =

 xt,1
xt,2
xt,3

 — сигнал без учета тренда и сезонности для квартала,

gt =

 gt,1
gt,2
gt,3

 — тренд за квартал,

ht =

 ht,1
ht,2
ht,3

 — сезонность за квартал.

Компоненты скрытого процесса xt, gt, ht будем называть скрытыми компонен-
тами. Каждая из скрытых компонент состоит из трех отсчетов, что соответствует
отсчетам за месяц. Подобное разделение сигнала по времени (по кварталам и меся-
цам) обусловлено особенностями прикладной задачи.

Общая модель соответствует полученной ранее (4.6), для нее справедливы все
соотношения, полученные в разделе 4.3. Модель наблюдения сигнала

yt = cT (xt + gt + ht) + ξt = cTzt + ξt =
xt,1 + xt,2 + xt,3 + gt,1 + gt,2 + gt,3 + ht,1 + ht,2 + ht,3 + ξt,
t = 1, . . . , N,

(4.11)

где c = (1 . . . 1)T [9× 1].
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M(ξt) = 0, D(ξt) = σ2
y, M(ξt1ξt2) = 0 при t1 ̸= t2.

Введем помесячную индексацию скрытых компонент τ = 3(t−1)+k, τ = 1 . . . 3N
— месяцы:

xt,k = xτ = x3(t−1)+k,
gt,k = gτ = g3(t−1)+k,
ht,k = hτ = h3(t−1)+k,
t = 1 . . . N – кварталы, k = 1, 2, 3 – номера месяцев в квартале.

Модели скрытых компонент:

xτ = xτ−1 + ητ , τ = 2, . . . , 3N ; (4.12)
gτ = 3gτ−1 − 3gτ−2 + gτ−3, τ = 4, . . . , 3N ; (4.13)

hτ = 2

[
cos

(
2π

T

)]
hτ−1 − hτ−2, τ = 3, . . . , 3N. (4.14)

M(ητ ) = 0, D(ητ ) = σ2
x, M(ητ1ητ2) = 0 при τ1 ̸= τ2. (4.15)

Модель тренда (4.13) предполагает не более чем квадратичный тренд на после-
довательности месяцев. Модель сезонности (4.14) предполагает одну гармонику —
периодический сигнал с периодом T и некоторой фазой. В задаче анализа ВВП пе-
риодом является, как правило, год, поэтому T = 12. Далее будем обозначать Ω = 2π

T
.

Выражения (4.13) и (4.14) получены из общих формул (4.1) и (4.4).
Получим выражения для матриц Vx, Vg, Vh, (Ux)−1 из общей модели (4.6).

Скрытая компонента xt
xτ = xτ−1 + ητ ,

xτ+1 = xτ + ητ+1 = xτ−1 + ητ + ητ+1,

xτ+2 = xτ+1 + ητ+2 = xτ−1 + ητ + ητ+1 + ητ+2.

Тогда, считая τ = 3(t− 1) + 1, получаем

xt =

 xt,1
xt,2
xt,3

 =

 x3(t−1)+1

x3(t−1)+2

x3(t−1)+3

 =

 xτ
xτ+1

xτ+2

 = Vx

 xτ−3

xτ−2

xτ−1

+ ζt = Vxxt−1 + ζt,

(4.16)

где Vx =

 0 0 1
0 0 1
0 0 1

, ζt =

 ητ
ητ + ητ+1

ητ + ητ+1 + ητ+2

.

Из свойств шума (4.15) нетрудно получить, что M(ζt) = 0,
M(ζtζ

T
t ) = σ2

x(U
x)−1, M(ζtζ

T
s ) = 0 при t ̸= s, где

(Ux)−1 =

 1 1 1
1 2 2
1 2 3

 .
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Скрытая компонента тренда gt


gτ = 3gτ−1 − 3gτ−2 + gτ−3,

gτ+1 = 3gτ − 3gτ−1 + gτ−2 = 6gτ−1 − 8gτ−2 + 3gτ−3,

gτ+2 = 3gτ+1 − 3gτ + gτ−1 = 10gτ−1 − 15gτ−2 + 6gτ−3.

Тогда, считая τ = 3(t− 1) + 1, получаем

gt =

 gt,1
gt,2
gt,3

 =

 g3(t−1)+1

g3(t−1)+2

g3(t−1)+3

 =

 gτ
gτ+1

gτ+2

 = Vg

 gτ−3

gτ−2

gτ−1

 = Vggt−1, (4.17)

где Vg =

 1 −3 3
3 −8 6
6 −15 10

.

Скрытая компонента сезонности ht


hτ = 2 cos(Ω)hτ−1 − hτ−2,

hτ+1 = 2 cos(Ω)hτ − hτ−1 = (4 cos2(Ω)− 1)hτ−1 − 2 cos(Ω)hτ−2,

hτ+2 = 2 cos(Ω)hτ+1 − hτ =
(
8 cos3(Ω)− 4 cos(Ω)

)
hτ−1 − (4 cos2(Ω)− 1)hτ−2.

Тогда, считая τ = 3(t− 1) + 1, получаем

ht =

 ht,1
ht,2
ht,3

 =

 h3(t−1)+1

h3(t−1)+2

h3(t−1)+3

 =

 hτ
hτ+1

hτ+2

 = Vh

 hτ−3

hτ−2

hτ−1

 = Vhht−1, (4.18)

где Vh =

 0 −1 2 cos(Ω)
0 −2 cos(Ω) 4 cos2(Ω)− 1
0 −(4 cos2(Ω)− 1) 8 cos3(Ω)− 4 cos(Ω)

.

Объединяя выражения (4.11), (4.16), (4.17), (4.18), а также добавляя в соответ-
ствии с (4.10) небольшой диагональный шум к компонентам тренда и сезонности,
получаем модель вида (4.6):

{
zt = Vzt−1 + εt, t = 2, . . . , N ;

yt = cTzt + ξt, t = 1, . . . , N ;
(4.19)
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где zt = (xt,gt,ht)
T ,

c = (1 . . . 1)T [9× 1];

V =

 Vx 0 0

0 Vg 0

0 0 Vh

 [9× 9],

Vx =

 0 0 1

0 0 1

0 0 1

 ,

Vg =

 1 −3 3

3 −8 6

6 −15 10

 ,

Vh =

 0 −1 2 cos(Ω)

0 −2 cos(Ω) 4 cos2(Ω)− 1

0 −(4 cos2(Ω)− 1) 8 cos3(Ω)− 4 cos(Ω)

 ;

(4.20)

M(εt) = 0, M(εtε
T
s ) = 0 при t ̸= s,

M(εtε
T
t ) = σ2

xU
−1 = σ2

x

(
(Ux)−1 0

0 εI

)
[9× 9], (4.21)

(Ux)−1 =

 1 1 1
1 2 2
1 2 3

 ;

M(ξt) = 0, D(ξt) = σ2
y, M(ξt1ξt2) = 0 при t1 ̸= t2.

Необходимо по наблюдаемому процессу yt восстановить скрытый сигнал xt, t =
1 . . . N .

5 Вычислительный эксперимент

Для демонстрации результатов теоретической части работы был проведен вы-
числительный эксперимент на модельных данных. Был взят квадратичный тренд
g(τ) = −τ2+61τ−60

700
и сезонность h(τ) = 1.25 sin

(
2π
12
τ
)
. Начальное значение x1 = 0. Дис-

персии шумов брались равными σ2
x = σ2

y = 0.3. В соответствии с моделью порождения
данных (4.12)-(4.15) были сгенерированы сигналы xτ , gτ , hτ , τ = 1, . . . 60, что со-
ответствует 60 месяцам или 5 годам. В соответствии с моделью (4.19) был получен
квартальный наблюдаемый сигнал (yt, t = 1, . . . , 20).

Для определения оптимальных скрытых параметров использовались процедуры
фильтрации (3.10) и интерполяции (3.11). Матрица V и вектор c брались из выра-
жения (4.20). Диагональный шум в матрице (4.21) брался равным ε = 10−5. Метод
реализован в среде MATLAB.

Результаты эксперимента представлены на Рис. 1-4. Видно, что неточности в
определении тренда и зашумленной компоненты скомпенсировали друг друга, обес-
печивая практически точное восстановление наблюдаемой компоненты. Причины
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ошибок в определении тренда и зашумленной компоненты в том, что при оптими-
зации критерия (2.8) в условиях линейной нормальной модели, то есть при узловых
функциях и функциях связи, определяемых выражениями (3.8) и (3.9) мы, факти-
чески, минимизируем сумму отклонений от наблюдаемой компоненты и от линейной
модели связи соседних скрытых переменных. Оптимальные в этих условиях тренд
и зашумленная компонента, могут, как мы видим, достаточно сильно отличаться от
заранее загаданных, давая при этом в сумме точную оценку наблюдаемой компонен-
ты.

Фактически, данный эксперимент показывает что один и тот же наблюдаемый
сигнал может быть образован в результате достаточно разных комбинаций трендо-
вой, сезонной и зашумленной компоненты. В связи с этим важно точно задавать
априорные предположения о тренде и сезонности конкретной практической задачи
в виде априорного математического ожидания и ковариационной матрицы скрытой
компоненты (3.7).
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Рис. 1: Зашумленная скрытая компонента
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Рис. 2: Скрытая компонента тренда
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Рис. 3: Скрытая компонента сезонности
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Рис. 4: Наблюдаемый сигнал

6 Заключение

Можно выделить следующие основные результаты.

• Предложен способ моделирования тренда и сезонности в рамках линейной нор-
мальной модели нестационарной регрессии.

• Предложенный метод реализован в среде MATLAB.

• Предложенные модели проиллюстрированы на задаче анализа ВВП.

• Проведен вычислительный эксперимент, который показал работоспособность
предложенного метода, но также и выявил некоторые его недостатки.

Направление дальнейших исследований — решение оптимизационной задачи с
линейными ограничениями, о которых говорится в Замечании 4.2.
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