
ППррииккллаадднныыее  ззааддааччии  ааннааллииззаа  ддаанннныыхх  

  

  

ССППЕЕККТТРРААЛЛЬЬННААЯЯ  ТТЕЕООРРИИЯЯ  ГГРРААФФООВВ  

  

  

ДДььяяккоонноовв  АА..ГГ..  

  

  

  

  

  

  

  

ММооссккооввссккиийй  ггооссууддааррссттввеенннныыйй  ууннииввееррссииттеетт  

ииммееннии  ММ..ВВ..  ЛЛооммооннооссоовваа  ((ММоосскквваа,,  РРооссссиияя))  



Спектральная теория графов 2 слайд из 42 Дьяконов А.Г. (Москва, МГУ) 
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ССппееккттррааллььннааяя  ттееоорриияя  ггррааффоовв  

  

SSppeeccttrraall  GGrraapphh  TThheeoorryy  

  

ииззууччааеетт  ссввооййссттвваа  ггррааффоовв  сс  ппооммоощщььюю  ааннааллииззаа  

      11))  ссооббссттввеенннныыхх  ззннааччеенниийй,,  

      22))  ссооббссттввеенннныыхх  ввееккттоорроовв,,  

      33))  ххааррааккттееррииссттииччеессккиихх  ппооллииннооммоовв  

ммааттрриицц,,  ккооттооррыыее  ссввяяззаанныы  сс  ггррааффааммии::  

      11))  ммааттррииццаа  ссооппрряяжжёённннооссттии,,  

      22))  ммааттррииццаа  ЛЛааппллаассаа,,  

      33))  ббееззззннааккооввааяя  ммааттррииццаа  ЛЛааппллаассаа..  

  

ССппееккттрр  ккооннееччннооггоо  ггррааффаа  ––  ссппееккттрр  ееёё  ммааттррииццыы  ссммеежжннооссттии,,  

ссппееккттрр  ЛЛааппллаассаа  ––  ссппееккттрр  ммааттррииццыы  ЛЛааппллаассаа  ггррааффаа  [[ддааллььшшее]]..  

  

ССппееккттррыы  ннее  ззааввииссяятт  оотт  ннууммееррааццииии  ввеерршшиинн..  
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ССппееккттрр  

––  ммууллььттииммнноожжеессттввоо  ссооббссттввеенннныыхх  ззннааччеенниийй..  

  

ГГррааффыы  сс  ооддииннааккооввыыммии  ссппееккттррааммии  ––  ииззооссппееккттррааллььнныыее..  

  

ИИззооссппееккттррааллььнныыее  ггррааффыы  ннее  ввссееггддаа  ииззооммооррффнныы::  4,1K   ии  14 KC  ..  

  

[[SSkkiieennaa,,  SS..  IImmpplleemmeennttiinngg  DDiissccrreettee  MMaatthheemmaattiiccss::  CCoommbbiinnaattoorriiccss  aanndd  GGrraapphh  

TThheeoorryy  wwiitthh  MMaatthheemmaattiiccaa..  RReeaaddiinngg,,  MMAA::  AAddddiissoonn--WWeesslleeyy,,  pp..  8855,,  11999900..]]  

ЕЕщщёё  ппррииммеерр  ((иизз  ппооллииээддррааллььнныыхх  ггррааффоовв))..  

  

ТТееооррееммаа..  ППооччттии  ввссее  ддееррееввььяя  ииззооссппееккттррааллььнныы..  

  

ЕЕссттьь  ппееррееччеенньь  ииззввеессттнныыхх  ииззооссппееккттррааллььнныыхх  ггррааффоовв,,  ссмм..  

hhttttpp::////mmaatthhwwoorrlldd..wwoollffrraamm..ccoomm//CCoossppeeccttrraallGGrraapphhss..hhttmmll  
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ССппееккттрр  

  

ММааттррииццаа  ссооппрряяжжёённннооссттии  ннееооррииееннттииррооввааннннооггоо  ггррааффаа  ссииммммееттррииччннааяя  

  

ссооббссттввеенннныыее  ззннааччеенниияя  ввеещщеессттввеенннныыее,,  

ссуущщеессттввууеетт  ббааззиисс  иизз  ооррттооннооррммиирроовваанннныыхх  ссооббссттввеенннныыхх  ввееккттоорроовв..  
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ЗЗааччеемм  ннуужжеенн  ««ааллггееббррааииччеессккиийй»»  ппооддххоодд  кк  ааннааллииззуу  ггррааффоовв..  

  

ИИннввааррииааннтт  ККооллеенн  ддее  ВВееррддььеерраа  )(G   ——  ннааииббооллььшшиийй  ккооррааннгг  

(( )rank(Mn  ))  ссррееддии  ввссеехх  ммааттрриицц  
nnM R ::  

11))  










.),(0

,),(,0

Eji

Eji
M ij   

22))  ттооллььккоо  оодднноо  ооттррииццааттееллььннооее  ссооббссттввееннннооее  ззннааччееннииее  ((ккррааттннооссттии  11)),,  

33))  ввыыппооллнняяееттссяя  ссттррооггааяя  ггииппооттееззаа  ААррннооллььддаа  

  

ППррииммеерр  ммааттррииццыы  ––  ммааттррииццаа  ссммеежжннооссттии  

  

ССттррооггааяя  ггииппооттееззаа  ААррннооллььддаа::  

  

  ннее  ссуущщеессттввууеетт  ссииммммееттррииччнноойй  ммааттррииццыы  
nnnn RX   ::  0MX ,,  









.0

,
0

ij
ij M

ji
X   

вв  ммооннооггррааффиияяхх  ––  ччууттьь  ппоо--ддррууггооммуу  
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ККррииттееррииии,,  ссввяяззаанннныыее  сс  ииннввааррииааннттоомм..  

  

μμ  ≤≤  00  ттооггддаа  ии  ттооллььккоо  ттооггддаа,,  ккооггддаа  ннеетт  ррёёббеерр  

μμ  ≤≤  11  ттооггддаа  ии  ттооллььккоо  ттооггддаа,,  ккооггддаа  ллииннееййнныыйй  ллеесс  

ооббъъееддииннееннииее  ппууттеейй  

μμ  ≤≤  22  ттооггддаа  ии  ттооллььккоо  ттооггддаа,,  ккооггддаа  ввннеешшннееппллааннааррнныыйй  ггрраафф  

  

ппррии  ддооббааввллееннииии  ввеерршшиинныы  ии  ррёёббеерр,,  ккооттооррыыее  ссооееддиинняяюютт  ттееккуущщииее  

ввеерршшиинныы  сс  ддооббааввллеенннноойй  ппооллууччааеемм  ппллааннааррнныыйй  ггрраафф  

μμ  ≤≤  33  ттооггддаа  ии  ттооллььккоо  ттооггддаа,,  ккооггддаа  ппллааннааррнныыйй  ггрраафф  

  

μμ  ≤≤  44  ттооггддаа  ии  ттооллььккоо  ттооггддаа,,  ккооггддаа  GG  lliinnkklleessssllyy  eemmbbeeddddaabbllee  ggrraapphh  

  

ЕЕссллии  ввллоожжиимм  вв  ббууттыыллккуу  ККллееййннаа,,  ттоо  μμ  ≤≤  55  

ЕЕссллии  ввллоожжиимм  вв  ттоорр,,  ттоо  μμ  ≤≤  66  

ЕЕссллии  ввллоожжиимм  вв  ппоовв--ттьь  сс  ооттррииццааттееллььнноойй  ххааррааккттееррииссттииккоойй  ЭЭййллеерраа  kk,,  ттоо  

μμ  ≤≤  44--22kk  
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ooffff  ttooppiicc  ––  ххааррааккттееррииссттииккоойй  ЭЭййллеерраа  

ННааззввааннииее  ВВиидд  

ЭЭййллеерроовваа  

ххааррааккттееррииссттииккаа  

ООккрруужжннооссттьь   

  

00  

ККрруугг   

  

11  

ссффеерраа   

  

22  

ТТоорр   

  

00  

ДДввооййнноойй  

ттоорр  

  

−−22  

  

ТТррооййнноойй  ттоорр  

  

−−44  

ППррооееккттииввннааяя  

ппооввееррххннооссттьь  

  

11  

ЛЛиисстт  ММёёббииууссаа   

  

00  

ББууттыыллккаа  ККллееййннаа   

  

00  

ДДввее  ссффееррыы  

  

44  

  

https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9E%D0%BA%D1%80%D1%83%D0%B6%D0%BD%D0%BE%D1%81%D1%82%D1%8C
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9A%D1%80%D1%83%D0%B3
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A1%D1%84%D0%B5%D1%80%D0%B0
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A2%D0%BE%D1%80_%28%D0%BF%D0%BE%D0%B2%D0%B5%D1%80%D1%85%D0%BD%D0%BE%D1%81%D1%82%D1%8C%29
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9B%D0%B8%D1%81%D1%82_%D0%9C%D1%91%D0%B1%D0%B8%D1%83%D1%81%D0%B0
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%91%D1%83%D1%82%D1%8B%D0%BB%D0%BA%D0%B0_%D0%9A%D0%BB%D0%B5%D0%B9%D0%BD%D0%B0
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ССввооййссттвваа  

ЛЛююббоойй  ггрраафф  ммоожжеетт  ббыыттьь  рраассккрраашшеенн  вв  1)( G   ццввеетт  ((ннее  ддооккааззаанноо??))  

  

  

ММииннииммааллььннооее  ччииссллоо  ппеерреессееччеенниийй  ппррии  ииззооббрраажжееннииии  ггррааффаа  ннаа  

ппллооссккооссттии  3)(  G ..  
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ССввооййссттвваа  

  

ЕЕссллии  ддооппооллннееннииее  ггррааффаа  яяввлляяееттссяя  ллииннееййнныымм  ллеессоомм,,  ттоо 3||)(  GG   

  

ЕЕссллии  ддооппооллннееннииее  ггррааффаа  яяввлляяееттссяя  ввннеешшннееппллааннааррнныымм  ггррааффоомм,,  ттоо  

4||)(  GG   

  

ЕЕссллии  ддооппооллннееннииее  ггррааффаа  G   яяввлляяееттссяя  ппллааннааррнныымм  ггррааффоомм,,  ттоо  

5||)(  GG   

  

ММооннооттооннннооссттьь  

ЕЕссллии  H   ппооллууччеенн  иизз  G   сс  ппооммоощщььюю  ссллееддууюющщиихх  ооппеерраацциийй  

((ммииннооррииррооввааннииее))::  

11))  ууддааллееннииеемм  ииззооллиирроовваанннныыхх  ввеерршшиинн,,  

22))  ууддааллееннииеемм  ррёёббеерр,,  

33))  ссжжааттииеемм  ((ссххллооппыыввааннииеемм))  ррёёббеерр  ,,  

ттооггддаа  )()( GH   ..  
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ДДлляя  ссппррааввккии  

  

ТТееооррееммаа  РРооббееррттссооннаа--ССееййммуурраа--ТТооммаассаа  

ЛЛююббооее  ннаассллееддууееммооее  ссввооййссттввоо  ггррааффоовв  ххааррааккттееррииззууееттссяя  ккооннееччнныымм  

ччииссллоомм  ззааппрреещщеенннныыхх  ппооддггррааффоовв..  

  

ННаассллееддууееммыыее  ссввооййссттвваа  

ппллааннааррннооссттьь,,  ввннеешшннееппллааннааррннооссттьь,,  ввллоожжееннииее  вв  ппооввееррххннооссттьь..  

  

ППррооббллееммаа  

ввыыччииссллееннииее  ииннввааррииааннттаа  
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ИИттаакк,,  ннааччннёёмм......  ГГрраафф  ),( EVG  ..  

ЧЧаащщёё  ––  ннееооррииееннттиирроовваанннныыее  ппррооссттыыее  ((ббеезз  ккррааттнныыхх  ррёёббеерр  ии  ппееттеелльь))  

ккооннееччнныыее  ггррааффыы..  

ииннооггддаа  ––  ввззввеешшеенннныыее..  

ММааттррииццыы    

ссооппрряяжжёённннооссттии  
nnA  }1,0{ ::  EjiAij  ),(1   

ддииааггооннааллььннааяя  ммааттррииццаа  ссттееппееннеейй    










.,0

,),deg(

ji

jii
Dij   

РРаассппррееддееллеенниийй  ((ddiiffffuussiioonn))  ADW 1   

ЛЛааппллаассаа  ADL  ,,  
тNNL    

ББееззззннааккооввааяя  ЛЛааппллаассаа  ADQ  ,,  
тMMQ    

ииннццииддееннцциийй  jij eiM 1   

ииннццииддееннцциийй  ооррггррааффаа  














иначе.,0

),,(,1

),,(,1

ie

ie

N j

j

ij   
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ННааппооммнниимм......  

  

ССооббссттввеенннныыйй  ввееккттоорр  ((ммааттррииццыы  M ))  ––  ннееннууллееввоойй  ввееккттоорр  x ,,  ддлляя  ккооттооррооггоо  

ссппррааввееддллииввоо  

xMx  ..  

  

УУ  ссииммммееттррииччнныыхх  ммааттрриицц  ((ттааккииее  ббууддуутт  уу  ннаасс))  

  иизз  сс..вв..  ммоожжнноо  ссооссттааввииттьь  ооррттооннооррммиирроовваанннныыйй  ббааззиисс  ((ззааппиишшеемм  ппоо  

ссттооллббццаамм  вв   ))  

  ввеещщеессттввеенннныыее  сс..зз..  ((ззааппиишшеемм  ннаа  ддииааггооннаалльь   ))  

  

 Mт   

  


i

iiiM тт    
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ООттнноошшееннииее  РРееллееяя  ––  

xx

Mxx
т

т

..  

ДДлляя  ссооббссттввееннннооггоо  ввееккттоорраа  ––  
xx

Mxx
т

т

..  

  

ТТееооррееммаа..  ППууссттьь  M   ––  ссииммммееттррииччннааяя  ммааттррииццаа,,  ттооггддаа  ммааккссииммуумм  

ооттнноошшеенниияя  РРееллееяя  ррааввеенн  ммааккссииммааллььннооммуу  ссооббссттввееннннооммуу  ззннааччееннииюю..  

  

ППррооссттооее  ддооккааззааттееллььссттввоо  

  

0
)(

)(2)(2
2т

тт









xx

MxxxxxMx

x

f
,,    x

xx

Mxx
Mx

)( т

т

 ..  

  

ДДррууггооее  ддооккааззааттееллььссттввоо::  

ввззяяттьь  ббааззиисс  иизз  ооррттооггооннааллььнныыхх  ссооббссттввеенннныыхх  ввееккттоорроовв  M ,,  

рраассппииссааттьь  ввееккттоорр  x ,,  ппооддссттааввииттьь..  
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ООттнноошшееннииее  РРееллееяя  

  

ККссттааттии,,  ппооччееммуу  ммааккссииммааллььннооее  ззннааччееннииее  ввссееггддаа  ссуущщеессттввууеетт......  

xx

Mxx
т

т

  

  

ммоожжнноо  рраассссммааттррииввааттьь  ттооллььккоо  ввееккттооррыы::  1|||| x   

((ккооммппааккттннооее  ммнноожжеессттввоо))  

ННаа  ээттоомм  ммнноожжеессттввее  ффууннккцциияя  ннееппррееррыыввннаа  
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ЧЧттоо  еессттьь  вв  ммааттррииццаахх......  

  

ijA   ––  ччииссллоо  ппууттеейй  иизз  ввеерршшиинныы  i   вв  ввеерршшииннуу  j   

||2)tr( 2 EA    

kA 6)tr( 3  ,,  k   ––  ччииссллоо  ттррееууггооллььннииккоовв  вв  ггррааффее  

  

  

A  

00  11  11  00  

11  00  11  00  

11  11  00  11  

00  00  11  00  

2A   

          22          11          11          11  

          11          22          11          11  

          11          11          33          00  

          11          11          00          11  

3A   

          22          33          44          11  

          33          22          44          11  

          44          44          22          33  

          11          11          33          00  
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ЧЧттоо  еессттьь  вв  ммааттррииццаахх......  

  

ТТееооррееммаа  ЕЕссллии  ггрраафф  ссввяяззнныыйй  ((ннееооррииееннттиирроовваанннныыйй))  сс  ддииааммееттрроомм  d ,,  

ттоо  ссуущщеессттввууеетт  ккаакк  ммииннииммуумм  1d   ррааззллииччннооее  сс..зз..  ммааттррииццыы  A  

((ааннааллооггииччнноо  L ,,  Q ))..  

  

ДДооккааззааттееллььссттввоо..  ППууссттьь  k ,,1    ––  ввссее  ррааззллииччнныыее  сс..зз..,,  ттооггддаа  

0)()( 1  IAIA k  ,,  

ппооээттооммуу  ),,,( 1 kk AAIA  ..  ННоо  еессллии  ддииааммееттрр  ддооссттиижжиимм  ддлляя  ппааррыы  

ввеерршшиинн  ),( ji ,,  ттоо  









.,0
,,0

dt
dt

At

ij   

ППооээттооммуу  dk  ..  
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ММааттррииццаа  ЛЛааппллаассаа  

ADL    

  

ККввааддррааттииччннааяя  ффооррммаа  ЛЛааппллаассаа  ––  

 
),(

2т )(
ji

ji xxLxx ,,    RR ||V
..  
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ТТееооррееммаа..  ММииннииммааллььннооее  сс..зз..  ммааттррииццыы  ЛЛааппллаассаа  ==  00  

  

ДДооккааззааттееллььссттввоо::  

11  ссппооссообб))  тт..кк..  ввссее  сс..зз..ннееооттррииццааттееллььнныы,,  аа  ммааттррииццаа  ввыырроожжддееннаа..  

22  ссппооссообб))  ККФФЛЛ  ннееооттррииццааттееллььннаа,,  ооббрраащщааееттссяя  вв  нноолльь..  ВВссппооммииннааеемм  

ооттнноошшееннииее  РРееллееяя  ((ппоо  ттееооррееммее  ККууррааннттаа--ФФиишшеерраа))..  

  

ККссттааттии,,  ддлляя  ббееззззннааккооввоойй  ммааттррииццыы  ЛЛааппллаассаа  

 
),(

2т )(
ji

ji xxQxx
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ССооббссттввеенннныыее  ззннааччеенниияя  ммааттррииццыы  ЛЛааппллаассаа  

  

ППууссттьь  n  210   ––  сс..зз..  ммааттррииццыы  ЛЛааппллаассаа  

  

ТТееооррееммаа..   02   ггрраафф  ннеессввяяззнныыйй  

  

ДДооккааззааттееллььссттввоо..  

ЕЕссллии  ннеессввяяззнныыйй  ––  вв  яяввнноомм  ввииддее  ссттрроояяттссяя  ддвваа  ооррттооггооннааллььнныыхх  

ссооббссттввеенннныыхх  ввееккттоорраа..  

ЕЕссллии  ссввяяззнныыйй,,  ттоо  ббееррёёмм  ввееккттоорр  ооррттооггооннааллььнныыйй  кк  ккооннссттааннттннооммуу,,  вв  ннёёмм  

еессттьь  ддвваа  ррааззллииччнныыхх  ээллееммееннттаа  ji xx , ,,  ууччииттыыввааяя,,  ччттоо  ввеерршшиинныы  ji,   

ссооееддиинняяеетт  ппууттьь,,  ввыырраажжееннииее  

 
),(

2т )(
ji

ji xxLxx   

ббууддеетт  ппооллоожжииттееллььнноо..  ППооээттооммуу  ээттоо  ннее  ммоожжеетт  ббыыттьь  сс..вв..  сс  ннууллееввыымм  сс..зз..  
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ААллггееббррааииччеессккааяя  ссввяяззннооссттьь  ггррааффаа  

  

2   ннааззыыввааюютт  ааллггееббррааииччеессккоойй  ссввяяззннооссттььюю  ггррааффаа  //  ииннддееккссоомм  

ссввяяззннооссттии  [[FFiieeddlleerr]]  

  

ССооооттввееттссттввууюющщиийй  сс..вв..  ––  ввееккттоорр  ФФииддллеерраа  

  

ММооннооттоонннноо  ннее  ууббыыввааеетт  ппррии  ддооббааввллееннииии  ррёёббеерр,,  ттаакк  ккаакк  

2т

т

01
~т

min 
 xx

Lxx

x
..  

ППооммнниимм::  mmaaxx  ––  mmaaxx  сс..зз..,,  mmiinn  ––  mmiinn  сс..зз..==00..  

  

ВВаажжннооее  ррааввееннссттввоо!!  

  

ССмм..  ттааккжжее  ттееооррееммуу  ККууррааннттаа--ФФиишшеерраа..
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ККссттааттии,,  

  

1т

т

min 
xx

Lxx
  

  

2т

т

01
~

: т
min 

 xx

Lxx

xx
  

  

3т

т

0,01
~

: 2
тт

min 



 xx

Lxx

xxx
  

  

ии  тт..дд..  

  

ЧЧттоо  ппооллууччииттссяя  еессллии  mmiinn  ззааммееннииттьь  ннаа  aarrggmmiinn??



Спектральная теория графов 22 слайд из 42 Дьяконов А.Г. (Москва, МГУ) 
 

Прикладные задачи анализа данных 15 декабря 2016 года 
 

ППррооббллееммаа  ввллоожжеенниияя  ггррааффаа  [[HHaallll,,  7700]]  

  

  

ВВллоожжииттьь  ггрраафф  вв  ппрряяммууюю::  

  

x
ji

ji xxLxx min)(
),(

2т  ,,  

ггддее  ),,( 1 nxxx    ––  ккооооррддииннааттыы  

ннаашшиихх  ввеерршшиинн..  

  

ИИззббеежжааттьь  ооччееввииддннооггоо  ккооннссттааннттннооггоо  рреешшеенниияя::  

01
~ т x ,,  

ууччеессттьь  ммаассшшттаабб::  

1|||| x ..  

  

РРеешшееннииее  ––  ссооббссттввеенннныыйй  ввееккттоорр,,  ссооооттввееттссттввууюющщиийй  ввттооррооммуу  ппоо  

ввееллииччииннее  сс..зз..  ммааттррииццыы  ЛЛааппллаассаа..  
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ППррооббллееммаа  ввллоожжеенниияя  ггррааффаа  [[HHaallll,,  7700]]  

  

ТТееппееррьь  ввккллааддыыввааеемм  вв  ппллооссккооссттьь::  

min)()(||),(),(||
),(

2

),(

2

),(

2  
 Eji

ji

Eji

ji

Eji

jjii yyxxyxyx   

ппррии  ууссллооввииии  

)0,0(),( 
Vi

ii yx ..  

  

ЕЕссллии  ддооббааввииттьь  ууссллооввииее  ооррттооггооннааллььннооссттии  x   ии  y ,,  ттоо  ппооллууччиимм,,  ччттоо  

рреешшееннииее  ––  сс..вв..,,  ссооооттввееттссттввууюющщииее  ввттооррооммуу  ии  ттррееттььееммуу  сс..зз..  ммааттррииццыы  

ЛЛааппллаассаа..  

  

ВВоотт  ппооччееммуу  ввииззууааллииззаацциияя  ггррааффаа  ппоо  сс..вв..!!  

  

ССееййччаасс  ббууддуутт  ккааррттииннккии......  ооттккууддаа  ббееррууттссяя  ссииннууссооииддыы??  
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[[HHaall7700]]  KK..  MM..  HHaallll..  AAnn  rr--ddiimmeennssiioonnaall  qquuaaddrraattiicc  ppllaacceemmeenntt  

aallggoorriitthhmm..  MMaannaaggeemmeenntt  SScciieennccee,,  1177::221199--222299,,  11997700..  
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РРааззббииееннииее  ггррааффаа  

  

  

РРёёббееррннааяя  ггррааннииццаа  ––  

},|),{( SjSiEjiS  ..  

  

  

ЧЧииссллоо  ЧЧииггеерраа  ((ииззооппееррииммееттррииччеессккооее  ччииссллоо))  ––  

S

S
Gh

nS

||
min)(

2/||0





..    

  

ООццееннииввааеетт,,  еессттьь  ллии  вв  ггррааффее  ""ууззккооее  ггооррллоо""..  
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РРааззббииееннииее  ггррааффаа  

  

ТТееооррееммаа..  2/)1()( 2 sGh   ,,  ггддее  ||/|| VSs  ..  

  

ЕЕссллии  2   ––  ббооллььшшооее  сс..зз..,,  ттоо  ггрраафф  ««ссииллььнноо  ссввяяззаанн»»..  

  

ННееррааввееннссттввоо  ЧЧииггеерраа  [[WWiikkii,,  ббеезз  ддооккааззааттееллььссттвваа]]  

ВВ  k --ррееггуулляяррнноомм  ггррааффее  )(2)(2/)( 22   kkGhk   

  

ЧЧаассттоо  ннааззыыввааюютт  оодднниимм  иизз  ооссннооввнныыхх  ррееззууллььттааттоовв  вв  ССТТКК..  
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ТТееооррееммаа..  2/)1()( 2 sGh   ,,  ггддее  ||/|| VSs  ..  

  

ДДооккааззааттееллььссттввоо..  ИИззввеессттнноо,,  ччттоо  

2т

т

01
~т

min 
 xx

Lxx

x
..  

ППооээттооммуу  ддлляя  ллююббооггоо  ввееккттоорраа  x   ооррттооггооннааллььннооггоо  кк  1
~

  ввыыппооллнняяееттссяя  

xxLxx т

2

т  ..  

ЕЕссллии  1
~

sxx S  ,,  ггддее  Sx   ––  ххааррааккттееррииссттииччеессккиийй  ввееккттоорр  ммнноожжеессттвваа  S   

((ппооппррааввккаа  Sx   ддоо  ооррттооггооннааллььннооссттии  кк  1
~

)),,  ттоо  

||)(
),(

т SxxLxx
Eji

ji  


  

ии  01
~т x ..  

ИИзз  

)1(|||)||(|)1(|| 22т sSsSVsSxx    

ссллееддууеетт  ууттввеерржжддееннииее  ттееооррееммыы..  



Спектральная теория графов 29 слайд из 42 Дьяконов А.Г. (Москва, МГУ) 
 

Прикладные задачи анализа данных 15 декабря 2016 года 
 

ППррииммееннееннииее  вв  ккооммббииннааттооррииккее  

  

ТТееооррееммаа..  2/)1()( 2 sGh   ,,  ггддее  ||/|| VSs  ..  

  

ССллееддссттввииее  ((ммоожжнноо  ппооккааззааттьь,,  ззннааяя  ссппееккттрр  ггииппееррккууббаа)),,  ччттоо  ддлляя  ллююббооггоо  

ппооддммнноожжеессттвваа  ввеерршшиинн  
12|:|  nSS   ссппррааввееддллииввоо  |||| SS    ((ээттоо  ппррооссттооее  

ннееккооммббииннааттооррннооее  ддооккааззааттееллььссттввоо))..  



Спектральная теория графов 30 слайд из 42 Дьяконов А.Г. (Москва, МГУ) 
 

Прикладные задачи анализа данных 15 декабря 2016 года 
 

ТТееооррееммаа  [[ббеезз  ддооккааззааттееллььссттвваа]]..  ВВ  ннееооррииееннттиирроовваанннноомм  ммууллььттииггррааффее  

ччииссллоо  ооссттооввнныыхх  ддееррееввььеевв  ррааввнноо  

nnJL n /)/det( 2

2    ..  

  

ТТееооррееммаа  [[ббеезз  ддооккааззааттееллььссттвваа]]..    knV 2||  ,,  сс..зз..  ЛЛааппллаассаа  

n  10 ,,  еессллии  22 n ,,  ттоо  вв  ггррааффее  еессттьь  ссооввеерршшееннннооее  

ссооооттввееттссттввииее  ((ппооддммнноожжеессттввоо  ррёёббеерр  ттааккооее,,  ччттоо  ллююббааяя  ввеерршшииннаа  

ииннццииддееннттннаа  ттооллььккоо  ооддннооммуу  ррееббрруу  ммнноожжеессттвваа))..  

  

  

  

ТТееооррееммаа  [[ббеезз  ддооккааззааттееллььссттвваа]]..    ККррааттннооссттьь  ннуулляя  ккаакк  сс..зз..  

((ннееооррииееннттииррооввааннннооггоо  ггррааффаа))  ррааввннаа  ччииссллуу  ккооммппооннееннтт  ссввяяззннооссттии..  
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ККаакк  ббыыттьь  сс  ддввууддооллььннооссттььюю  

  

ССппееккттрр  ЛЛааппллаассаа  ннее  рраассппооззннааёётт  ддввууддооллььннооссттьь::  3,1K   ии  31 KK    

  

ТТееооррееммаа  [[ббеезз  ддооккааззааттееллььссттвваа]]..  ККррааттннооссттьь  ннуулляя  ккаакк  сс..зз..  

((ннееооррииееннттииррооввааннннооггоо  ггррааффаа))  ббееззззннааккооввооггоо  ЛЛааппллаассаа  ррааввннаа  ччииссллуу  

ккооммппооннееннтт  ддввууддооллььннооссттии..  

  

ТТееооррееммаа  [[ббеезз  ддооккааззааттееллььссттвваа]]..  ГГрраафф  ддввууддооллььнныыйй  ттооггддаа  ии  ттооллььккоо  

ттооггддаа,,  ккооггддаа  ссппееккттрр  ЛЛааппллаассаа  ррааввеенн  ""ббееззззннааккооввооммуу""  ссппееккттрруу  ЛЛааппллаассаа..  

  



Спектральная теория графов 32 слайд из 42 Дьяконов А.Г. (Москва, МГУ) 
 

Прикладные задачи анализа данных 15 декабря 2016 года 
 

ММааттррииццаа  ссммеежжннооссттии  

ППоошшллии  ддррууггииее  ооббооззннааччеенниияя  

A  ~~  сс..зз..  n 1   

AkIL  ~~  сс..зз..  n  210   

  

  

ТТееооррееммаа  max1avr dd   ..  

ДДооккааззааттееллььссттввоо  

n

i

n

AA

xx

Axx ij

x




)deg(

1
~

1
~

1
~

1
~

max
т

т

т

т

1   

ППууссттьь  v   ––  ссооббссттввеенннныыйй  ввееккттоорр,,  ссооооттввееттссттввууюющщиийй  1   сс  i --мм  

ммааккссииммааллььнныымм  ээллееммееннттоомм  ((ммоожжнноо  ссччииттааттьь  ннееннууллееввыымм)),,  ттооггддаа  
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ТТееооррееммаа  max1avr dd   ..  

  

ЗЗааммееччааннииее  ЕЕссллии  ууддааллииттьь  ввеерршшииннуу  сс  ннааииммееннььшшеейй  ссттееппееннььюю,,  ттоо  

ссрреедднняяяя  ссттееппеенньь  avrd   ннееууббыыввааеетт,,  аа  1   ннееввооззрраассттааеетт,,  тт..ее..  ннее  ссммооттрряя  ннаа  

ооццееннккуу  ооннии  ввееддуутт  ссееббяя  ппоо--ррааззннооммуу!!  
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00
maxmax

т
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xx
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yx
   

  

ЗЗааммееччааннииее  ИИзз  ээттоойй  ссххееммыы  ддооккааззааттееллььссттвваа  ппоонняяттнноо,,  ччттоо  

)()()()( maxmaxminmin AAAA   ,,  

ггддее A ––  ппооддммааттррииццаа  A ,,  ооббррааззооввааннннааяя  ссттррооккааммии  ии  ссттооллббццааммии  иизз  

},,{ 1 kii    
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ССллееддссттввииее..  ГГрраафф  рраассккрраашшииввааеемм  вв  1max d   ццввеетт  ((ооччееввиидднноо))..  ГГрраафф  

рраассккрраашшииввааеемм  вв    11    ццввеетт..  ППоо  ииннддууккццииии..  ООццееннккаа  ттооччннаа!!  ДДЗЗ  ППооччееммуу??  

  

ЗЗааммееччааннииее  [[ббеезз  ддооккааззааттееллььссттвваа]]..    ХХррооммааттииччеессккооее  ччииссллоо  

avrdn

n






  

n




 11   

[[ччеерреезз  ооццееннккуу  ссуумммм  сс..зз..  ддлляя  ббллооккооввыыхх  ммааттрриицц]]  

  

ННааппооммииннааллккаа  

ГГрраафф  22--рраассккрраашшииввааеемм    ддввууддооллььнныыйй  

ГГрраафф  33--рраассккрраашшииввааеемм  ––  NNPP--ппооллннааяя  ззааддааччаа  

ГГрраафф  ппллааннааррнныыйй    44--рраассккрраашшииввааеемм
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ЛЛееммммаа..  ЕЕссллии  вв  ккооннееччнноомм  ггррааффее  max1 d ,,  ттоо  оонн  maxd --ррееггуулляяррнныыйй..  

  

ДДооккааззааттееллььссттввоо..  УУ  ннаасс  ппррии  ддооккааззааттееллььссттввее  ббыыллоо  ннееррааввееннссттввоо  

 
max
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ТТееппееррьь  ––  ээттоо  ррааввееннссттввоо::  

1
i

j

v

v
,,  Eji ),( ,,  

ннее  ттооллььккоо  уу  ii--йй  ввеерршшиинныы  ммааккссииммааллььннааяя  ссттееппеенньь,,  нноо  ии  уу  ввссеехх  ссооссееддеейй..  

ИИзз  ссввяяззннооссттии  ггррааффаа    уу  ввссеехх  ввеерршшиинн  вв  ггррааффее  ммааккссииммааллььннааяя  ссттееппеенньь..  

  

ДДлляя  DDMM..  ССппееккттрр  ппооппооллнняяттьь  ддррууггииммии  ххааррааккттееррииссттииккааммии  ггррааффаа..  
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ТТееооррееммаа  ((ФФррооббееннииууссаа--ППееррррооннаа))  [[ббеезз  ддооккааззааттееллььссттвваа]]..  

ППууссттьь  ггрраафф  ссввяяззнныыйй  ии  ввззввеешшеенннныыйй,,  ттооггддаа  

11))  n 1   [[ооннии  ввссее  ввеещщеессттввеенннныыее,,  ппооккаа  ннее  ббооллььшшее]]  

22))  21     

33))  ддлляя  1   еессттьь  ппооллоожжииттееллььнныыйй  ссооббссттввеенннныыйй  ввееккттоорр  

[[ММоожжнноо  ддооббааввииттьь  ддооккааззааттееллььссттввоо  ++  ввссппооммооггааттееллььннааяя  ллееммммаа  ]]  

  

ТТееооррееммаа  ((ФФ--ПП  ддлляя  ЛЛааппллаассииаанноовв))  [[ббеезз  ддооккааззааттееллььссттвваа]]..  

ППууссттьь  ммааттррииццаа  M   ииммеееетт  ннееппооллоожжииттееллььнныыее  ннееддииааггооннааллььнныыее  

ээллееммееннттыы,,  ггрраафф  ннееннууллееввыыхх  ннееддииааггооннааллььнныыхх  ээллееммееннттоовв  ссввяяззеенн..  

ППууссттьь  1   ––  ннааииммееннььшшееее  сс..зз..  сс  сс..вв..  
1v ..  ТТооггддаа  ммоожжнноо  ввыыббррааттьь  

1v   

ппооллоожжииттееллььнныымм  ии  1   ииммеееетт  ккррааттннооссттьь  11..  
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ТТееооррееммаа  ГГрраафф  ддввууддооллььнныыйй  ттооггддаа  ии  ттооллььккоо  ттооггддаа,,  ккооггддаа  ддлляя  ллююббооггоо  

сс..зз..     ввееллииччииннаа  )(    ттоожжее  яяввлляяееттссяя  сс..зз..  

  ССввяяззнныыйй  ггрраафф  сс  ннааииббооллььшшиимм  сс..зз..     ддввууддооллььнныыйй  ттооггддаа  ии  ттооллььккоо  

ттооггддаа,,  ккооггддаа  )(    ттоожжее  яяввлляяееттссяя  сс..зз..  

  

ССииллььнноо  ррееггуулляяррнныыйй  ггрраафф  ––  ппррооссттоойй,,  ооррииееннттиирроовваанннныыйй,,  ббеезз  ппееттеелльь,,  

ссуущщеессттввууюютт  ппааррааммееттррыы  ),,,( 21 kkkn   ттааккииее,,  ччттоо  nV || ,,  kii  )deg( ,,  

1),deg(),( kjiEji  ,,  2),deg(),( kjiEji  ..  

  
((44,,22,,00,,22)),,  ((55,,22,,00,,11))  

  

kji ),deg(   ––  ввеерршшиинныы  ji,   ииммееюютт  k   ооббщщиихх  ссооссееддеейй..  
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ТТееооррееммаа  ДДлляя  ппррооссттооггоо  ннееттррииввииааллььннооггоо  ((ннее  ппооллннооггоо  ии  ннее  ппууссттооггоо))  **  

ггррааффаа  ппоорряяддккаа  n   ссллееддууюющщииее  ууттввеерржжддеенниияя  ээккввииввааллееннттнныы::  

11))  ггрраафф  ),,,( 21 kkkn --ссииллььнноо  ррееггуулляяррнныыйй  

22))  JkIkkAkkA 2221

2 )()(    ддлляя  ннееккооттооррыыхх  ввеещщеессттввеенннныыхх  21,, kkk   

33))  еессттьь  ддвваа  сс..зз..  сс  сс..вв..  ооррттооггооннааллььнныыммии  кк  1
~

  

  

ДДооккааззааттееллььссттввоо  ППееррввыыее  ддвваа  ууттвв..  ооччееввиидднноо  ээккввииввааллееннттнныы..  ППууссттьь  

ввееррнноо  ввттооррооее  ии  v   ––  сс..вв..  сс  сс..зз..   ,,  ттооггддаа  

JvkIvkkAvkkvA 2221

2 )()(    

vvkvkkvkkv i )()()( 2221

2     

ДДлляя  ввееккттоорраа  ооррттооггооннааллььннооггоо  кк  1
~

  ––  

)()( 221

2 kkkk     

ЗЗддеессьь  ддвваа  ррааззнныыхх  рреешшеенниияя..  

ЕЕссллии  ввееррнноо  ттррееттььее  ууттвв..    ии  ссооооттввееттссттввууюющщииее  сс..зз..   , ,,  ттоо  

sJIAIA  ))((    

ддлляя  ннееккооттооррооггоо  J ,,  ппооээттооммуу  ),,(2 JIAA  ..  
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ТТееооррееммаа..  

ГГрраафф  сс  оодднниимм  сс..зз..  ––  ббеезз  ррёёббеерр  

ССввяяззнныыйй  ггрраафф  сс  ддввууммяя  сс..зз..  ––  ппооллнныыйй  

ССввяяззнныыйй  ррееггуулляяррнныыйй  ггрраафф  сс  33  сс..зз..  ––  ссттррооггоо  ррееггуулляяррнныыйй  

ССввяяззнныыйй  ррееггуулляяррнныыйй  ггрраафф  сс  44  сс..зз..  ––  ""wwaallkk--rreegguullaarr""  ((ддлляя  ллююббооггоо  2k   

ччииссллоо  ппууттеейй  ччеерреезз  ввеерршшииннуу  ддллиинныы  k   ннее  ззааввииссиитт  оотт  ввеерршшиинныы))  
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ММААТТЕЕММААТТИИЧЧЕЕССККИИЕЕ  ООССННООВВЫЫ  ССТТГГ  

  

ТТееооррееммаа  ((ККууррааннттаа--ФФиишшеерраа))  //  MMiinn--mmaaxx  tthheeoorreemm  

  

ППууссттьь  A  ––  ссииммммееттррииччннааяя  ммааттррииццаа  сс  сс..зз..  n 1 ,,  ттооггддаа  

xx

Axx

xx

Axx

Tx
knS

TSx
kS

S
k nn т

т

1)dim(

т

т

)dim(

maxminminmax









RR

 ..  

  

ССллееддссттввииее..  ЕЕссллии  A  ––  ссииммммееттррииччннааяя  ммааттррииццаа  сс  сс..зз..  n 1 ,,  

ммааттррииццаа  B   ппооллууччееннаа  иизз  ннееёё  ууддааллееннииеемм  i --йй  ссттррооккии  ии  i --ггоо  ссттооллббццаа,,  ееёё  

сс..зз..  n 1 ,,  ттооггддаа  

nn   11 ..  

ттуутт  оошшииббооччккаа;;))  
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ММААТТЕЕММААТТИИЧЧЕЕССККИИЕЕ  ООССННООВВЫЫ  ССТТГГ  

  

0L ,,  еессллии  L   ––  ннееооттррииццааттееллььнноо((!!))  ооппррееддееллёённннааяя  ммааттррииццаа  

HG  ,,  еессллии  HG LL  ,,  еессллии  0HG LL    

  

ЛЛееммммаа..  ЕЕссллии  cHG  ,,  ттоо  )()( HcG kk     ддлляя  ввссеехх  k   ((ззддеессьь  ууммнноожжееннииее  

ннаа  c   ––  ууммнноожжееннииее  ввеессоовв  ггррааффаа))..  

  

ДДооккааззааттееллььссттввоо  ооччееввиидднноо  иизз  

)(minmaxminmax)(
т

т

)dim(

т

т
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 RR

..  

  

ААннааллооггииччннаа  ммооннооттооннннооссттьь  ппррии  ддооббааввллееннииии  ррёёббеерр  ии  ууввееллииччееннииии  

ооттддееллььнныыхх  ввеессоовв..  
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ММААТТЕЕММААТТИИЧЧЕЕССККИИЕЕ  ООССННООВВЫЫ  ССТТГГ  

  

ТТееооррееммаа  ообб  ааппппррооккссииммааццииии  

ДДлляя  ллююббооггоо  0   ссуущщеессттввууеетт  0d ,,  ччттоо  ддлляя  ввссеехх  ддооссттааттооччнноо  ббооллььшшиихх  

n   ссуущщеессттввууеетт  d --ррееггуулляяррнныыйй  ггрраафф  G ::  

GKG n ))1/(1()1(    ..  

  

ППооллнныыее  ггррааффыы  ааппппррооккссииммииррууююттссяя  ггррааффааммии  сс  ммааллыымм  ччииссллоомм  ррёёббеерр!!  

  


