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Модели эпидемий
Введение

Моделирование эпидемий имеет цели:
изучения механизмов распространения эпидемий;
предсказания направлений распространения болезней;
создания стратегий контроля.
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SIR-модель

S(t) – susceptible, количество здоровых (еще не болевших) в
момент времени t;

I(t) – infected, количество больных в момент времени t;
R(t) – recovered, количество иммунитетных к болезни (например,

таких, которые уже переболели) в момент времени t.

Пусть общее количество человек N фиксировано

N = S(t) + I(t) + R(t).
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SIR-модель

Модель
S → I → R

описывается уравнениями:

dS
dt

= −βSI

dI
dt

= βSI− γI

dR
dt

= γI

(1)

β – вероятность заразиться здоровому при контакте с больным;
γ – доля выздоровевших/умерших от болезни ( 1

γ – среднее
время выздоравления).
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SIR-модель c рождаемостью и смертностью

dS
dt

= −βSI + µ(N− S)

dI
dt

= βSI− γI− µI

dR
dt

= γI− µR

(2)

µ – доля рождаемости, равная доле естесственной смертности
населения.
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SIS-модель c рождаемостью и смертностью

Модель
S → I → S

описывается уравнениями:

dS
dt

= −βSI + µ(N− S) + γI

dI
dt

= βSI− γI− µI
(3)
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SIR-модель c рождаемостью и смертностью

Из статьи [1] 1992 г.:
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SIR-модель c рождаемостью и смертностью
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SIR-модель c рождаемостью и смертностью
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SIR-модель c рождаемостью и смертностью
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SIS и SIR-модели
Недостатки

В дифференциальных уравнениях предполагается, что
больные/здоровые/иммунитетные равномерно распределены
по пространству.
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SIR-модель в графе

Пусть есть граф, вершины которого – люди, ребра – контакты
между людьми.
Вершины имеют метки:
S – человек здоров;
I – человек болен;
R – человек иммунен.

Тогда SIR-модель в графе реализуется следующим образом:
1 Выбираем вершину. Если ее метка I, генерируем случайное

число x ∈ (0, 1);
2 Если x < c, то новая метка вершины – R;
3 Иначе выбраем случайную вершину-сосед. Если ее метка S,

то меняем ее на I;
4 Повторять, пока существуют вершины с меткой S и I.

Здесь вероятность заражения β = (1− c)/c
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Виды графов
Граф "Мир тесен"

Определение

Граф "Мир тесен"(маленький мир) – разновидность графа,
который имеет следующее свойство: если взять две произвольные
вершины a и b, то они с большой вероятностью не являются
смежными, однако одна достижима из другой посредством
небольшого количества переходов через другие вершины.

А именно: сеть, в которой типичное расстояние L между двумя
произвольно выбранными вершиными растет пропорционально
логарифму от числа вершин N, таким образом:

L ∝ log N
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Виды графов
Граф "Мир тесен"
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Виды графов
Граф "Мир тесен"

Генерация графа "Мир тесен" c помощью модели Вальца и
Строгаца:
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Виды графов
Граф "Мир тесен"

Примеры:
граф телефонных звонков;
сеть интернет;
сеть, где вершины – гены, связи – взаимное влияние генов.
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Виды графов
Безмасштабная сеть

Определение

Безмасштабная сеть – граф, в котором степени вершин
распределены по степенному закону, то есть:

P(k) ∼ k−γ

P(k) – доля вершин степени k;
2 < γ < 3 – параметр.
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Виды графов
Безмасштабная сеть

График распределения для безмасштабных и случайных сетей:

P(k) – доля вершин степени k.
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Виды графов
Безмасштабная сеть
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Виды графов
Безмасштабная сеть

Примеры:
граф авиаперелетов;
ссылок в WWW;
граф финансовых операций.
граф соавторов статей.
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SIR в графе "Мир тесен"
В работе [2] к сгенерированному графу "Мир тесен" применена
модель SIR:

Вывод: существует критическое значение вероятности заражения βcr:

β < βcr → болезнь умирает;

β ≥ βcr → болезнь стабилизируется.
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SIR в графе "Мир тесен"
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SIR в графе "Безмасштабная сеть"

В работе [3] к сгенерированной безмасштабной сети применена
модель SIR:

Вывод: при любых β болезнь стабилизируется.
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Пространственные эффекты SIS в безмасштабном
графе

В работе [4] модель SIS применяется к безмасштабному графу,
вписанному в еклидово пространство:
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Пространственные эффекты SIS в безмасштабном
графе

Идея:
расстояние между людьми играет большую роль в
распространении эпидемий.

Реализация:
Сгенерируем безмасштабный граф;
Спроецируем граф на плоскость методом минимизации общей
длины ребер;
Пусть вероятность заражения обратно пропорциональна
растоянию:

βij ∼
1
dα

ij
, α = 1, 2..

Запустим модель SIS на таком графе.
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Пространственные эффекты SIS в безмасштабном
графе

Результат:
При любом β(α) эпидемия не умирает полностью, но
стабилизируется;
Чем сильнее локализована сеть в пространстве, тем большую
часть населения завоевыет болезнь.
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