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m " �����$+�$ �, ���
 � 
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � �
%�- .�/����)
�����$ 	�*���� ZL � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
%�0 ������
��
 )����
���	 	�*���� Y L

m � ZL � � � � � � � � � � � � � � � � � �
%�� (�����
��
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � '

� �	��������
� �

-�� 1	�� 	�� 	���2
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-�% �
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����)
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� ���5�� 	
��$������� ����������
 �,	
���� �
����5�� �
��	
���	" ��
��	�6+��
	
��$�����5 ������
��$ ����� �
,�	������ �������� 	
����� �� �	�
�� ��
��
��
,���
��$� ��
 ��� $	�$6��$ �����
��$�� �
��	
���	� 4
*�7
	�8

!�	��"� � �4
*�7
	�# ����� X � �����	
�� �����
�� ����� ∀ε > 0 �����

��

P(|X − E(X)| ≥ ε) ≤ D(X)

ε2
���

�	
�/� �
������
 �*�,���
��$� 9���5 X1, . . . , Xn : �
,�	�����
 �������
 	
�
������� (*�,����� Sn = 1

n

∑n
i=1 Xi" �

σ2
n =

1

n

n∑
i=1

D (Xi).

� ���5�
7
� ��� *��
� ���
�
��	��5 	��	�	�	���� ������
��$ ����� ����
����� 	
����� �� �	�
�� ��
��
�� ,���
��$8

P(Sn − E(Sn) ≥ ε) ≤ δ(ε).

9����
7

 ��
��� ��$ δ(ε) )�����
� �, �
��	
���	� 4
*�7
	��#���
���8

!�	��"� � �4
*�7
	�#���
����# � 
���� ����
��
��� ∀ε > 0 �����

��

P(Sn − E(Sn) ≥ ε) ≤ σ2
n

σ2
n + nε2

�%�

;�$ ����� �������
���� �������� 	
����� 	�)���$
��$ ��
��� <
������
�=>?@ABCDEF BC?GHIJBKL�� 9��	
�/� 

 ���������	��8

!�	��"� � �=>?@ABCD�# ����� X1, . . . , Xn � 
�������� �����	
� �����
�� ����

��� !� �
��
� �� ����"� [0, 1] � �����
���� ��
�#�� ����� ∀ε > 0 ������


��

P(Sn − E(Sn) ≥ ε) ≤ e−2nε2

�-�

M��

 ������� $	�$
��$ �
��	
���	� M
��7�
�� �N?OCFK?BC�" �����$6+

 �-�
)�� �,	
���� ���)
���� �������� 	
������

!�	��"� � �N?OCFK?BC�# ����� X1, . . . , Xn � 
�������� �����	
� �����
�� ����

��� !� �
��
� �� ����"� [0, 1] � �����
���� ��
�#�� �������$��� ���
E(Sn) = 1

2
� ����� ∀ε > 0 �����

�

P(Sn − E(Sn) ≥ ε) ≤ exp

(
− 2nε2

4σ2
n + ε

)
�0�

!
��	
���	� ���;������� �PQRBIOSBA� �*�*+�
� �-� �� ����� )���,	��5���
������ �� ������� 	
������ ��
 �*$,��
�5�� �����" ��� 	 �
��	
���	
 <
�����
����

0
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 T�� �
��	
���	� )���
�$6��$" 	 ���������" )�� ��
��
 �*�*+�6+
 �)���*�
����� ���������	 ������������� � ��$ ��
��� ������
��$ ���� �7�*�� �� �������5�
�� 	�*���
 �� ���� �7�*�� �� �*���6+
 	�*���
� U� �
�������� ,���6��
��$ 	
���" ��� T�� V��
��� ���7
�� �����$V� ��
 T�� �
��	
���	� ��+
��	
��� ,�	�7�6�
	
������ P(Sn − E(Sn) ≥ ε)�

# ��2��
��6" 	�
 T�� �
��	
���	� ��)��5,�6� )��$��
 �
��� #���
 ����" �����
����6+�
 	 �
��	
���	�� 	
��$������ �
 )����6��$ �
)���
���	
����� �,�
�
��6�
���������� )������	�� ���������� ,����� 	 ���*� 	
��$������� ����������
" �
)������
��$ ��
���5 *��

 �����
 ���*��������
 ��
��� ��$ 	
��$������ *��57��
�����
���

� �����	� ���������	

��� ��������	
�

!�)����� �
������
 �)�
�
�
��$ ���*� 	
��$������� ������������

�$��������� �# %����&� 
�%	��	� XL 
���� �� L �����

XL = {x1, x2, . . . , xL} ∈ R
L.

W��������
� �	� ����� � ����� �������$ k � ����� �*��
��$ � ����" ��� *�
	�)���$���5 ����	�
 L = k+��� ���������	�6��$ 	�
	�,��2��
 ��,*�
��$ 	�*����
�� �	� �
)
�
�
��6+���$ ���2
��	� XL

n = Xk
n ∪ X�

n" ��
 n ∈ {1, ..., N}" � N = Ck
L :

�����
��	� ��,������ ��,*�
���

&�$	��� �# �� �����
�� ���
������
��

�$��������� �# ���	�����" ������' 
����&� ����$
�

D(Xk, X�) =
1

k

∑
x∈Xk

x − 1

l

∑
x∈X�

x ���

(�����
��
 ��
���� ��2�� ���2
 ��,�	��5 V)
�
�*��
����56V� (�� )���,�	�
�"
�� ����5�� *��57
 �7�*�� 	���/� �������� �� �������
 )� ���	�
��6 � �*��
��
��
.�
*�
��$ ��
���5 �	
��� T�)����
���6 ������6 ���)�
�
�
��$ )
�
�*��
����� :
��
� ���6 �
� ��,*�
��" 	 ������� )
�
�*��
����5 )�
	�7�
� ,������ )���� ε�

�$��������� �# ���	(�	�� %	��)�' ���	����� ���� 
������� ����$�

�

Q(XL, ε) =
1

N

N∑
n=1

[
D(Xk

n, X�
n) ≥ ε

]
, ���

�� "������
� �"��"� ������� ����

� ������ � ��
�#�� � ��$
� � � 
����

!�7� ,����� )������5 	
���66 ��
��� Q(XL, ε) ≤ δ(ε)" �
 ,�	��$+�6 �� 	��
*���� XL� 9���
���
�5�� � ,������ ��
��� ���
��	� �*��
��$ *��
� ��,�	��5 )��
���
�� ε �������56" � δ(ε) : ���
2����56 �*��
��$�

�



��� ������ Y L
m � ��������� 
� 	���� 
 ��
	
�

;�$ 	�	��� ��
��� ��)� <
������ 
��
��	
��� )��
����5 	�*���� 	 
������� ���
)
���*� � ���5�
7
� �� *��
� )�
�)������5" ��� XL ∈ [0, 1]L� ���������� ��$
������ ����� 	�*����" �
2�+� �
)���
���	
��� 	 	
�7���� 
��������� ��*�8
Y L

m ∈ {0, 1}L ���� ��2�� ���
�� m �,����
� ����� 
����� 	 	�*���
8 m =
∑L

i=1 yi��
;�$ T���� �����$ �,	
���� �����$ ���*��������$ ��
���" 	���2�
��$ �
�
, �����
��
��	 ��)
��
��
����
����� ���)�
�
�
��$8

Q(Y L
m , ε) =

s1∑
t=s0

h( �
L

t
m), �X�

��
 s0 = max (0, m − k)" s1 = �(m − εk) �
L
�" h( �

L
t
m) =

C �−t
L−mCt

m

C �
L

�

9��	�� T�� ��
��� ���
2����� 	�
 
+
 ,�	���� �� 	�*���� �����

" �� ����� m
: �����
��	� 
����� 	 �
�� 4�� *� �,*�	��5�$ �� T���� ��2�� 	,$�5 �������� ��
)��	� ����� 	���2
��$ �X� )� 	�
� m ∈ {0 . . . L}� Y��� �������� �������
��$ ��*�
)�� ��	���" ��*� )�� )�� ������6+
��$ �� 
������ �����
��	
 ���
 � 
������
(����� 	,$	 �������� ��" �
� �����" ���5�� ,�	���� ��
��� �X��

&�$	��� � �M��,$��#
Q(XL, ε) ≤ sup

m∈{1,...,L}
Q(Y L

m , ε) �'�

 ���
 M��,$� ����,�� T�� ��)��
,� ��$ �������� �����$ k = � = L
2
� 4���
���


T��)
���
��� )���,�	�6�" ��� ��� 	�)���$
��$ � ��$ k �= ��

��� ���������	����� ������ ZL

��
��� Y L
m ��2�� ��������
�5 �����6 	�*���" *��

 )���2�6 �� �������6 XL�

9���5 ZL(nq, n1, q) : 	�*����" 	 ������ nq ���
� ��	�� q" n1 
�����" � �����5��

����� ��	�� 0�

;�$ �
/ ��2�� 	�	
��� ��
��6+

 	���2
��
 ��$ 	
��$������ *��57�� �����
�
��8

Q(ZL, ε) =
1

N

nq∑
�q=0

C�q
nq

s1∑
�1=0

C
�−�q−�1
L−nq−n1

C�1
n1

, �3�

��


s1 =

⌊
�(qnq + n1) − k�ε

L
− �qq

⌋
.

9�� nq = 0 T�� 	���2
��
" ��� � ��
��
� �2����5" )�
	��+�
��$ 	 �X��

�� ��
���	
� ����!����� ������ Y L
m 
 ZL

U��
�
�
� ���� 	�)���8 ��� �,*�	��5�$ �� 	,$��$ ��������� 	 �'�Z ;������ ���	��
��" ��2�� �� �������� ����������	��� �)���*�� 	�*���5 ����� m ���" ��� �
���
	
���	� )� )�
2�
�� ����	����5 	 ���
� ;��������� ��
	����" ��� Q(XL, ε) ���5��
,�	���� �� ���)
���� 	�*����� ������$$ 

 ��$ Y L

m " )������8

D(Y L
m ) =

m(L − m)

L2
.

�



���� �8 �����������
 �$�� XL � ZL

U�
$ ,���6��
��$ 	 ���" ��� *� ��
���5 ���)
���6 ������� 	�*���� D(XL) �
	�*���5 ����� m �����$ �, ��	
���	�

D(Y L
m) = D(XL).

(��,�	�
��$" ���� )����� )��	���� � 	
�5�� ����� ��
��
 ���
2������ # ��2��
�
��6" )����
���$ ��
��� �
 $	�$
��$ 	
���
 � ��+
��	�6� �����)���
�� ���� )�
-�0��

9���5 �
)
�5 �� ����� )��*��,��5 XL ��/����)
����� 	�*���� ZL� ��,���
��
� 	�)���8 ����
 )����
��� ������� 	�*���� ��2�� ,���5" ��� *� � �� )���+56
������ 	�������5 )����
��� 	�*���� ZLZ 9�)��*�
� 	��)��5,�	��5�$ �
����� ���
�
���	8 �*�,����� �" % � - ���
��� ������� 	�*���� XL �
�
, µ1 =

∑
xi"

µ2 =
∑

x2
i � µ3 =

∑
x3

i � 9����	��	�$ �� � ���
���� 	�*���� ZL" )������ ,���
��$
������� )����
���	8

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

q =
µ2 − µ3

µ1 − µ2

nq =
(µ1 − µ2)

3

(µ2 − µ3)(µ1 − 2µ2 + µ3)

n1 =
µ1µ3 − µ2

2

µ1 − 2µ2 + µ3

��&�

[ )���+56 �
��	
���	� #�7��M��$��	������\	���� ��2�� ����,��5 �
��
��
��
�	������� �� ��,������� )����
���� ��
����8

0 ≤ q ≤ 1, n0 ≥ 0, nq ≥ 0, n1 ≥ 0.

!� ���� � �,�*��2
�� �	� 	����������� �$�� � �$� ���
�5�� 	�*���� XL

�����2
	� �	
�� � �$� 	�*���� ZL � )����
�����" )���*������� )� ��������
��&� ��
��� �	
��� ��*���� �����$� �, L = 100 ���
��

X
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�5�� �� �������� � )���
���	�$ �)�������� 	�*��� ������
��$�

���������� 
+
 ����" �� )
�	� 	,��$� ��2
 *��

 ��,����" 	������ 	�*�����
,��
���
�$� ���	5 ���������� ��/����)
�����6 	�*���� � ,��������
� � �

 )��
��2
��
 ���)
�5�� �� ���	�
 1

2
� .
)
�5 ��$ 	�*��� ����	7���$ �	�� )����
���	

���������� )����	�$�5 ���5�� )
�	� � 	���� ���
��� 9���
��	�$ T��" �������{
n0.5 = 2µ2 − µ1

n1 = 4(µ1 − µ2)
����

;�$ T�� 	�*���� �2
 �
� �
��
�� ��
�	�������8 �
��� )�
����	��5 �
*
 �������6"
����� µ2 < µ1

2
�

��" ����#��	
�

!�)�����" ��� ����� 
����� m 	 	�*���
 Y L
m )�
�����
��$ 	�*����5 �����$ �, ���

	
���	� ���)
����� (����� 	)���
 ��
	����" ��� )�� m ∈ N ��2�� ��*��5�$ ��75
)��*��2
����� ��	
���	� ���)
����� ;�$ T���� )���/��$ ��������5 �
7
��
 ���	�
�
��$

D(Y L
m) = D(XL).

9��	
�/� ����
��� ������" �� ������� ����2
	�$ ���	�$ ����	
���	�
� ����
���� Q(XL, ε) � �	� �
���� ������� : ������$� Q(Y L

�m�, ε) � Q(Y L
�m�, ε) �������
��


)��������� ��*� 	�
��� 		
��" ��*� 	�
��� 	��,�� �����" ��� 	 ,�	�������� �� ε ��
����" �� ����� �)���* ������
��$ ���,�	�
��$ *��

 )�
�)�����
�5����

U���" 
��� �� ���

��$ )������5 	
���66 ��
���" ��� )���
��$ ��$ ��2����
ε ���������	��5 �*� �)���*� ������
��$ : Q(Y L

�m�)" Q(Y L
�m�)" � 	�*����5 ��" ������
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 ��
��
 	
��$������ *��57��� �����
��$�  ��������� )�
����
��
��$ )����)��5 ��$ ��/����)
����� 	�*����� (����� 	 T��� �����
 �
 ��� )�����
)
�
������5 	�
 �
��
 ����� ���
� (n0, nq, n1)" )��*��2�6+�
 �������
 �
7
��

��&�� ��
 ����
 ����� �� *��
� ��,�	��5 	�����	�� 	���*����(� 9����*�


�* ������
��� )����
���	 ��
����)
����� 	�*���� ��� 	 V;���,��
�5��	��V�

'



���� -8 .������5 ��
��� )�� ���
��
��� )� ���
������� ������
��$

# ��2��
��6 �� ���� �, )����
���� ��
��� �
 $	�$
��$ 	
���
� #�� ��$ 	��
*���� Y L

m " ��� � ��$ 	�*���� ZL ��+
��	�6� �����)���
��" )���,�	�6+�
 ���
��2
 ,�����
�5��$ �	�*��� ������
��$ �
 )��	���� � �������� �
,��5����� � T��
�������� ����/��$ )�������5 T	������
��� �
���" ��6+� ��� ��2�� *��

 �����

)��*��2
��
� ;�$ T�� �
�� ������� �
 *���5 ��������" � ������(� )� 	�
� �
�
������
���� ������ �, ���
������� ������
��$ )�����$+
�� ��,�
��� ]�
��6+�
������� ���6������
� �������5" � ������ ����� )����� )��*��2�
� �������

)�	
�
��
 ,�	�������� 	
��$������ *��57��� �����
��$ �� )����� ε�

� �������������

��� $�	� �
� ���%�	
� Q(ZL, ε)

!�	��"� � ��
��$�����5 *��57��� �����
��$ ��
����)
����� 	�*�����#

Q(ZL, ε) =
1

N

nq∑
�q=0

C�q
nq

s1∑
�1=0

C
�−�q−�1
L−nq−n1

C�1
n1

, ��%�

��

s1 =

⌊
�(qnq + n1) − k�ε

L
− �qq

⌋
.

�	��������
	# �� ����� 	�������5 	���2
��
 ��$ 	
��$������ *��57���
�����
��$ 	�*����

Q(ZL, ε) =
1

N

N∑
n=1

[
D(Zk

n, Z�
n) ≥ ε

]
��-�

9���5 	 �
���	� )��	�*���
 ���,����5 �q ���
� �� ,���
��
� q � �1 
������ ���)��
7
� ����	�
" )�� ������� 	�)���
�� D(Zk

n, Z�
n) ≥ ε�

3



D(Z�, Zk) =
1

k

∑
x∈Zk

x − 1

�

∑
x∈Z�

x

=
1

k
((nq − �q)q + (n1 − �1)) − 1

�
(�qq + �1)

=
L((n1 − �1) + q(nq − �q)) − k(n1 + qnq)

k�
≥ ε.

��0�

^
	�$ ����5 ��������� �*�	�
� )�� �	
���
��� ����� 
����� 	 �*���6+
 	��
*���
� (*�,����� �
�
, s1 ��������5��
 �����
��	� 
�����" )�� ������� ��7
 �����
	�
 	�)���$
��$� ����,�� s1 �, ��0�8

s1 =

⌊
�(qnq + n1) − k�ε

L
− �qq

⌋

.
)
�5 )�������
�" ����5���� �)���*��� 	 �*��
��� ����� ���,��5�$ ��	�� �1

�, n1 
�����" ��	�� �q �, nq ���
�" ��	��� q" � � − �1 − �q �, L − n1 − nq ���
�
U�)��5,�$ *�������5��
 ��T�����
���" ������
 	���2
��
 )���*�
��
� 	��

C
�−�q−�1
L−nq−n1

C�q
nq

C�1
n1

]������$ )� 	�
	�,��2��� ,���
��$� �q � �1 )�����
� ������ �
,��5���8

Q(ZL, ε) =

1

N

nq∑
�q=0

n1∑
�1=0

C
�−�q−�1
L−nq−n1

C�q
nq

C�1
n1

[
�qq + �1 ≤ k�ε + �(qnq + n1)

L

]
=

1

N

nq∑
�q=0

s1∑
�1=0

C
�−�q−�1
L−nq−n1

C�q
nq

C�1
n1

.

����

.
��
�� ����,����
��"������� 9�����	�� 	 ������� )�
����+
 �
��� nq = 0� 9������

s1 =

⌊
(n1 − kε)

�

L

⌋

Q(Y L
n1

, ε) =
1

N

s1∑
�1=0

C �−�1
L−n1

C�1
n1

.
)
�5 ,��
���" ��� n1 = m" � �������5 �������	���
 ��2�� � s0 = max (0, m − k)�
;
��	��
�5��" 
��� 
����� 	 	�*���
 *��57
" �
� ����� �������$ �� 
��5 �����
���������	��5 ���5�� ≥ (m− k) 
����� 	 �*���6+
 	�*���
 �����
 ����	
���	�6�
+� *�������5�� ��T�����
�� �*������$�� �� )������� �������
���
 	���2
��

��$ ����� ��
��	 ��)
��
��
����
����� ���)�
�
�
��$8

Q(Y L
m , ε) =

s1∑
�1=s0

h( �
L

�1
m),

��
 s0 = max (0, m − k)" s1 = �(m − εk) �
L
�" h( �

L
t
m) =

C �−t
L−mCt

m

C �
L

�

�&
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�
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)
�5 ���������� )����*�

 �
��� ���
���	 ��$ 	�����
��$ )����
���	 	�*����
ZL(nq, n1, q)�

9����	��	�$ ���
��� ������� 	�*���� XL � 	�*���� ZL )�����
� ����
��
���	�
��8 ⎧⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩
µ1 =

∑
xi = nqq + n1

µ2 =
∑

x2
i = nqq

2 + n1

µ3 =
∑

x3
i = nqq

3 + n1

�
7�$ 

 �������
�5�� nq, n1, q )������8⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

q =
µ2 − µ3

µ1 − µ2

nq =
(µ1 − µ2)

3

(µ2 − µ3)(µ1 − 2µ2 + µ3)

n1 =
µ1µ3 − µ2

2

µ1 − 2µ2 + µ3

����

�
!
�*������ �*
���5�$ 	 ���" ��� T�� �
,��5���� V��,����V : ��
� )��	
���5

����	�$ 0 ≤ q ≤ 1" � ��� 2
 n0 ≥ 0" nq ≥ 0 � n1 ≥ 0�

!�	��"� + �.
��
�� ��
�	��������# ����$
�� '()* �� � �����
� �
��
�� ���
������� �����"� ZL�

0 ≤ q ≤ 1, n0 ≥ 0, nq ≥ 0, n1 ≥ 0.

�	��������
	# !�)�����" ��� xi ∈ [0, 1]" ��
��	��
�5�� x3
i ≤ x2

i ≤ xi� 9�
�)�
�
�
��6 µ1 =

∑
xi" µ2 =

∑
x2

i � µ3 =
∑

x3
i " � ,����� µ3 ≤ µ2 ≤ µ1� 9�����
�

q =
µ2 − µ3

µ1 − µ2
≥ 0.

.
)
�5 ,��
���" ��� �, �
��	
���	� 0 ≤ (xi − 1)2 ��
��
� 2x2
i ≤ xi + x3

i � .����
2µ2 ≤ µ1 + µ3 � q ≤ 1�

.
)
�5 ��
	����" ��� nq ≥ 0 �nq $	�$
��$ )���,	
�
��
� )���2��
�5��� ����
2��
�
�� ;�$ ����,��
�5��	� n1 ≥ 0 ���������� )���,��5" ��� µ1µ3 − µ2

2 ≥ 0� ����
������� 	
�����

u = (
√

x1,
√

x2, . . . ,
√

xL) ∈ R
L

v = (
√

x3
1,

√
x3

2, . . . ,
√

x3
L) ∈ R

L

W��
���" ��� ‖u‖2 = µ1" ‖v‖2 = µ3" (u, v) = µ2� ]�
��	��
�5�� µ1µ3 ≥ µ2
2 )�

�
��	
���	� #�7��M��$��	������\	����� .���� �*��,��" n1 ≥ 0�
(������5 )���,��5" ��� n0 ≥ 0" ��
� n1 + nq ≤ L� ��������8

n1 + nq =
(µ1 − µ2)

3

(µ2 − µ3)(µ1 − 2µ2 + µ3)
+

µ1µ3 − µ2
2

µ1 − 2µ2 + µ3

=

µ2
1 + µ2

2 − µ1(µ2 + µ3)

µ2 − µ3
=

(µ1 − µ2)
2 + µ1(µ2 − µ3)

µ2 − µ3
=

(µ1 − µ2)
2

µ2 − µ3

+ µ1.

��



�� ����� )���,��5" ��� T�� 	���2
��
 �
 )�
	������� ����� 	�*���� L� ^��
����� �*�,�����5 L =

∑L
i=1 x0

i = µ0� ]�
��	��
�5��" �� ����� ����,��5 �
��	
���	�

(µ0 − µ1)(µ2 − µ3) ≥ (µ1 − µ2)
2.

Y�� ���	� ��)�����
� �
��	
���	� #�7��M��$��	������\	����_ ;
��	��
�5�
��" ���������� 	
�����

u = (
√

1 − x1,
√

1 − x2, . . . ,
√

1 − xL) ∈ R
L

v = (
√

x2
1 − x3

1,
√

x2
2 − x3

2, . . . ,
√

x2
L − x3

L) ∈ R
L

Y�� 	
����� �)
����5�� 	�*���� ���" ��� �	������ �� ���� ��	�� ����	
��
��	
��� ‖u‖2 = µ0 −µ1 � ‖v‖2 = µ2 −µ3� .���� �� ����$���
 )���,	
�
��
 ,�)���	��

��$ 	 	��


(u, v) =
L∑

i=1

√
(1 − xi)(x2

i − x3
i ).

`����	�$ ��" ��� (1 − xi)(x
2
i − x3

i ) = (1 − xi)
2x2

i )�����
� ��
��6+

 	���2
��

��$ ����$����� )���,	
�
��$8

(u, v) =

L∑
i=1

xi(1 − xi) = µ1 − µ2.

]�
��	��
�5�� )� �
��	
���	� #�7��M��$��	������\	���� )������

(µ0 − µ1)(µ2 − µ3) = ‖u‖2‖v‖2 ≥ (u, v)2 = (µ1 − µ2)
2.

 ,����� n1 + nq ≤ L" � ��
��	��
�5�� n0 ≥ 0� .
��
�� ��
�	������� ����,����

��� ����#��	
� ����!����� ���������	����� �����
�

�������� �����
��	� �)���*�	 ������
��$ ��
����)
����� 	�*����� � �
 
��5
��� �
��� )����
��� � n0" nq � n1" �	$,����
 ����	�
� n0 + nq + n1 = L� #�,����5
*�" ��+
��	�
� �
���
 �)���*� ������
��$8 ��2�� 	,$�5 �	� �6*�� )����
���" �
��$ ��2���� �, ��� 
��5 �	
 	�,��2�����8 ������$�5 	��, � 		
��� (����� ���� �,
T��� �
���
� �)���*�	 �*$,��
�5�� *��
� ����7��5 ����	�
 �� ��������
 �����
��	�
���
��

,��"��# 9���5 L = 4" � �
��� ���
���	 ��� ��
��� 	�
� )����
���	" ��	��

4
3
� .���� �*$,��
�5��
 ����	�
 ,���6��
��$ 	 ���" ��� �	� ����� ��2�� ��������5
	��," � ���5�� ���� � 		
��� 9�T���� ��+
��	�
� ���5�� ��� 	�,��2������ .� 2

����
 ��

� � 	 �*+
� �����
�

�$��������� �# ������	�� 	���*����( Br(x0, xq, x1) 
����&� �� #������
�

� 
����� ��������� ������� �������� �� ���	"� (x0, xq, x1) ���

��
"�$��	 "�����
��� 
 ��� �� 
� r� ��� ������� ��� �����
���� ����� �����
����� � �� �������� ���� ��� 
����#����
����

�%
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9����
�� r *��
� ��,�	��5 �������� ������
��$� #����
��	� ���
� 	 ���
���
����� ��,�	
� 

 ��,�
���� .���� �*��,�� V������
��6 �� ���
��
�� �
����V �����
	
���	�
� r = 1�

(�
	����" ��� ��,�
� ���
������� ������� r �
 )�
	������� (2r)2� ;
��	��
�5�
��" 	 ��7
� ���)��$2
��� ���5�� �	� �	�*����� )����
���" � ��2�� �, ��� ��2
�
)�������5 2r ��,������ ,���
��� ��2�� ����,��5 ��
��6+

 ��	
�2�
��
�

!�	��"� -# ����� r ������� #��� ������� � �� �������� ������ (x0, xq, x1)
���"� '��� 
 �
 �� 
� r* ������� �� ���
��
�� �
��
�	 0 � L � 
 �����
 ��� #����� ����� ����� �"���
���� ������� ������� ����$���� ��� &
�������

|Br| = 3r2.

� ]���������
� ��$ ������ ��
��6+

 	�)������
�5��
 ��	
�2�
��
�

.�""� �# +��������� �"������ ����"����� %����&� ������ �� & ���"�� � "��
����� �� "�����
��� � #������

�� ����� 
� ����"���� ����!
 "������ ��
�����
�	 n ∈ N� ����� �� �����
� ��������
� ���� "�����
�� � 
 ��������
��� ���� #������

�	 ��&�"��

,���$������ ��� �
���� -���� "������� ����$���� ���
� n2 ������

;
��	��
�5��" �)��
����
� �	����� �� ��5 �*������ 9������ ���
,�� [a, a + n]
���� a ∈ R\N � �*������ �
	� ������� �	�������� � T��� ���
,�
 �
2�� ��
��6+�

�
��
 �����8 
a�, . . . , �a+n�" � �� 	 �������� n 7����  ��������� )�� )��
����	����
�� ��5 ������� )�����
� n ���
�" � ��
��	��
�5�� 	����� �	������ n2 �,��	�

�
��
��$ � ��7
 �
��
�
� (*�,����� �
��� ���
������� ������
��$ �
�
,
(X, Y, Z)" 9���5 (A, B, C) � �
������
���$ ����� �, ��7
 ���
�������� (*�,�����
�,�
�
��$ ��������� a = A − X" b = B − Y " c = C − Z�

�-



U, ����" ��� ����� )����
���	 )�� ������
��� ������$
��$" ��
��
� ����	�

a + b + c = 0� W����� ��� ���
�
��
� �����
��	� �
������
���� ���
� (A, B, C)"
���	�
�	��$6+�� ����	�6 |a| ≤ r" |b| ≤ r" |a + b| ≤ r�

���������� �	����� |a| ≤ r" |b| ≤ r� �̀��	�$ �
��
�� )���*���� ���" ��� ��
���� �, �
������
���� ���
� (A, B) �
 )�)���
� �� 
�� �������� ]�
��	��
�5�� )�
��	
�2�
��6 ����,���� �
��� 	 �	�����
 ���
�2���$ ��	�� 4r2 ���
�� (������5
����,��5" ��� ����	�
 |a + b| ≤ r ���
��
� ��	�� r2 �
������
���� ���
� �	�
 ,�	��
������� �� ,���
��$ ���*��� ����
 �������� )����
���	��

Y�� ����	�
 ���
��
� �	� ��
����5���� )��+��� r2

2
��2��� #����
��	� �
���

����
���� ���
�" )�)�	7�� 	 ��2�� �, T��� ��
����5����	" )��������5 �������
(����� ��	
�7
��� ��
	����" ��� 	 ����
 	 T��� ��
����5����� ��	�� r2 ���
��
4�� *� 	 T��� �*
���5�$" ���������� ��2�� �
	� ��
����5��� V)������	��5V 	
������ �
��
 � �
)���
���	
��� )�� )��	�� 	
����� ��
����5����� ��� T���� ���
���
��	� �,��	 	����� )
�
�
+�
���� ��
����5���� �
 �,�
����$�� .
)
�5 ��2��
	��	5 	��)��5,�	��5�$ ��	
�2�
��
� �
��� ��$ ������ �	������ �� ������� r�

U��6������
 	�7
���,������ ���2�� ���� 0� !� �/� ������ �	�������� ���
�
�
�� �
������
���
 �,�� �
7/���" 2
���$ ����� 	 �
�
���
 : �
��� ���
�������
�������$
��$ ������" �������� ����$�� )���,��� ����	�$��������
��$��

;�$ )����
��$ ��
��� )�
�����
��$ ���������	��5 
�� ����� �, ���
�������
������
��$ �� �
������� �������	����� �������� � �
�����" )����
���� �����$
�, �
���� ���
���	��

�� '�	����
!���

# ��2��
��6" �� ���� �, )�
���2
���� ��
��� �
 $	�$
��$ 	
���
� .��� 
��5
�
����5�� �����)���
��	�

�#�#� /	��$��"�� ��( Y L
m #

9��	
�/� �����)���
�" ������ )���,�	�
�" ��� 	�*���� Y L
m �
 )��	���� � 	
���

�
 ��
��
" 
��� )����
�� m 	�*����5 �����$ �, ���)
����� ���������� 	�*����
XL = (0, 0, ..., 0, 0.25, 0.75, 1, ..., 1, 1)� #����
��	� ���
 � 
����� )�
�)�����
��$ ����
����	��" � ��	��� k − 1� ��*������$ ���)
���$ D(XL) = 4k−3

16k
� �
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