
Лекция 5. Оптимизация в пространствах
большой размерности:

нелинейный метод сопряжённых градиентов и
неточный метод Ньютона

Курс «Методы оптимизации в машинном обучении»

19 октября 2015 г.
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Нелинейный метод сопряжённых градиентов (Флетчера-Ривса)

1

2
xTAx− xTb→ min

x

g0 = Ax0 − b
d0 = −g0, u0 = Ad0;
для k = 0, 1, . . . ,#iter

αk =
gT
k gk

dT
k uk

;
xk+1 = xk + αkdk;
gk+1 = gk + αkuk;
если ‖gk+1‖ < ε то

x∗ = xk+1;
Выход из цикла;

βk =
gT
k+1gk+1

gT
k gk

;
dk+1 = −gk+1 + βkdk;
uk+1 = Adk+1;

f(x)→ min
x

g0 = ∇f(x0);
d0 = −g0;
для k = 0, 1, . . . ,#iter
αk = argminα≥0 f(xk + αdk);
xk+1 = xk + αkdk;
gk+1 = ∇f(xk+1);
если ‖gk+1‖ < ε то
x∗ = xk+1;
Выход из цикла;

βk =
gT
k+1gk+1

gT
k gk

;
dk+1 = −gk+1 + βkdk;
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Флетчер–Ривс и направление спуска

f(x, y) :=
1

2
x2 +

1

4
y4 − 1

2
y2 → min

x,y
,
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При c2 > 0.5 метод может не сходиться.
При c2 < 0.5 метод сходится.
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Плохое поведение метода Флетчера–Ривса

Часто метод Флетчера–Ривса может делать очень маленькие
шаги.
Обычно это происходит когда dk почти ортогонально gk.
Пример (движение по спирали):
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Другие схемы метода сопряжённых градиентов

dk+1 = −gk+1 + βkdk

Другие способы выбора βk:

Полак–Рибье: βPRk :=
g>k+1yk

‖gk‖22
Хестинс–Штифель: βHS

k :=
g>k+1yk

d>k yk
Полак–Рибье+: βPR+

k := max{0, βPRP
k }

Гильберт-Ноусидаль: βGN
k := max{−βFRk ,min{βPRk , βFRk }}

Дай–Юань: βDY
k :=

‖gk+1‖22
d>k yk

Агер–Джан: βHZ
k :=

g>k+1

d>k yk

(
yk −

2 ‖yk‖22
d>k yk

dk

)
Во всех формулах yk := gk+1 − gk.
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Пример: FR vs PR vs FR+restart
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Методы PR и FR+restart сходятся гораздо быстрее, чем просто
FR.
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Пример #2: функция Розенброка

Функция Розенброка: f(x, y) := (1− x)2 + 100(y − x2)2 → min
x,y
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Схема неточного метода Ньютона для выпуклых функций

Вычислить ∇f(x0);
для k = 0, 1, . . . ,#iter
εk = min(1/2,

√
‖∇fk‖)‖∇fk‖;

z0 = 0, g0 = Hkz0 +∇fk, d0 = −g0;
для j = 0, 1, . . . ,

γj =
gT
j gj

dT
j Hkdj

;

zj+1 = zj + γjdk, gj+1 = gj + γjHkdj ;
если ‖zj+1‖ < εk то

pk = zj+1;
Выход из цикла;

βj =
gT
j+1gj+1

gT
j gj

;

dj+1 = −gj+1 + βjdj ;
αk = argminα≥0 f(xk + αpk), αstart = 1;
xk+1 = xk + αkpk;
если ‖∇fk+1‖ < ε то

x∗ = xk+1, Выход.
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