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1 Введение

В случае, когда одной модели для описания данных не хватает, используют смеси

моделей. Предполагается, что исходная зависимость выражается формулой:

𝑝(𝑦 |𝑥) =
𝑙∑︁

𝑘=1

𝑝(𝑤𝑘 |𝑥)𝑝(𝑦 |𝑥,𝑤𝑘) =
𝑙∑︁

𝑘=1

𝜋𝑘𝑝(𝑦 |𝑥,𝑤𝑘), (1.1)

где 𝜋𝑘 = 𝑝(𝑤𝑘 |𝑥) — вероятность принадлежности модели 𝑘,

𝑙∑︁
𝑘=1

𝜋𝑘 = 1. (1.2)

Далее предполагается, что объекты в выборке независимы и плотность совмест-

ного распределения преобразуется в произведение плотностей распределения каж-

дого объекта.

𝑝(𝑦 |𝑥) =
𝑙∑︁

𝑘=1

𝜋𝑘

𝑛∏︁
𝑖=1

𝑝(𝑦𝑖 |𝑥𝑖,𝑤𝑘) =
𝑛∏︁

𝑖=1

𝑙∑︁
𝑘=1

𝜋𝑘𝑝(𝑦
𝑖 |𝑥𝑖,𝑤𝑘). (1.3)

Введем функцию правдоподобия 𝑄(𝑤1, . . . ,𝑤𝑙,𝜋) как логарифм плотности ве-

роятности данных.

𝑄(𝑤1, . . . ,𝑤𝑙,𝜋) = ln 𝑝(𝑦 |𝑥) =
𝑚∑︁
𝑖=1

ln

[︃
𝑙∑︁

𝑘=1

𝜋𝑘𝑝(𝑦
𝑖 |𝑥𝑖,𝑤𝑘)

]︃
. (1.4)

Обозначим через 𝑝(𝑦,𝑤𝑘 |𝑥) вероятность того, что объект (𝑥, 𝑦) был порожден

компонентой 𝑤𝑘, 𝛾𝑖𝑘 = 𝑝(𝑤𝑘|𝑦𝑖,𝑥𝑖) — вероятность того, что 𝑖-объект порожден 𝑗 - ком-

понентой. Каждый объект был порожден какой-либо моделью, по формуле полной

вероятности
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1 Введение 2

𝑙∑︁
𝑘=1

𝛾𝑖𝑘 = 1, ∀𝑖. (1.5)

Для произвольного объекта (𝑥, 𝑦) вероятность его получения моделью 𝑤𝑘 по

формуле условной вероятности равна:

𝑝(𝑦,𝑤𝑘 |𝑥) = 𝑝(𝑤𝑘 |𝑥)𝑝(𝑦 |𝑥,𝑤𝑘) ≡ 𝜋𝑘𝑝(𝑦 |𝑥,𝑤𝑘). (1.6)

Подставим это равенство в формулу Байеса для 𝛾𝑖𝑘

𝛾𝑖𝑘 =
𝜋𝑘𝑝(𝑦

𝑖 |𝑥𝑖,𝑤𝑘)∑︀𝑙
𝑠=1 𝜋𝑠𝑝(𝑦𝑖 |𝑥𝑖,𝑤𝑠)

. (1.7)

Для определения параметров смеси необходимо решить задачу максимизации

правдоподобия 𝑄(𝑤1, . . . ,𝑤𝑙,𝜋) → 𝑚𝑎𝑥, для этого выпишем функцию Лагранжа:

𝐿 =
𝑚∑︁
𝑖=1

ln

[︃
𝑙∑︁

𝑘=1

𝜋𝑘𝑝(𝑦
𝑖 |𝑥𝑖,𝑤𝑘)

]︃
− 𝜆

(︃
𝑙∑︁

𝑘=1

𝜋𝑘 − 1

)︃
. (1.8)

Приравняем производные функции Лагранжа к нулю:

𝜕𝐿

𝜕𝜋𝑘

=
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑝(𝑦𝑖 |𝑥𝑖,𝑤𝑘)∑︀𝑙
𝑠=1 𝜋𝑠𝑝(𝑦𝑖 |𝑥𝑖,𝑤𝑠)

− 𝜆 = 0. (1.9)

Умножим обе части равенства на 𝜋𝑘 и просуммируем по 𝑘 = 1..𝑙

𝑚 =
𝑙∑︁

𝑘=1

𝑚∑︁
𝑖=1

𝜋𝑘𝑝(𝑦
𝑖 |𝑥𝑖,𝑤𝑘)∑︀𝑙

𝑠=1 𝜋𝑠𝑝(𝑦𝑖 |𝑥𝑖,𝑤𝑠)
= 𝜆

𝑙∑︁
𝑠=1

𝜋𝑘 = 𝜆. (1.10)

Получилось необходимое условие минимума: 𝜆 = 𝑚. В выражении для произ-

водной 𝜕𝐿
𝜕𝜋𝑘

заменим 𝜆 на 𝑚 и домножим обе части равенства на 𝜋𝑘:

𝜋𝑘 =
1

𝑚

𝑚∑︁
𝑖=1

𝜋𝑘𝑝(𝑦
𝑖 |𝑥𝑖,𝑤𝑘)∑︀𝑙

𝑠=1 𝜋𝑠𝑝(𝑦𝑖 |𝑥𝑖,𝑤𝑠)
=

1

𝑚

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑔𝑖𝑘. (1.11)

Производная лагранжиана по параметрам 𝑘-й модели:

𝜕𝐿

𝜕𝑤𝑘
=

𝑚∑︁
𝑖=1

𝜋𝑘
𝜕𝑝(𝑦𝑖 |𝑥𝑖,𝑤𝑘)

𝜕𝑤𝑘∑︀𝑙
𝑠=1 𝜋𝑠𝑝(𝑦𝑖 |𝑥𝑖,𝑤𝑠)

=
𝑚∑︁
𝑖=1

𝜋𝑘𝑝(𝑦
𝑖 |𝑥𝑖,𝑤𝑘)∑︀𝑙

𝑠=1 𝜋𝑠𝑝(𝑦𝑖 |𝑥𝑖,𝑤𝑠)

𝜕 ln 𝑝(𝑦𝑖 |𝑥𝑖,𝑤𝑘)

𝜕𝑤𝑘
. (1.12)

Преобразуем выражение:

𝜕𝐿

𝜕𝑤𝑘
=

𝜕

𝜕𝑤𝑘

𝑚∑︁
𝑖=1

𝛾𝑖𝑘 ln 𝑝(𝑦
𝑖 |𝑥𝑖,𝑤𝑘) = 0. (1.13)
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Полученное равенство совпадает с необходимым условием максимума в задаче

максимизации взвешенного правдоподобия:
𝑚∑︁
𝑖=1

𝛾𝑖𝑘 ln 𝑝(𝑦
𝑖 |𝑥𝑖,𝑤𝑘) → max

𝑤𝑘
. (1.14)

В общем случае задача оптимизации 𝑄(𝑤1, . . . ,𝑤𝑙,𝜋) → 𝑚𝑎𝑥 трудна, для её ре-

шения используют EM-алгоритм, заключающийся в итеративном повторении двух

шагов. На 𝐸-шаге вычисляются ожидаемые значения вектора скрытых переменных

𝛾𝑖𝑘 по текущему приближения параметров моделей (𝑤1, . . . ,𝑤𝑙). На 𝑀 -шаге решает-

ся задача максимизации правдоподобия 𝑄 при начальном приближении параметров

моделей и значений 𝛾𝑖𝑘.

𝐸-шагу соответствует выражение

𝛾𝑖𝑘 =
𝜋𝑘𝑝(𝑦

𝑖 |𝑥𝑖,𝑤𝑘)∑︀𝑙
𝑠=1 𝜋𝑠𝑝(𝑦𝑖 |𝑥𝑖,𝑤𝑠)

. (1.15)

𝑀 -шаг заключается в оптимизации параметров распределений.

𝑄(𝑤1, . . . ,𝑤𝑙 |𝜋) → 𝑚𝑎𝑥 (1.16)

Формула на 𝑀 -шаге может упроститься для случая конкретного распределения.

Для упрощения дальнейших рассуждений введем обозначения

𝐺 = (𝛾1, . . . ,𝛾 𝑙) =

⎛⎜⎜⎝
𝛾11 . . . 𝛾1𝑙
... . . . ...

𝛾𝑚1 . . . 𝛾𝑚𝑙

⎞⎟⎟⎠ , 𝐺𝑘 = diag(𝛾𝑘). (1.17)

Перейдем к рассмотрению линейный и обобщенных линейных моделей.

2 Оценка параметров смеси линейных моделей

Линейная модель имеет вид:

𝑦 = 𝑋𝑤 + 𝜀, (2.1)

где 𝜀 ∼ 𝒩 (0, 𝐵) — вектор нормально распределенных ошибок. В данной поста-

новке вектор 𝑦 является нормальным с математическим ожиданием E(𝑦 |𝑥) = 𝜇 =

𝑥T𝑤, и корреляционной матрицей 𝐵.

𝑝(𝑦 |𝑋,𝑤) =
1

(2𝜋)
𝑛
2

√︀
|det𝐵|

exp

(︂
−1

2
(𝑦 −𝑋𝑤)T𝐵(𝑦 −𝑋𝑤)

)︂
. (2.2)
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Шаг 𝑀 алгоритма примет следующий вид:

𝐺𝑘 ln

[︃
1

(2𝜋)
𝑛
2

√︀
|det𝐵|

]︃
− 1

2
(𝐺𝑘(𝑦 −𝑋𝑤)T𝐵(𝑦 −𝑋𝑤)) → max

𝑤
(2.3)

Первое слагаемое не зависит от 𝑤𝑘, его можно не учитывать. Преобразование

второго слагаемого дает

1

2
𝑤T𝑋T𝐺𝑘𝐵𝑋𝑤 −𝑤T𝑋T𝐺𝑘𝐵𝑦 → min

𝑤
(2.4)

Задача квадратична по 𝑤, решение находится аналитически

𝑤* = (𝑋T𝐺𝑘𝐵𝑋)−1𝐺𝑘𝐵𝑋𝑦. (2.5)

3 Оценка параметров смеси обобщенно-линейных

моделей

В случае обобщенных линейный моделей функция плотности распределения

имеет вид

𝑝(𝑦 |𝜃) = exp (𝑇 (𝑦)T𝜂(𝜃)− 𝑏(𝜃) + 𝑐(𝑦)) . (3.1)

𝑀 -шаг алгоритма сводится к максимизации

𝐺𝑘𝑇 (𝑦)T𝜂(𝜃)−𝐺𝑘𝑏(𝜃) +𝐺𝑘𝑐(𝑦) → max
𝜃

. (3.2)

Последнее слагаемое не зависит от параметров модели 𝜃, что позволяет упро-

стить функционал

𝐺𝑘𝑇 (𝑦)T𝜂(𝜃)−𝐺𝑘𝑏(𝜃) → max
𝜃

. (3.3)

Дальнейшая минимизация зависит от конкретного семейства из обобщенного

класса, вида функции 𝑏(𝜃).

4 Оценка параметров смеси экспертов

Понятие смеси экспертов было введено Якобсом (Jacobs) в 1991г. Предполагает-

ся, что параметры смеси 𝜋 являются функциями от объекта, т.е.

𝑝(𝑦 |𝑥) =
𝑙∑︁

𝑘=1

𝜋𝑘(𝑥)𝑝(𝑦 |𝑥,𝑤𝑘). (4.1)
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Компоненты 𝜋𝑘(𝑥) называются функциями селективности, а 𝑝(𝑦 |𝑥,𝑤𝑘) экспер-

тами. Функция селективности отвечает за компетентность эксперта в определенной

области.

Оказывается (Jordan and Jacobs, 1994), что наличие функции компетенции до-

пускает решение задачи с помощью 𝐸𝑀 -алгоритма, причем, 𝐸-шаг остается преж-

ним:

𝛾𝑖𝑘 =
𝜋𝑘(𝑥

𝑖)𝑝(𝑦𝑖 |𝑥𝑖,𝑤𝑘)∑︀𝑙
𝑠=1 𝜋𝑠(𝑥𝑖)𝑝(𝑦𝑖 |𝑥𝑖,𝑤𝑠)

. (4.2)

𝑀 -шаг принимает вид:

𝜋𝑘 =
1

𝑚

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑔𝑖𝑘. (4.3)

𝑚∑︁
𝑖=1

𝛾𝑖𝑘(𝑥
𝑖) ln 𝑝(𝑦𝑖 |𝑥𝑖,𝑤𝑘) → max

𝑤𝑘
. (4.4)

Уравнение 4.4 можно решить с помощью метода итеративно перевзвешенных

наименьших квадратов (IRLS).
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