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Ââåäåíèå

Ïîñòðîåíèå äèçúþíêòèâíûõ íîðìàëüíûõ ôîðì (ä. í. ô.) äëÿ ôóíêöèé àëãåáðû

ëîãèêè (áóëåâûõ) ôóíêöèé, åñëè ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ä. í. ô. ìèíèìàëüíîé

ñëîæíîñòè (ïî ÷èñëó âõîäÿùèõ â íå¼ áóêâ - ìèíèìàëüíîé ä. í. ô., èëè ýëåìåíòàð-

íûõ êîíúþíêöèé - êðàò÷àéøåé ä. í. ô.), ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì ÷èñëå ïåðåìåííûõ

ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé ïðàêòè÷åñêè íåðàçðåøèìîé äàæå äëÿ ñóïåðñîâðåìåííûõ áûñòðî-

äåéñòâóþùèõ êîìïüþòåðîâ.

Ýòî ïðè âåñüìà ñëàáûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà êëàññ àëãîðèòìîâ áûëî äîêàçàíî Þ. È.

Æóðàâë¼âûì [Îöåíêè ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíûõ äèçúþíê-

òèâíûõ ôîðì äëÿ ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè (áóëåâûõ ôóíêöèé). Äèñêðåòíûé Àíàëèç.

Ñá. Òðóäîâ Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè Ñèá. îòä. ÀÍÑÑÑÐ, âûï. 3, 1964 ã. [1]]. Ïîýòîìó â

äàëüíåéøåì àëãîðèòìû ìèíèìèçàöèè ýôôåêòèâíî ïðèìåíÿëèñü, êàê ïðàâèëî, ëèøü

äëÿ äîñòàòî÷íî óçêèõ êëàññîâ ôóíêöèé (ìîíîòîííûå, ëèíåéíûå ôóíêöèè è ò. ï.).

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ïîíÿòèÿ îáîçíà÷åíèÿ èç ðàáîòû [4] - ýëå-

ìåíòàðíàÿ êîíúþíêöèÿ K, èíòåðâàë ýëåìåíòàðíîé êîíúþíêöèè NK , ñîêðàù¼ííàÿ,

ìèíèìàëüíàÿ, òóïèêîâàÿ ä. í. ô. è ò. ï.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ðàññìîòðèì âåñüìà óçêèé ïîäêëàññ áóëåâûõ ôóíêöèé

(ôóíêöèè ñ ìàëûì ÷èñëîì íóëåé). Ýòè ôóíêöèè ïîñëå èçâåñíîé ðàáîòû Þ. È. Æó-

ðàâë¼âà è À. Þ. Êîãàíà [2] ïðèâëåêëè âíèìàíèå ðàçëè÷íûõ àâòîðîâ (À. Þ. Êîãàí,

À. Ã. Äüÿêîíîâ, Þ. Â. Ìàêñèìîâ) [10, 7, 8, 9, 5], ïðè÷¼ì À. Ã. Äüÿêîíîâ ïðèìå-

íèë ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ê ðåøåíèþ çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ ñ áèíàðíîé îáó÷àþùåé

èíôîðìàöèåé.

Ðàññìàòðèâàëñÿ ñëó÷àé çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ ñ äâóìÿ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ êëàñ-

ñàìè K1, K2; îáúåêòû ðàñïîçíàâàíèÿ çàäàâàëèñü áèíàðíûìè ïðèçíàêàìè (ñî çíà÷å-

íèÿìè 0,1), ÷èñëî îáúåêòîâ îáó÷åíèÿ, êàê ïðàâèëî, áûëî îòíîñèòåëüíî íåâåëèêî.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ íåñêîëüêî äðóãîé ïîäõîä ê ðåàëèçàöèè â êëàññå

ä. í. ô. áóëåâûõ ôóíêöèé ñ ìàëûì ÷èñëîì íóëåé è ñïîñîá ïðèìåíåíèÿ ïîëó÷åííûõ

ðåçóëüòàòîâ ê çàäà÷àì ðàñïîçíàâàíèÿ áèíàðíûõ îáúåêòîâ.

Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ îáùåïðèíÿòûå óïðîùåíèÿ â òåîðèè ä. í. ô., ïðè ýòîì

ñóùåcòâåííî èñïîëüçóþòñÿ: xσi · xσ̄i = 0, K ∨ K · K ′ = K (ïðàâèëî ïîãëîùåíèÿ), à

òàêæå øèðîêî èñïîëüçóåìûé â òåîðèè ä. í. ô. ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ñîêðàù¼ííîé ä. í.
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ô., ïîëó÷èâøèé â ëèòåðàòóðå íàçâàíèå Áëåéêà-Êâàéíà (õîòÿ çíà÷èòåëüíî ðàíåå îí

áûë îïèñàí ðóññêèì ó÷¼íûì Ïîðåöêèì, à ïîçäíåå èñïîëüçîâàëñÿ Êâàéíîì áåç ññûëîê

íà ïðåäûäóùèõ àâòîðîâ).

1 Ãëàâà 1

Ïóñòü áóëåâà ôóíêöèÿ çàäàíà ïåðå÷èñëåíèåì íàáîðîâ

α̂i = (αi1, αi2, . . . , αin), i = 1, 2, . . . , k,

íà êîòîðûõ îíà îáðàùàåòñÿ â 0. Èçâåñòíî, ÷òî f ìîæåò áûòü çàäàíà êîíúþíêòèâ-

íîé ñîâåðøåííîé íîðìàëüíîé ôîðìîé (1):

f(x1, . . . , xn) =
k∏
i=1

(xᾱi1
1 ∨ · · · ∨ xᾱin

n ).

Â òåîðèè íåòðóäíî ïðîâåñòè óìíîæåíèå K ÷ëåíîâ, ïðîâåñòè ñòàíäàðòíûå óïðî-

øåíèÿ òèïà xσt ·xσt = xσt , K ∨K ·K ′ = K è ò. ï. è ïðåîáðàçîâàòü (1) â äèçúþíêòèâíóþ

íîðìàëüíóþ ôîðìó D, êîòîðóþ â äàëüíåéøåì ìîæíî ïåðåâåñòè â ñîêðàù¼ííóþ ä.

í. ô. Df , à çàòåì, èñïîëüçóÿ, íàïðèìåð, êðèòåðèé ïîãëîùåíèÿ [4], ïîñòðîèòü ðåàëè-

çóþùóþ òóïèêîâóþ ä. í. ô. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, äàæå ïðè îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèõ

K òàêîé ïåðåâîä òðåáóåò áîëüøîãî ìàøèííîãî âðåìåíè, ÷òî íå ïîä ñèëó äàæå ñîâðå-

ìåííûì ñâåðõáûñòðîäåéñòâóþùèì êîìïüþòåðàì. Ïîýòîìó çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ä. í.

ô. äàæå ïðè íåáîëüøèõ çíà÷åíèÿõ K è áîëüøèõ n ÿâëÿåòñÿ âåñüìà íåïðîñòîé.

Â 1956 ãîäó Ñ. Â. ßáëîíñêèé íà îäíîì èç ñåìèíàðîâ ïî äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå

îáðàòèë âíèìàíèå íà ñëåäóþùåå: åñëè ðàññìîòðåòü ôóíêöèþ f(x1, . . . , xn), êîòîðàÿ

îáðàùàåòñÿ â 0 òîëüêî íà íàáîðàõ α̂1 = (1, 1, . . . , 1) è α̂0 = (0, 0, . . . , 0), òî ñîâåðøåííàÿ

ê. í. ô. òàêîé ôóíêöèè

(2) f = (x1 ∨ · · · ∨ xn) · (x̄1 . . . x̄n)

ïðåîáðàçóåòñÿ â ìèíèìàëüíóþ ä. í. ô.

Df = x1 · x̄2 ∨ x2 · x̄3 ∨ · · · ∨ xn−1 · x̄n ∨ xn · x̄1.

Ä. í. ô. ñîñòîèò èç n êîíúþíêöèé, ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé ä. í. ô. è èìååò ñëîæ-

íîñòü 2n. Òàêàÿ æå ñëîæíîñòü è ó êîíúþíêòèâíîé ä. í. ô. ýòîé ôóíêöèè. Ïðèìåð

ßáëîíñêîãî (êàê îòìåòèë Þ. È. Æóðàâë¼â) íèêîãäà íå ïóáëèêîâàëñÿ, íî ïîñëóæèë

îòïðàâíîé òî÷êîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïðîñòûõ ä. í. ô. äëÿ ôóíêöèé, èìå-

þùèõ íåáîëüøîå ÷èñëî íóëåé.
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Îïèøåì ïîäðîáíåå àëãîðèòìÞ. È. Æóðàâë¼âà è À. Þ. Êîãàíà [3], òàê êàê â ñèëó

ïðîñòîòû ðåàëèçàöèè îí áóäåò â äàëüíåéøåì ÿâëÿòüñÿ îòïðàâíîé òî÷êîé ïðè ïîñòðî-

åíèè àëãîðèòìîâ ðàñïîçíàâàíèÿ äëÿ çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ ñ áèíàðíîé èíôîðìàöèåé

ñ äâóìÿ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ êëàññàìè.

Ïóñòü çàäàíà òàáëèöà íóëåé (3) ôóíêöèè f(x1, . . . , xn):

α̂1 = (α11, α12, . . . , α1n)

α̂2 = (α21, α22, . . . , α2n)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

α̂k = (αk1, αk2, . . . , αkn)

Åñëè â òàáëèöå èìåþòñÿ íóëåâûå è åäèíè÷íûå ñòîëáöû αtr, r = 1, . . . , n, òî èõ

ìîæíî óäàëèòü èç òàáëèöû (ââåñòè â ôîðìóëó, êîòîðàÿ ïîëó÷èòñÿ ïðè ïåðåìíîæåíèè

ñëàãàåìûõ ê. í. ô., òàê êàê îíè âîéäóò â ðåçóëüòèðóþùóþ ä. í. ô. êàê îäíî èç

ñëàãàåìûõ xr èëè x̄r).

Âûïîëíèì íàä òàáëèöåé (3) ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ:

1. xr → x∗r, åñëè α1r = 0, xr → x̄∗r, åñëè α1r = 1. Ïîëó÷èì òàáëèöó, â êîòîðîé íåò

íóëåâûõ ñòîëáöîâ, à ñòðîêà ᾱ1 ïåðåõîäèò â íóëåâóþ ñòðîêó (0, 0, . . . , 0);

2. ïåðåñòàâèì îäèíàêîâûå ñòîëáöû òàê, ÷òîáû îíè èìåëè ïîñëåäîâàòåëüíûå íîìå-

ðà x∗r → yi, x̄
∗
r → ȳi, i = 1, . . . , n, ò. å. îäèíàêîâûå ñòîëáöû îáðàçóþò áëîêè.

Âûïîëíÿåìûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íå ìåíÿþò ñòðóêòóðó ôóíêöèè - ñîêðàù¼ííàÿ ä.

í. ô. ïåðåõîäèò â ñîêðàù¼ííóþ, òóïèêîâûå è ìèíèìàëüíûå ä. í. ô. - â ñîîòâåòñòâó-

þùèå òóïèêîâûå è ìèíèìàëüíûå; ïîýòîìó îáðàòíûìè ïðåîáðàçîâàíèåìè ïîëó÷àåòñÿ

èñõîäíàÿ òàáëèöà (3).

Â ðåçóëüòàòå ïðîäåëàííûõ ïðåîáðàçîâàíèé òàáëèöà (3) ïðèîáðåò¼ò ñëåäóþùèé

âèä (4):

y1 . . . yl . . . yp . . . yq . . . ys . . . yn

0 . . . 0 . . . 0 . . . 0 . . . 0 . . . 0

α′11 . . . α′11 . . . α′p1 . . . α′p1 . . . α′s1 . . . α′s1

α′12 . . . α′12 . . . α′p2 . . . α′p2 . . . α′s2 . . . α′s2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

α′1k−1 . . . α′1k−1 . . . α′pk−1 . . . α′pk−1 . . . α′sk−1 . . . α′sk−1
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Ïîñòðîèì ôóíêöèþ ϕ: èç êàæäîãî áëîêà îòáèðàåì ïåðâûé ñòîëáåö. Ïîëó÷àåì (5):

y1 . . . yp . . . ys

0 . . . 0 . . . 0

α′11 . . . α′p1 . . . α′s1

α′12 . . . α′p2 . . . α′s2

. . . . . . . . . . . . . . .

α′1k−1 . . . α′pk−1 . . . α′sk−1

Íà âñåõ k íàáîðàõ òàáëèöû (5) ôóíêöèÿ ϕ = 0, íà îñòàëüíûõ 1. Ïóñòü D̃f -

íåêîòîðàÿ ä. í. ô., ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ ϕ.

Òîãäà èñõîäíàÿ ôóíêöèÿ f ïðåäñòàâèìà â âèäå ä. í. ô. Df :

Df = y1 · ȳ2 ∨ y2 · ȳ3 ∨ · · · ∨ yl−1 · ȳl ∨ yl · ȳ1 ∨ · · · ∨ yp · ȳp+1 ∨ · · · ∨ yq−1 · ȳq ∨ yq · ȳp ∨

· · · ∨ ys · ȳs+1 ∨ · · · ∨ yn · ȳs ∨ D̃f .

×èñëî êîíúþíêöèé â Df ðàâíà n + |D̃f |, ãäå |D̃f | - ÷èñëî êîíúþíêöèé â D̃f . Çà-

ìåòèì, ÷òî ÷èñëî íóëåâûõ çíà÷åíèé ϕ íå ïðåâîñõîäèò k, à ÷èñëî ïåðåìåííûõ íå

ïðåâîñõîäèò ÷èñëà áëîêîâ â (4). Ïîñëåäíåå, î÷åâèäíî, íå ïðåâîñõîäèò 2k−1 − 2. Òàê,

äëÿ èñõîäíîé ôóíêöèè ñ ÷åòûðüìÿ íóëÿìè - íå ïðåâîñõîäèò 7, à ñ ïÿòüþ íóëÿìè - 15.

Ïîñòðîåíèå ä. í. ô. äëÿ ôóíêöèé ñ 4, 5, 6 íóëÿìè ëåãêî ðåàëèçóåòñÿ íà ñîâðåìåííûõ

êîìïüþòåðàõ.

Ïîëíûå ôóíêöèè ïîäðîáíî èññëåäîâàëèñü â ðàáîòå À. Ã. Äüÿêîíîâà [7] è äèïëîì-

íîé ðàáîòå À. Í. Êèðèëëîâà (Ìîñêâà, ôàêóëüòåò ÂÌÊ, 2013).

2 Ãëàâà 2

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ ñ äâóìÿ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ êëàññàìè ñ

áèíàðíîé èíôîðìàöèåé.

Â äàííîì ñëó÷àå îáúåêòû çàäàþòñÿ n áèíàðíûìè ïðèçíàêàìè, ïðèíèìàþùèìè

çíà÷åíèÿ 0, 1. Êëàññû, êàê îáû÷íî, îáîçíà÷àåì ÷åðåç K1, K2. Î÷åâèäíî, K1∩K2 = ∅.

Âñåâîçìîæíûå 2n îáúåêòîâ çàïèøåì â âèäå òàáëèöû, â êîòîðîé ïåðâûå q îáúåê-

òîâ ïðèíàäëåæàò êëàññó K1, ïîñëåäíèå l - êëàññó K2, äëÿ îñòàëüíûõ ¾êëàññîâàÿ¿

ïðèíàäëåæíîñòü íåèçâåñòíà.
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S1 a11 ... a1j ... a1n

Si ai1 ... aij ... ain K1

Sq aq1 ... aqj ... aqn

S ′ c1 ... cj ... cn K1 èëè K2?

Ŝ1 b11 ... b1j ... b1n

Ŝu bu1 ... buj ... bun K2

Ŝl bl1 ... blj ... bln

Îáúåêò S ′, êàê è ëþáîé èç íå âîøåäøèõ â ìíîæåñòâî K1 ∩ K2 îáúåêòîâ, ìîæåò

áûòü ïðåäúÿâëåí ê ðàñïîçíàâàíèþ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì óäàëîñü ïîñòðîèòü ä. í. ô. D1, ðàâíóþ 0 òîëüêî íà íàáîðàõ

S1, . . . , Sq. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ 2n íàáîðîâ ÷åðåç M . Òîãäà íà âñåõ íàáîðàõ èç

M\{S1, . . . , Sq}, î÷åâèäíî, D1 = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîãî S ′ íàéä¼òñÿ õîòÿ áû

îäíà ýëåìåíòàðíàÿ êîíúþíêöèÿ K, òàêàÿ, ÷òî K(S ′) = 1. Âîçìîæíî, ÷òî íàéäóòñÿ

íåñêîëüêî òàêèõ êîíúþíêöèé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñòðîåíû íåñêîëüêî ä. í. ô. òèïà

D1. Âîçìîæíî òàêæå, ÷òî â ýòèõ ä. í. ô. íàéä¼òñÿ íåñêîëüêî êîíúþíêöèé, ðàâíûõ 1

íà íàáîðå S ′.

Ïðîâåäÿ àíàëîãè÷íîå ïîñòðîåíèå, òîëüêî òåïåðü ðàññìàòðèâàÿ ä. í. ô., ðàâíóþ

0 íà ìíîæåñòâå K2, ìû ïîëó÷èì íåêîòîðîå ìíîæåñòâî êîíúþíêöèé, ðàâíûõ 1 íà S ′.

Âîçìîæíî òàêæå ïîñòðîåíèå ñîâîêóïíîñòè ä. í. ô.

Îáîçíà÷èì ïîñòðîåííûå ñîâîêóïíîñòè ÷åðåç D1, D2.

Àíàëèçèðóÿ ýòè ñîâîêóïíîñòè, ìîæíî îòíåñòè îáúåêò S ′ ê îäíîìó èç êëàññîâ K1

èëè K2.
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Ïîñëåäóþùàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîñòðîèòü ìíîæåñòâà D1, D2 è íàéòè

àëãîðèòì (èëè ñåìåéñòâî àëãîðèòìîâ), îïðåäåëÿþùèé ê êàêîìó èç êëàññîâ ïðèíàä-

ëåæèò îáúåêò S ′.

3 Ãëàâà 3

Åñëè ÷èñëî ýòàëîííûõ îáúåêòîâ â êëàññàõ íåâåëèêî, òî ìîæíî ïîñòðîèòü ä. í.

ô. D(K1), D(K2), ïðèíèìàþùèå ñîîòâåòñòâåííî íà íàáîðàõ èç êëàññîâ K1, K2 çíà÷å-

íèÿ 0, à íà îñòàëüíûõ: 2n − |K2|, 2n − |K1| - çíà÷åíèÿ 1. Çäåñü ÷åðåç |M | îáîçíà÷åíî

÷èñëî îáúåêòîâ â ìíîæåñòâå M . Òàê, åñëè ðàññìàòðèâàòü ìåòîä, ïðåäëîæåííûé Þ.

È. Æóðàâë¼âûì è À. Þ. Êîãàíîì [3], ÷èñëî ïåðåìåííûõ ôóíêöèè ϕ íå ïðåâîñõîäèò,

ñîîòâåòñòâåííî, ïðè |K1| = 3, |K1| = 4, |K1| = 5, |K1| = 6 çíà÷åíèÿ 3, 7, 15, 31. Î÷å-

âèäíî, ëèáî âðó÷íóþ, ëèáî ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîâðåìåííûõ êîìïüþòåðîâ, íåòðóäíî

ïîñòðîèòü ä. í. ô. D(K1), D(K2). Ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîñòðîåíèÿõ ìîæíî èñïîëü-

çîâàòü òàêæå àëãîðèòìû, ïðåäëîæåííûå À. Þ. Êîãàíîì [10] è À. Ã. Äüÿêîíîâûì [7,

8, 9].

Ïðèìåð 1. Ïóñòü ýòàëîíû êëàññà K2 â òàáëèöå îáó÷åíèÿ ïîñëå ïðîâåäåíèÿ îïèñàí-

íûõ âûøå ïðåîáðàçîâàíèé xi → x
σij
j è îáðàçîâàíèÿ áëîêîâ èç îäèíàêîâûõ ñòîëáöîâ

ïðèìóò âèä:

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 x10 x11 x12 x13 x14 x15 x16 x17 x18 x19

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1

1 1 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0 1 1 0 0 1 1 1

Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ ϕ çàâèñèò îò 7 ïåðåìåííûõ, è òàáëèöà å¼ íóëåâûõ çíà÷å-

íèé âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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z1 z2 z3 z4 z5 z6 z7

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 1 1 1

0 1 1 0 0 1 1

1 0 1 0 1 0 1

Cîâåðøåííàÿ ê. í. ô.:

(z1 ∨ z2 ∨ z3 ∨ z4 ∨ z5 ∨ z6 ∨ z7) · (z1 ∨ z2 ∨ z3 ∨ z̄4 ∨ z̄5 ∨ z̄6 ∨ z̄7) · (z1 ∨ z̄2 ∨ z̄3 ∨ z4 ∨

z5 ∨ z̄6 ∨ z̄7) · (z̄1 ∨ z2 ∨ z̄3 ∨ z4 ∨ z̄5 ∨ z6 ∨ z̄7)

Å¼ ñîâåðøåííàÿ ê. í. ô. ëåãêî ïåðåâîäèòñÿ â ä. í. ô. ïðÿìûì óìíîæåíèåì, ïîñëå

÷åãî ìåòîäîì Áëåéêà ëåãêî ñòðîèòñÿ ñîêðàù¼ííàÿ ä. í. ô., à çàòåì èç íå¼ ïîñëåäî-

âàòåëüíûì óäàëåíèåì ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé - òóïèêîâûå ä. í. ô.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîñòðîèòü òóïèêîâûå ä. í. ô. äëÿ êëàññà K2. Ïóñòü â ðåçóëü-

òàòå òàêèõ âû÷èñëåíèé ïîñòðîåíû òóïèêîâûå ä. í. ô. D11,D12, . . . ,D1k ïðèíèìàþùèå

çíà÷åíèÿ 0 íà K2 è òóïèêîâûå ä. í. ô. D21,D22, . . . ,D2r ñ íóëåâûìè çíà÷åíèÿìè íà

K1.

Ïðèâåä¼ííûé ïðèìåð ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ñåìåéñòâî ðàñïîçíàþùèõ àëãîðèòìîâ,

åñëè ÷èñëî ýòàëîííûõ îáúåêòîâ â òàáëèöå îáó÷åíèÿ íåâåëèêî.

Ä. í. ô. D1j íàçûâàåòñÿ âûäåëåííîé äëÿ S
′ ïî êëàññó K1, åñëè D1j(S

′) = 1.

Àíàëîãè÷íî âûäåëÿþòñÿ ä. í. ô. ïî êëàññó K2. Àíàëèç âûäåëåííûõ ä. í. ô. ïîç-

âîëÿåò îòíåñòè S ′ ê îäíîìó èç êëàññîâ K1, K2 èëè îòêàçàòüñÿ îò ðàñïîçíàâàíèÿ.

Â êàæäîé èç ä. í. ô. âûäåëÿþòñÿ ýëåìåíòàðíûå êîíúþíêöèèK òàêèå, ÷òîK(S ′) =

1 (íàïîìíèì, ÷òî S ′ - ðàñïîçíàâàåìûé îáúåêò). Ñîâîêóïíîñòü òàêèõ êîíúþíêöèé èç

D1j, j = 1, . . . , k, è D2j′ , j
′ = 1, . . . , r, îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç Q1, Q2.

3.1 Ïðîñòåéøèé àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ

S ′ ∈ K1 åñëè |Q1| > |Q2|, S ′ ∈ K2, åñëè |Q2| > |Q1|.

Çäåñü, êàê è äàëåå, ÷åðåç |M | îáîçíà÷àåòñÿ ÷èñëî ýëåìåíòîâ â M .

3.2 Îñòîðîæíûé ïðîñòåéøèé àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ

Ââîäèòñÿ öåëî÷èñëåííûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð r∗.
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S ′ ∈ K1 åñëè |Q1| > |Q2|+ r∗, S ′ ∈ K2, åñëè |Q2| > |Q1|+ r∗.

3.3 Âòîðîé àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ

Äëÿ êàæäîé êîíúþíêöèè èç Qi, i = 1, 2, âû÷èñëÿåòñÿ ÷èñëî ýëåìåíòîâ α̂ â Ki,

i = 1, 2, òàêèõ, ÷òî Ki(α̂) = 1.

Ïîëó÷åííàÿ âåëè÷èíà íàçûâàåòñÿ âåñîì W (Q).

Ïîäñ÷èòûâàþòñÿ ñóììû âåñîâ:

W1 =
∑
Q∈Q1

W (Q), W2 =
∑
Q∈Q2

W (Q).

Î÷åâèäíî, ÷òî W1 = W1(S ′), W2 = W2(S ′).

Îêîí÷àòåëüíîå ðåøåíèå ïðèíèìàåòñÿ ïî ñðàâíåíèþ âåñîâ:

S ′ ∈ K1, åñëè W1 > W2, S
′ ∈ K2, åñëè W2 > W1.

Èëè ñ ó÷¼òîì ïàðàìåòðà ¾îñòîðîæíîñòè¿ r∗ > 0:

S ′ ∈ K1, åñëè W1 > W2 + r∗, S ′ ∈ K2, åñëè W2 > W1 + r∗.

Çàìåòèì, ÷òî â ïðåäëîæåííîì àëãîðèòìå îñíîâíîå ðåøåíèå ïðèíèìàåòñÿ ïî ÷èñ-

ëó ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé K, äëÿ êîòîðûõ K(S ′) = 1. Ïðè ýòîì íåîáÿçàòåëüíî

ðàññìàòðèâàòü âñå òóïèêîâûå ä. í. ô., ÷èñëî êîòîðûõ ìîæåò îêàçàòüñÿ íàñòîëüêî

áîëüøèì, ÷òî âû÷èñëåíèå ïðàêòè÷åñêè íåäîñòóïíî äàæå ñîâðåìåííûì êîìïüþòåðàì.

4 Ãëàâà 4

Ïðè áîëüøåì ÷èñëå íóëåé áóëåâîé ôóíêöèè ðåàëèçóþùàÿ ä. í. ô. ñòàíîâèòñÿ

íåïðèåìëåìî áîëüøîé. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåàëüíîå ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ ðàñïîçíàâàíèÿ,

èçëîæåííûõ â ïðåäûäóùåé ãëàâå, ñòàíîâèòñÿ íåâîçìîæíûì. Îäíàêî, âî ìíîãèõ ñëó-

÷àÿõ ìîäèôèöèðîâàíèå è óñëîæíåíèå ñõåìû àëãîðèòìîâ, îïèñàííûõ ðàíåå, ìîãóò

áûòü ïðèìåíåíû.

Ïóñòü ÷èñëî ýòàëîííûõ îáúåêòîâ â êëàññàõ K1, K2 ðàâíî ñîîòâåòñòâåííî l è m,

l >> 6, m >> 6.

Â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî íóëåé, îïðåäåëÿþùèõ áóëåâñêèå ôóíêöèè äëÿ êëàññîâ

K1, K2, ìîãóò áûòü ðàçðåçàíû íà ïîëîñû.

Äëÿ êàæäîé èç ïîëîñ ñëåäóåò ïðèìåíèòü îäèí èç ìåòîäîâ, ïðèãîäíûõ äëÿ ìàëîãî

÷èñëà íóëåé. Åñëè ìíîæåñòâî ðàçðåçàíî íà ïîëîñû Π1, . . . ,Πk, òî, ïîñòðîèâ ä. í. ô.
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D1(Π1), . . . ,Dk(Πk), ìîæíî çàïèñàòü ä. í. ô. (6):

D =
k∏
i=1

Di(Πi).

Çäåñü âîçíèêàþò êàê ìèíèìóì äâå ïðîáëåìû:

1. ïîëîñû äîëæíû ñîñòîÿòü èç íåáîëüøîãî ÷èñëà ñòðîê;

2. ä. í. ô. Di(Πi) ïî âîçìîæíîñòè äîëæíû èìåòü íåáîëüøóþ ñëîæíîñòü.

Óêàçàííûå ïðîáëåìû ÿâëÿþòñÿ âåñüìà òðóäíûìè, èõ ïîëíîå ðåøåíèå ê íàñòîÿ-

ùåìó âðåìåíè íå ïîëó÷åíû, íî îòäåëüíûå ðåçóëüòàòû óäàëîñü ïîëó÷èòü. Îíè áóäóò

èçëîæåíû â ñëåäóþùåé ãëàâå.

Â äàííîì ðàçäåëå áóäóò ïðèâåäåíû íåêîòîðûå àëãîðèòìû, êîòîðûå ïîçâîëÿò â

ðÿäå ñëó÷àåâ óïðîùàòü âûïîëíåíèå ïðîèçâåäåíèÿ (6).

Â ïðåäûäóùåé ãëàâå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî íà ðåçóëüòàò ðàñïîçíàâàíèÿ âëèÿþò îò-

äåëüíûå êîíúþíêöèè, à íå ä. í. ô. â öåëîì. Ïîýòîìó â ïðîöåññå óìíîæåíèÿ ìîæíî

âîñïîëüçîâàòüñÿ íåñêîëüêèìè óïðîùàþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

1. Ïóñòü â îäíîé èç êîíúþíêöèé K ä. í. ô. Di(Πi) ñîäåðæèòñÿ ïåðåìåííàÿ xσu.

Òîãäà âñå êîíúþíêöèè Ku èç äðóãèõ ä. í. ô., ñîäåðæàùèå ñîìíîæèòåëü xσ̄u, â

ïðîèçâåäåíèè ñ Ku äàþò 0, è âñå ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå K ·Ku, ðàâíû 0 è ìîãóò

áûòü óäàëåíû.

2. Åñëè íåêîòîðàÿ êîíúþíêöèÿ îáðàùàåòñÿ â 0 íà âñåõ òî÷êàõ êëàññà K1, òî îíà

íå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ äëÿ çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ è äîëæíà áûòü óäàëåíà.

3. Åñëè K = 0 íà ðàñïîçíàâàåìîì îáúåêòå S ′, å¼ ñëåäóåò óäàëèòü.

4. Íåîáõîäèìî âûïîëíèòü óïðîùåíèÿ òèïà K∨K ·K ′ = K (äëÿ ÷åãî èñïîëüçóåòñÿ

àëãîðèòì Áëåéêà-Êâàéíà):

x ·K ∨ x̄ ·K ′ → x ·K ∨ x̄ ·K ′ ∨K ·K ′,

K ∨K ·K ′ = K.

5. Ïî îêðåñòíîñòè ïåðâîãî ïîðÿäêà êàæäîé êîíúþíêöèè â êàæäîé ä. í. ô. óäàëÿ-

þòñÿ ïîãëîùàåìûå êîíúþíêöèè:
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S1(K,Df ) = K ∪
l⋃

i=1

Ki,
l⋃

i=1

NKi
⊇ NK , NKi

∩NK 6= ∅, êîíúþíêöèÿ K óäàëÿåòñÿ.

Óêàçàííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîçâîëÿþò ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü ïðîöåññ ðàñïîçíà-

âàíèÿ.

Êðîìå òîãî, ïðîöåññ óìíîæåíèÿ íåîáÿçàòåëüíî âûïîëíÿòü ïîëíîñòüþ. Ïóñòü ïî-

ñëå ÷àñòè÷íîãî óìíîæåíèÿ ïîëó÷åíû ä. í. ô.: D1, D1, . . . , Dq.

Âìåñòî äàëüíåéøåãî âûïîëíåíèÿ óìíîæåíèé
q∏
i=1

Di ìîæíî ïîäñ÷èòàòü îïðåäåë¼í-

íûå â ïðåäûäóùåé ãëàâå âåñîâûå êîýôôèöèåíòû äëÿ êàæäîé èç Di, i = 1, . . . , q

îòäåëüíî, à çàòåì, ñëîæèâ èõ, ïðèìåíèòü ðåøàþùèå ïðàâèëà.

Îïèñàííûé âûøå ïðîöåññ ìîæíî âûïîëíèòü íå âñåãäà. Íî â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà

ýòî âîçìîæíî, ãàðàíòèðîâàíî ýôôåêòèâíîå ïîñòðîåíèå ðàñïîçíàþùåãî àëãîðèòìà.

5 Ãëàâà 5

Çàìåòèì, ÷òî ïîëîñû äîëæíû ñîñòîÿòü èç íåáîëüøîãî ÷èñëà ñòðîê è íåîáÿçà-

òåëüíî îäèíàêîâîé äëèíû. À. Ã. Äüÿêîíîâûì áûëè ïîñòðîåíû ä. í. ô. äëÿ ïîëíûõ

ôóíêöèé ñ 5 è 6 íóëÿìè â [7]. Ðàçðåçàòü ìíîæåñòâî íóëåé áóäåì íà ïîëîñû äëèíû

5 èëè 6, è òîãäà äëÿ êàæäîé èç ïîëîñ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé, âûâîäè-

ìîé àëãîðèòìîì À. Ã. Äüÿêîíîâà, îñóùåñòâèòü èõ óìíîæåíèå è ïðîâåñòè (â ïðîöåññå

óìíîæåíèÿ) ïðèâåä¼ííûå âûøå óïðîùåíèÿ.

Ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà íóëåé íà ïîëîñû ìîæíî âûïîëíÿòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè.

Äàëåå áóäóò ïðåäëîæåíû äâà àëãîðèòìà, ðàçðåçàþùèå ìíîæåñòâî íóëåé íà ïîëîñû

ëþáîé äëèíû.

5.1 Ïðîñòåéøèé àëãîðèòì ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà íóëåé íà ïî-

ëîñû

Ñëîæíîñòüþ ìíîæåñòâà ñòðîê íàçîâ¼ì ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ñòîëáöîâ â äàííîì ìíî-

æåñòâå.

Âûïîëíèì ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:

1. Âûáèðàåì â òàáëèöå íóëåâûõ íàáîðîâ äâå ïðîèçâîëüíûå ñòðîêè.
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2. Âûïîëíÿåì ïðåîáðàçîâàíèÿ x1j → x̄∗1j äëÿ âñåõ x1j, ðàâíûõ 0 (ò. å. â ïåðâîé

ñòðîêå).

3. Ïðèñîåäèíÿåì ê äâóì âûáðàííûì ñòðîêàì òðåòüþ ñòðîêó òàê, ÷òîáû ïîëó÷èòü

ìíîæåñòâî ìèíèìàëüíîé ñëîæíîñòè. Åñëè òàêèõ ñòðîê íåñêîëüêî, âûáèðàåì

ïðîèçâîëüíóþ.

4. Ïðîöåññ ìîæíî ïîâòîðèòü ïðèñîåäèíåíèåì 4, 5, 6 ñòðîê.

5. Âûïîëíÿåì îáðàòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ïðîöåññ ôîðìèðîâàíèÿ ïåðâîé ïîëîñû

çàêîí÷åí.

Òàêèì æå îáðàçîì ìîæíî ôîðìèðîâàòü 2, 3, è ò. ä. ïîëîñû, óäàëèâ èç èñõîäíîãî

ìíîæåñòâà íóëåé ñòðîêè, ñîîòâåòñòâóþùèå óæå ïîñòðîåííûì ïîëîñàì.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü äàíî ìíîæåñòâî íóëåé 15*10. Ðàçðåæåì íà 3 ïîëîñû äëèíû 5.

Âûáåðåì ïåðâóþ è âòîðóþ ñòðîêè. Âûïîëíèì ïðåîáðàçîâàíèÿ â ïåðâîé ñòðîêå.

Èñõîäíîå ìíîæåñòâî íóëåé Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ â ïåðâîé ñòðîêå

0101010101 0000000000

0010101010 0111111111

0001101101 0100111000

0000111100 0101101001

0001000100 0100010001

0010101010 0111111111

1010101010 1111111111

1101101101 1000111000

1110111011 1011101110

1111011110 1010001011

1101010101 1000000000

1111000011 1010010110

1110010010 1011000111

1110000011 1011010110

1100110011 1001100110
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Ïðèñîåäèíèì ê äâóì âûáðàííûì ñòðîêàì òðåòüþ ñòðîêó òàê, ÷òîáû ïîëó÷èòü

ìíîæåñòâî ìèíèìàëüíîé ñëîæíîñòè. Òàêèõ ñòðîê íåñêîëüêî, âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ

(íàïðèìåð, 6 ñòðîêà èç ïðåîáðàçîâàííîãî ìíîæåñòâà).

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Ïåðâûé è âòîðîé ñòîëáöû çàäàþò ñëîæíîñòü = 2. Ïîâòîðèì ïðèñîåäèíåíèåì ÷åò-

â¼ðòîé, à çàòåì è ïÿòîé ñòðîêè (7 è 11 ñòðîêè).

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Ñäåëàåì îáðàòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ïåðâàÿ ïîëîñà ãîòîâà. Â íå¼ âîøëè 1, 2, 6, 7,

11 ñòðîêè èç èñõîäíîãî ìíîæåñòâà íóëåé.

Ðàññìîòðèì îñòàâøèåñÿ ñòðîêè èç ìàòðèöû íóëåé. Ïîñòðîèì âòîðóþ ïîëîñó. Âû-

ïîëíèì òàêèå æå ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Èñõîäíîå îñòàâøååñÿ ìíîæåñòâî íóëåé Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ â ïåðâîé ñòðîêå

0001101101 0000000000

0000111100 0001010001

0001000100 0000101001

1101101101 1100000000

1110111011 1111010110

1111011110 1110110011

1111000011 1110101110

1110010010 1111111111

1110000011 1111101110

1100110011 1101011110

Ê ïåðâîé è âòîðîé ñòðîêå ïðèñîåäèíèì òðåòüþ, ÷åòâ¼ðòóþ, ïÿòóþ ñòðîêè ïîñëå-

äîâàòåëüíî.
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0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 1 0 0 0 1

1 1 1 0 1 0 1 1 1 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 0 1 1 1 0

Ñäåëàåì îáðàòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Âòîðàÿ ïîëîñà ãîòîâà. Â íå¼ âîøëè 3, 4, 12,

13, 14 ñòðîêè èç èñõîäíîãî ìíîæåñòâà íóëåé. Â òðåòüþ ïîëîñó âîøëè îñòàâøèåñÿ

ñòðîêè 5, 8, 9, 10, 15.

Ïåðâàÿ ïîëîñà Âòîðàÿ ïîëîñà Òðåòüÿ ïîëîñà

0101010101 0001101101 0001000100

0010101010 0000111100 1101101101

0010101010 1111000011 1110111011

1010101010 1110010010 1111011110

1101010101 1110000011 1100110011

Ñëîæíîñòü = 2 Ñëîæíîñòü = 3 Ñëîæíîñòü = 6

5.2 Âòîðîé àëãîðèòì ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà íóëåé íà ïîëîñû

Â ïðîñòåéøåì àëãîðèòìå, îïèñàííîì ðàíåå, ñòðîêè äëÿ ïîëîñû âûáèðàëèñü ïîñëå-

äîâàòåëüíî ïî íåêîòîðîìó ïðàâèëó. Ðàçìåð ïîëîñû ìîæíî áûëî èçìåíèòü â ïðîöåññå

âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà (íàïðèìåð, åñëè ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ñòîëáöîâ ðåçêî âîçðàñòà-

ëî). Ïóñòü ðàçìåð ïîëîñû ôèêñèðîâàí è ðàâåí q. Òîãäà âûáèðàåì ìíîæåñòâî âñåõ

ñòðîê, îáðàçóþùèõ ïîëîñó, ñ ìèíèìàëüíîé ñëîæíîñòüþ.

Âûïîëíèì ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:

1. Ñòðîèì òàáëèöó ñðàâíåíèé èç C2
n ñòîëáöîâ. Âñå ñòîëáöû òàáëèöû íóëåâûõ çíà-

÷åíèé ïîïàðíî ñêëàäûâàåì ïî ìîäóëþ äâà.

2. Èç òàáëèöû ñðàâíåíèé óäàëÿåì ñòîëáöû, ó êîòîðûõ ìíîæåñòâî íóëåé ìåíüøå

q.

14



3. Âûïèñûâàåì äëÿ êàæäîãî ñòîëáöà òàáëèöû ñðàâíåíèé íîìåðà ñòðîê, â êîòîðûõ

ñòîÿò íóëè â ýòîì ñòîëáöå. Îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî íîìåðîâ ñòðîê çà mi, i =

1, . . . , N , ãäå N ≤ C2
n

4. Åñëè mi > q, i = 1, . . . , N , òî âûïèñûâàåì âñå íàáîðû èç q íîìåðîâ ñòðîê, êîòî-

ðûå ìîæíî ïîñòðîèòü èç ïîëó÷åííîãî ìíîæåñòâà èç mi íîìåðîâ ñòðîê. Òàêèõ

íàáîðîâ Cm
q
i .

5. Ñðåäè âñåõ âûïèñàííûõ íàáîðîâ èñêàòü òå, êîòîðûå ïîâòîðèëèñü íàèáîëüøåå

÷èñëî ðàç.

6. Íàéäåííûå íàáîðû áóäóò ÿâëÿòüñÿ ìíîæåñòâîì ñòðîê â ïîëîñå. Ïðîöåññ ôîð-

ìèðîâàíèÿ ïåðâîé ïîëîñû çàêîí÷åí.

Òàêèì æå îáðàçîì ìîæíî ôîðìèðîâàòü 2, 3, è ò. ä. ïîëîñû, óäàëèâ èç èñõîäíîãî

ìíîæåñòâà íóëåé ñòðîêè, ñîîòâåòñòâóþùèå óæå ïîñòðîåííûì ïîëîñàì.

Ïðèìåð 3. Ïóñòü äàíî ìíîæåñòâî íóëåé 8*5. Ðàçðåæåì íà 2 ïîëîñû äëèíû 4.

1 0 0 0 0

0 1 0 1 0

0 1 0 0 1

0 0 1 0 0

1 0 1 0 1

1 1 0 1 1

0 0 1 1 1

1 1 1 1 0

Ïîñòðîèì òàáëèöó ñðàâíåíèé èç C2
5 = 10 ñòîëáöîâ. Âñå ñòîëáöû òàáëèöû íóëåâûõ

çíà÷åíèé ïîïàðíî ñêëàäûâàåì ïî ìîäóëþ äâà.
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1⊕ 2 1⊕ 3 1⊕ 4 1⊕ 5 2⊕ 3 2⊕ 4 2⊕ 5 3⊕ 4 3⊕ 5 4⊕ 5

1 1 1 1 0 0 0 0 0 0

1 0 1 0 1 0 1 1 0 1

1 0 0 1 1 1 0 0 1 1

0 1 0 0 1 0 0 1 1 0

1 0 1 0 1 0 1 1 0 1

0 1 0 0 1 0 0 1 1 0

0 1 1 1 1 1 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0 1 0 1 1

Èç òàáëèöû ñðàâíåíèé óäàëèì ñòîëáöû, ó êîòîðûõ ìíîæåñòâî íóëåé ìåíüøå 4.

Äëÿ äàííîãî ïðèìåðà òàêîé ñòîëáåö 2⊕ 3.

Âûïèøåì äëÿ êàæäîãî ñòîëáöà òàáëèöû ñðàâíåíèé íîìåðà ñòðîê, â êîòîðûõ ñòîÿò

íóëè â ýòîì ñòîëáöå.

1⊕ 2 : {4, 6, 7, 8}

1⊕ 3 : {2, 3, 5, 8}

1⊕ 4 : {3, 4, 6, 8}

1⊕ 5 : {2, 4, 5, 6}

2⊕ 4 : {1, 2, 4, 5, 6, 8}

2⊕ 5 : {1, 3, 4, 6}

3⊕ 4 : {1, 3, 7, 8}

3⊕ 5 : {1, 2, 5, 7}

4⊕ 5 : {1, 4, 6, 7}

Çàìåòèì, ÷òî â 2 ⊕ 4 êîëè÷åñòâî íîìåðîâ ñòðîê > 4. Âûïèøåì âñåâîçìîæíûå

íàáîðû èç 4 íîìåðîâ ñòðîê. Âñåãî òàêèõ íàáîðîâ C4
6 = 15:

{1, 2, 5, 8}

{1, 2, 5, 6}

{1, 2, 6, 8}

{1, 2, 4, 5}

{1, 4, 5, 6}

{1, 5, 6, 8}
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{1, 2, 4, 6}

{1, 2, 4, 8}

{1, 4, 6, 8}

{1, 4, 5, 8}

{2, 5, 6, 8}

{2, 4, 5, 6}

{2, 4, 5, 8}

{2, 4, 6, 8}

{4, 5, 6, 8}

Ñðåäè âñåõ âûïèñàííûõ íàáîðîâ íàéä¼ì òå, êîòîðûå ïîâòîðèëèñü íàèáîëüøåå ÷èñ-

ëî ðàç. Çàìåòèì, ÷òî íàáîð 2, 4, 5, 6 âñòðåòèëñÿ äâàæäû, ó ñòîëáöà 1⊕ 5 è ó ñòîëáöà

2 ⊕ 4. Âñå îñòàëüíûå íàáîðû íå ïîâòîðÿþòñÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â èñõîäíîì ìíîæå-

ñòâå íóëåé äëÿ 2, 4, 5, 6 ñòðîêè 1 è 5, 2 è 4 ñòîëáöû ñîâïàäàþò. Òî åñòü 4 ñòðîêè è 3

ðàçëè÷íûõ ñòîëáöà. Çíà÷èò ïåðâàÿ ïîëîñà ñîñòîèò èç ñòðîê ïîä íîìåðàìè 2, 4, 5, 6,

à âòîðàÿ - èç îñòàâøèõñÿ 1, 3, 7, 8.

Ïåðâàÿ ïîëîñà Âòîðàÿ ïîëîñà

01010 10000

00100 01001

10101 00111

11011 11110

Ñëîæíîñòü = 3 Ñëîæíîñòü = 4

6 Ïðèëîæåíèÿ

À. Ã. Äüÿêîíîâ â [7] ïðèâ¼ë òóïèêîâûå ä. í. ô. íåáîëüøîé ñëîæíîñòè, ðåàëèçóþ-

ùèå ïîëíûå ôóíêöèè ïðè k ∈ {5, 6}.

Äàëåå áóäåò ïðåäëîæåí äðóãîé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ä. í. ô. äëÿ ïîëíûõ ôóíêöèé

áåç íóëåâûõ ñòðîê è áåç íóëåâûõ ñòîëáöîâ ïðè k ∈ {3, 5}.
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Ïóñòü äàíà áóëåâà ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0, äîïóñòèì, íà q íà-

áîðàõ, ïðè÷¼ì çàâèñèò îò 2q − 1 ïåðåìåííûõ, âñå ñòîëáöû ðàçëè÷íû, è íåò íóëåâîãî

ñòîëáöà.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî íóëåâûå íàáîðû.

α1 ... αt ... αk ... αr ... α2q−1 f

α1
1 α1

t 1 α1
r α1

n 0

... ... ... ... ... ...

αq1 αqt 1 αqr αqn 0

Çàäàäèì ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ íàáîðîâ äàííîé áóëåâîé ôóíêöèè: αi → xi ïðè i =

1, . . . , 2q − 1 (Ïåðåãðóïïèðóåì ñòîëáöû äëÿ óäîáñòâà: ñíà÷àëà ïîñòàâèì ñòîëáöû ñ

îäíîé åäèíèöåé, ïîòîì ñ äâóìÿ åäèíèöàìè è ò. ä.).

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ñëó÷àé q = 3

Ïóñòü q = 3 ⇒ 23 − 1 = 7.

Ïåðåãðóïïèðóåì ñòîëáöû:

1. x1, x2, x3 c îäíîé åäèíèöåé;

2. x4, x5, x6 c äâóìÿ åäèíèöàìè;

3. x7 c òðåìÿ åäèíèöàìè.

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 f

0 0 1 0 1 1 1 0

0 1 0 1 0 1 1 0

1 0 0 1 1 0 1 0

f1 = x1x2 ∨ x2x3 ∨ x1x3 ∨ x̄1x̄2x̄3

f2 = x̄4x̄5 ∨ x̄5x̄6 ∨ x̄4x̄6 ∨ x4x5x6

Òåïåðü ñîâìåñòèì x1, x2, x3 c x4, x5, x6 è x7, è ïðîñóììèðóåì ñ f1 è f2:

f = x1x2∨x2x3∨x1x3∨ x̄1x̄2x̄3∨ x̄4x̄5∨ x̄5x̄6∨ x̄4x̄6∨x4x5x6∨x3x4∨x2x5∨x1x6∨ x̄7

Ïîëó÷èëè 12 êîíúþíêöèé.
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Ïðîâåðèì. Âåðí¼ìñÿ ê ñîâåðøåííîé ê. í. ô.:

f = (x1∨x2∨x̄3∨x4∨x̄5∨x̄6∨x̄7)∧(x1∨x̄2∨x3∨x̄4∨x5∨x̄6∨x̄7)∧(x̄1∨x2∨x3∨x̄4∨x̄5∨

x6∨ x̄7) = x1x2∨x1x3∨x1x6∨ x̄1x̄2x̄3∨x2x3∨x2x5∨x3x4∨ x̄4x̄5∨ x̄4x̄6∨x4x5x6∨ x̄5x̄6∨ x̄7.

Ñëó÷àé q = 5

Ïóñòü q = 5 ⇒ 25 − 1 = 31.

Ïðîäåëàåì òå æå îïåðàöèè, ÷òî è äëÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Ïåðåãðóïïèðóåì ñòîëá-

öû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû èõ ìîæíî áûëî áû îáúåäèíèòü â áëîêè: c îäíîé åäèíèöåé,

ñ äâóìÿ åäèíèöàìè, ñ òðåìÿ, ñ ÷åòûðüþ è ñ ïÿòüþ.

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 x10 x11 x12 x13 x14 x15

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1

0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 1

0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0 1 0

0 1 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 1 0 0

1 0 0 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0

x16 x17 x18 x19 x20 x21 x22 x23 x24 x25 x26 x27 x28 x29 x30 x31 f

0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 0

0 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0

1 0 1 1 0 1 1 0 0 1 1 1 0 1 1 1 0

1 1 0 1 1 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0

1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 0 1 0

Ðàññìîòðèì îòäåëüíî áëîêè 1, 2, 3, 4, 5. Íàéä¼ì ä. í. ô. fi äëÿ êàæäîãî áëîêà, è

äàëåå ñîâìåñòèì áëîêè äðóã ñ äðóãîì.

f1 = x1x2 ∨ x1x3 ∨ x1x4 ∨ x1x5 ∨ x2x3 ∨ x2x4 ∨ x2x5 ∨ x3x4 ∨ x3x5 ∨ x4x5 ∨ x̄1x̄2x̄3x̄4x̄5

f4 = x̄26x̄27 ∨ x̄26x̄28 ∨ x̄26x̄29 ∨ x̄26x̄30 ∨ x̄27x̄28 ∨ x̄27x̄29 ∨ x̄27x̄30 ∨ x̄28x̄29 ∨ x̄28x̄30 ∨

x29x̄30 ∨ x26x27x28x29x30

f5 = x̄31

Áëîê 2 ðàçîáü¼ì íà ïîäáëîêè (2.1, 2.2, 2.3):
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x6 x7 x8 x9 x10 x11 x12 x13 x14 x15

0 0 0 0 0 0 1 1 1 1

0 0 0 1 1 1 0 0 0 1

0 1 1 0 0 1 0 0 1 0

1 0 1 0 1 0 0 1 0 0

1 1 0 1 0 0 1 0 0 0

f2.1 = x6x7x8 ∨ x̄6x̄7x8 ∨ x̄6x7x̄8 ∨ x6x̄7x̄8

f2.2 = x9x10x̄11 ∨ x̄9x10x11 ∨ x9x̄10x11

f2.3 = x̄12x̄13x̄14x̄15 ∨ x̄12x̄13x14x15 ∨ x̄12x13x̄14x15 ∨ x̄12x13x14x̄15 ∨ x12x̄13x̄14x15 ∨

x̄12x̄13x14x̄15 ∨ x12x13x̄14x̄15 ∨ x̄12x13x14x15 ∨ x12x̄13x14x15 ∨ x12x13x̄14x15 ∨ x12x13x14x̄15

Âîñïîëüçóåìñÿ x̄ ·K ∨ x ·K = x̄ ·K ∨ x ·K ∨K = K:

f2.3 = x̄12x̄13x̄14x̄15 ∨ x12x13x̄15 ∨ x̄12x14x15 ∨ x12x̄14x15 ∨ x̄12x14x̄15 ∨ x̄13x14x15

Ñîâìåñòèì f2.1 ñ f2.2, à f2.2 ñ f2.3:

f2.12 = x6x11 ∨ x7x10 ∨ x8x9

f2.23 = x9x13 ∨ x9x14 ∨ x10x12 ∨ x10x14 ∨ x11x12 ∨ x11x13

Ïîñëå ñîâìåùåíèÿ áëîêà (2.1) ñ (2.2), à (2.2) ñ (2.3), ñîâìåùåíèÿ áëîêîâ (2.1) è

(2.3) óæå íå òðåáóåòñÿ. Òåïåðü ìû ìîæåì íàéòè f2:

f2 = f2.1 ∨ f2.2 ∨ f2.3 ∨ f2.12 ∨ f2.23

Ñ áëîêîì 3 âñ¼ îáñòîèò àíàëîãè÷íî áëîêó 2.

Îñòàëîñü ñîâìåñòèòü 1 c 4, 2 c 3, 1 c 3 áëîêè:

f14 = x5x26 ∨ x4x27 ∨ x3x28 ∨ x2x29 ∨ x1x30

f23 = x6x25 ∨ x7x24 ∨ x8x23 ∨ x9x22 ∨ x10x21 ∨ x11x20 ∨ x12x19 ∨ x13x18 ∨ x14x17 ∨ x15x16

f13 = x5x16 ∨ x5x17 ∨ x5x18 ∨ x5x19 ∨ x4x16 ∨ x4x20 ∨ x4x21 ∨ x4x22 ∨ x3x17 ∨ x3x20 ∨

x3x23 ∨ x3x24 ∨ x2x18 ∨ x2x21 ∨ x2x23 ∨ x2x25 ∨ x1x19 ∨ x1x22 ∨ x1x24 ∨ x1x25

Íàêîíåö, îñòà¼òñÿ ñëîæèòü âñå fi, i = 1, 2, 3, 4, 5 è f14, f23, f13. Â ðåçóëüòàòå ïîëó-

÷èì ä. í. ô. äëÿ ôóíêöèè f. Ïîäñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ: 11+2∗(4+3+6+3+

6) + 11 + 1 + 5 + 10 + 20 = 102. ×òî ñóùåñòâåííî ìåíüøå ÷èñëà êîíúþíêöèé, ïîëó÷à-

åìûõ ïðè ïðÿìîì óìíîæåíèè ñêîáîê â ñîâåðøåííîé ê. í. ô. Çàìåòèì, ÷òî àëãîðèòì

íå ñòîëü ýôôåêòèâåí êàê àëãîðèòì, ïðåäëîæåííûé À. Ã. Äüÿêîíîâûì. Îäíàêî, îí

òîæå âûäà¼ò íåïëîõèå ðåçóëüòàòû è äîñòàòî÷íî ïðîñò â ðåàëèçàöèè.
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