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Распределённое обучение: min
x∈Rd

1
n

∑n
i=1 fi(x)

Рис.: Схема распределённого градиентного спуска
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Узкое место: отправка ∇fi(x) на сервер

Рис.: Схема распределённого градиентного спуска
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Исследуемый подход: Компрессия сообщений

Рис.: Схема распределённого градиентного спуска с компрессией
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Компрессия сообщений

Определение (Несмещённый компрессор)

Стохастическое отображение C : Rd → Rd является несмещённым
компрессором с "дисперсией" ω > 0 если ∀x ∈ Rd выполнено

1 E[C(x)] = x , [несмещённость]
2 E‖C(x)− x‖2 ≤ ω‖x‖2, [ограниченная "ошибка компрессии"]

Пример: оператор случайного прореживания (Rand-K)

Число итераций (сложность) Градиентного Спуска с компрессией
зависит от ω линейно O(ωκ log 1/ε) для сильно выпуклых функций.

Метод компрессии Дисперсия ω Число бит

Rand-K ≈ O(dk ) k + log2
(
d
k

)
Стохастическая квантизация ≈ O(

√
d
s ) d log2(2s + 1)

Тернарная квантизация ≈ O(
√
d) d log2 3

Компрессор Кашина ≈ O() λd log2 3
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Системы векторов I

Ортогональная система

Пусть {e1, e2, . . . , ed} – произвольный ортогональный базис в Rd .
Тогда ортогональное разложение вектора x ∈ Rd определяется как

x =
d∑

i=1

xiei , xi = 〈x , ei 〉 (1)

Замечания
Коэффициенты xi независимы: в случае потери одного из них,
вектор x не может быт восстановлен даже приблизительно

Коэффициенты xi не равнозначны: некоторые из них могут
содержать больше информации о векторе x чем другие и быть
более чувствительными к компрессии.
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Системы векторов II

Полная система (Frame Representation)

Система векторов {u1, u2, . . . , uD} ⊂ Rd для D ≥ d образует полную
систему если каждый вектор x ∈ Rd может быть представлен в виде

x =
D∑
i=1

aiui , ai = 〈x , ui 〉 (2)

Замечания
Если D > d , система векторов является линейно зависимой,
поэтому представление (2) не единственно.
Избыточность позволяет выбирать коэффициенты ai таким
образом, чтобы информация была распределена равномерно.

Обозначим за U ∈ Rd×D матрицу, составленную из векторов ui .
Тогда разложение (2) принимает форму x = Ua.
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Представление Кашина

Представление Кашина

Пусть {ui}Di=1 – полная система в Rd . Представление Кашина для
вектора x ∈ Rd с уровнем K определяется как

x =
D∑
i=1

aiui , max
1≤i≤D

|ai | ≤
K√
D
‖x‖2 (3)

Оптимальность. Представление Кашина обладает наименьшим
динамическим диапазоном K/

√
D, который в

√
d раз меньше

ортогонального представления (2).
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x =
D∑
i=1

aiui , max
1≤i≤D

|ai | ≤
K√
D
‖x‖2 (3)

Существование. Не каждая полная система векторов может
гарантировать представление Кашина с постоянным уровнем K .

Теорема (Кашин, 1977)

Существуют полные системы векторов {ui}Di=1 ⊂ Rd с произвольно
малой избыточностью λ = D/d > 1, и такие что любой вектор x ∈ Rd

имеет представление Кашина {ai}Di=1 с уровнем K = K (λ).
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Компрессор Кашина

Идея: Комбинация представления Кашина с квантизацией.

Компрессор Кашина
Пусть коэффициент избыточности λ > 1 такой что D = λd ∈ N, а
несмещённый компрессор C : RD → RD сохраняет знак и
максимальную амплитуду (например, квантизатор):

0 ≤ C(a)× sign(a) ≤ ‖a‖∞, a ∈ RD (4)

Тогда компрессия Кашина вектора x ∈ Rd определяется как

Cκ(x) = U · C(a) (5)

где a ∈ RD - вектор из коэффициентов Кашина для x , что x = U · a.
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Экспериментальные результаты I: minx{x>Ax − b>x}
Градиентный спуск с компрессией (CGD): xk+1 = xk − γC(∇f (xk))
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Нормализованная эмпирическая дисперсия: ω(x) = ‖C(x)− x‖2/‖x‖2
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Экспериментальные результаты II: minx
1
n

∑n
i=1 x

>Aix

Распределённый Градиентный спуск с компрессией:

xk+1 = xk − γ · 1
n

n∑
i=1
C(∇fi (xk)) (DCGD)
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Основные выводы
Сочетание представления Кашина с Тернарной квантизацией
позволяет минимизировать число переданных бит и практически не
замедляет сходимость по итерациям.
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Результаты, выносимые на защиту

Разработка
алгоритма для вычисления представления Кашина,
методов оптимизации с компрессией,
различных несмещённых векторных компрессоров.

Экспериментальное сравнение
представления Кашина и ортогонального в сочетании с различными
методами квантизации на задачах

сжатия случайных гауссовских векторов,
оптимизации квадратичных функций.

16 / 17



Публикации в соавторстве за время обучения

[1] E. Shulgin, P. Richtárik
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