
Òåîðèÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî îáó÷åíèÿ: îöåíêè îáîáùàþùåéñïîñîáíîñòè è èçáûòî÷íîãî ðèñêà.Òîëñòèõèí Èëüÿiliya.tolstikhin@gmail.comÀïðåëü, 20121 Ëåêöèÿ 1: ïðîáëåìû ñòàðûõ ïîäõîäîâÌû íà÷íåì ñ ðàññìîòðåíèÿ îáùåé âåðîÿòíîñòíîé ïîñòàíîâêîé çàäà÷è îáó÷åíèÿ ïî ïðåöåäåíòàì,ïðèíÿòîé â òåîðèè ñòàòèñòè÷åñêîãî îáó÷åíèÿ (Statistical Learning Theory, SLT).Ïóñòü X �ïðîñòðàíñòâî îáúåêòîâ, Y � ïðîñòðàíñòâî îòâåòîâ (èëè êëàññîâ). Íàïðèìåð, â ñëó-÷àå çàäà÷è áèíàðíîé êëàññèôèêàöèè Y = {−1,+1}, â ñëó÷àå âîññòàíîâëåíèÿ ðåãðåññèè �Y = R.Ïóñòü íà Äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè X × Y çàäàíî íåèçâåñòíîå íàì âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëå-íèå P. Ìû íå áóäåì ñîñðåäîòà÷èâàòüñÿ íà ôîðìàëüíîì è ñòðîãîì ââåäåíèè âåðîÿòíîñòíîãî ïðî-ñòðàíñòâà (X ×Y,A,P) â ýòîì äîêëàäå è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ¾âñå ââåäåíî çà íàñ¿. Íàì òàêæå äàíàîáó÷àþùàÿ âûáîðêà Z = {Z1, . . . , Zi} = {(Xi, Yi)}n
i=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâîðàñïðåäåëåííûõ âåëè÷èí èç ðàñïðåäåëåíèÿ P íà ìíîæåñòâå X × Y.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà èñïîëüçîâàíèÿ âåðîÿòíîñòíîé ïîñòàíîâêè ìîæíî ïðèâåñòè íîðìàëüíûéäèñêðèìèíàíòíûé àíàëèç� ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî P(X,Y ) = P (Y )P (X |Y ), ãäå ïëîòíîñòüêëàññà P (X |Y ) ∼ N (µY ,ΣY ). Îäíàêî, â îáùåì ñëó÷àå ìû íå çíàåì ðàñïðåäåëåíèÿ P. Áîëüø�àÿ ÷àñòüìàøèííîãî îáó÷åíèÿ çàíèìàåòñÿ îöåíêîé ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ïîñëåäóþùåãî ïðèìåíåíèÿ ýòèõîöåíîê ïðè ïîñòðîåíèè êëàññèôèêàòîðîâ.Çàäà÷à îáó÷åíèÿ ïî ïðåöåäåíòàì îáû÷íî ñîñòîèò â ïîèñêå èçìåðèìîãî îòîáðàæåíèÿ g : X → Y.Îá èçìåðèìîñòè çàõîäèò ðå÷ü, ïîñêîëüêó ìû áóäåì ðàáîòàòü ñ ðàçëè÷íûìè âåðîÿòíîñòíûìèõàðàêòåðèñòèêàìè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ýòè âîïðîñû òîæå ðàññìàòðèâàòüñÿ íå áóäóò� áóäåìñ÷èòàòü, ÷òî âñå ôóíêöèè ¾õîðîøèå¿, è ìû ìîæåì ñïîêîéíî èíòåãðèðîâàòü èõ ïî çàäàííîìóðàñïðåäåëåíèþ. Êàêîâ êðèòåðèé âûáîðà îòîáðàæåíèÿ g? Îäèí èç ïîíÿòíûõ âàðèàíòîâ� ìèíèìèçè-ðîâàòü âåðîÿòíîñòü îøèáêè àëãîðèòìà g: P{g(X) 6= Y } → min. Âñþäó äàëåå ïîíÿòèÿ ¾àëãîðèòì¿,¾êëàññèôèêàòîð¿, ¾îòîáðàæåíèå X → Y¿ áóäåì èñïîëüçîâàòü âçàèìîçàìåíÿåìî.Â ñëó÷àå çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ ðåãðåññèè (Y = R) ýòîò êðèòåðèé ñòàíîâèòñÿ íåîáîñíî-âàííî æåñòêèì. Ïîýòîìó ÷àùå âñåãî ââîäèòñÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ ïîòåðü (loss function)

` : Y2 → R, ïðè ýòîì `(y, ŷ) âûðàæàåò âåëè÷èíó ïîòåðü, ñâÿçàííûõ ñ îòíåñåíèåì îáúåêòà êëàññà yê êëàññó ŷ. ×àñòî èñïîëüçóåòñÿ èíäèêàòîð îøèáêè `(y, ŷ) = I(y 6= ŷ) â ñëó÷àå çàäà÷è êëàññèôèêàöèèè êâàäðàòè÷íûé ðèñê `(y, ŷ) = (y− ŷ)2 â çàäà÷àõ âîññòàíîâëåíèÿ ðåãðåññèè. Òîãäà çàäà÷à îáó÷åíèÿïî ïðåöåäåíòàì ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó îòîáðàæåíèÿ g ñ ìàëûì çíà÷åíèåì ìàòîæèäàíèÿ ïîòåðü, èëèôóíêöèîíàëà ñðåäíåãî ðèñêà:
E `
(

g(X), Y
)

→ min
g
.âñþäó äàëåå ìàòîæèäàíèÿ áóäóò áðàòüñÿ îòíîñèòåëüíî ðàñïðåäåëåíèÿ P.Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé áèíàðíîé êëàññèôèêàöèè Y = {+1,−1} ñ ôóíêöèåé ïîòåðü

`(y, ŷ) = I(y 6= ŷ). Â ýòîì ñëó÷àå ñðåäíèé ðèñê E `
(

g(X), Y
) ïðåâðàùàåòñÿ ïðîñòî â âåðîÿòíîñòüîøèáêè êëàññèôèêàòîðà g. Ââåäåì ôóíêöèþ ðåãðåññèè (regression function) η(x) = E{Y |X =

x} = 2 P{Y = +1|X = x}− 1. Èçâåñòíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå îòîáðàæåíèå b(x) = sign
(

η(x)
) ìèíèìèçè-ðóåò ôóíêöèîíàë ñðåäíåãî ðèñêà. Îòîáðàæåíèå b íàçûâàåòñÿ áàéåñîâñêèì êëàññèôèêàòîðîì, àåãî ñðåäíèé ðèñê P{b(X) 6= Y } = ming P{g(X) 6= Y } íàçûâàþò áàéåñîâñêèì ðèñêîì.Òîò ôàêò, ÷òî óñëîâíîå ìàòîæèäàíèå E{Y |X = x} íå âûðîæäåíî � íå ðàâíî +1 èëè −1�óêàçûâàåò íà íàëè÷èå ¾øóìà¿ â îòâåòå Y . Ýòî âïîëíå ðåàëèñòè÷íàÿ êàðòèíà� ïðåäñòàâèì çà-äà÷ó êëàññèôèêàöèè ñ 2-ìÿ ïåðåêðûâàþùèìèñÿ ãàóññèàíàìè. Òîãäà íà ãðàíèöå ïåðåêðûòèÿ íåò1



âîçìîæíîñòè òî÷íî ñêàçàòü, êàêàÿ èç äâóõ ¾øàïîê¿ ïîðîäèëà åå. Áîëåå òîãî, ëþáàÿ òî÷êà ïðî-ñòðàíñòâà â ýòîì ñëó÷àå èìååò íåíóëåâóþ âåðîÿòíîñòü ïðèíàäëåæíîñòè ê êàæäîìó èç êëàñ-ñîâ. Â ðåàëüíûõ ñèòóàöèÿõ îòîáðàæåíèå g èùóò â íåêîì îãðàíè÷åííîì êëàññå ôóíêöèé G. Ýòîäåëàåòñÿ èç ðàçíûõ ñîîáðàæåíèé, î êîòîðûõ ìû óïîìÿíåì ïîçæå. Âñëåäñòâèå ýòîãî, íåò íèêàêèõãàðàíòèé, ÷òî áàéåñîâñêèé êëàññèôèêàòîð ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå ïîèñêà G. Âîïðîñû âûáîðà ñå-ìåéñòâà (èëè ìîäåëè) àëãîðèòìîâ G ïðåäñòàâëÿåò øèðîêóþ îáëàñòü òåîðèè ñòàòèñòè÷åñêîãî îáó÷å-íèÿ è èçâåñòåí ïîä íàçâàíèåì �model selection�. Ýòîé òåìû ìû íå áóäåì êàñàòüñÿ. Ïîýòîìó áóäåìñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâî G çàðàíåå ôèêñèðîâàíî íåêèì îáðàçîì.Ââåäåì ðÿä óäîáíûõ îáîçíà÷åíèé. Êàê òîëüêî ôèêñèðîâàíà ôóíêöèÿ ïîòåðü `, ìû ìîæåìââåñòè ìíîæåñòâî
F = {f(X,Y ) = `

(

g(X), Y
)

, g ∈ G}� êëàññ ïîòåðü (loss class), àññîöèèðîâàííûõ ñ ñåìåéñòâîì àëãîðèòìîâ G. Åùå îäíî îáîçíà÷åíèå
Pf ≡ Ef =

∫

X×Y
fdP� ñðåäíèé ðèñê àëãîðèòìà g, ñîîòâåòñòâóþùåãî f .Âî-ïåðâûõ, âñþäó äàëåå ìû áóäåì îïåðèðîâàòü êëàññîì ïîòåðü è çàáóäåì î ñòðóêòóðå ïðî-ñòðàíñòâà X×Y, îáîçíà÷èâ åãî Z, à åãî ýëåìåíòû�Z = (X,Y ). Òàêèì îáðàçîì, ìû ïåðåõîäèì ê ðàñ-ñìîòðåíèþ àáñòðàêòíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è ñ ìíîæåñòâîì Z è ðàñïðåäåëåíèåì P íà íåì. Âî-âòîðûõ,èç òåõíè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé, ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèè êëàññà ïîòåðü F ðàâíîìåðíîîãðàíè÷åíû�èíûìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò òàêîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî U , ÷òî supf∈F |f | 6 U .Äëÿ óäîáñòâà áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ` : Y2 → [ 0, 1], òî åñòü U = 1.Íàøà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê

Pf → min
f∈F

. (1)Ïðîáëåìà, êîíå÷íî, â òîì, ÷òî íàì íåèçâåñòíî ðàñïðåäåëåíèå P. Çàòî ìû çíàåì ïîâåäåíèå êëàññà Fíà îáó÷àþùåé âûáîðêå {Z1, . . . , Zn} = {(Xi, Yi)}n
i=1. Èñïîëüçóÿ ýìïèðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå

Pn(Z) =
∑n

i=1 I(Z = Zi) (äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ âåðîÿòíîñòÿìè 1/n â òî÷êàõ îáó÷àþùåéâûáîðêè), ââåäåì ïîíÿòèå ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà:
Pnf ≡

∫

Z
fdPn =

1

n

n
∑

i=1

f(Zi).Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë äàåò íàì îñíîâàíèÿ ïðèáëèæàòü íåèçâåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå P ýìïèðè÷åñêèìðàñïðåäåëåíèåì Pn. Ïîýòîìó âìåñòî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) ìû áóäåì ðåøàòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ìè-íèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà:
Pnf → min

f∈F
. (2)Ðåøåíèå çàäà÷è (2) îáîçíà÷èì f̂n. Îòîáðàæåíèå f̂n ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàì õîðîøèì êàíäèäàòîì ðåøå-íèÿ èñõîäíîé çàäà÷è (1).Ñêàæåì íåñêîëüêî ñëîâ î âûáîðêå ñåìåéñòâà àëãîðèòìîâ G:

• Åñëè íå îãðàíè÷èâàòü G âîîáùå, òî âîçìîæíà ñèòóàöèÿ î÷åâèäíîãî ïåðåîáó÷åíèÿ: Pnf = 0,
Pf = 1. Àëãîðèòì íå îøèáàåòñÿ íà îáó÷àþùåé âûáîðêå è îøèáàåòñÿ íà âñåõ ïðî÷èõ îáúåêòàõ.

• Åñëè G î÷åíü ìàëî, òî minf∈F Pf áóäåò î÷åíü äàëåê îò áàéåñîâñêîãî ðèñêà.
• Åñëè G ñèëüíî óâåëè÷èòü, òî, âî-ïåðâûõ, ñíîâà âåëèê øàíñ ïåðåîáó÷èòüñÿ, è, âî-âòîðûõ, ñòà-íîâèòñÿ ñëîæíûì ðåøèòü çàäà÷ó (2).Òàê èëè èíà÷å, íàéäÿ f̂n, ìû õîòèì îöåíèòü, íàñêîëüêî õîðîøî ýòî îòîáðàæåíèå ñïðàâëÿåòñÿñ èñõîäíîé çàäà÷åé (1). Äëÿ ýòîãî ìîæíî ââåñòè íåñêîëüêî ðàçíûõ õàðàêòåðèñòèê ðåøåíèÿ f̂n:1. Îöåíêà èçáûòî÷íûé ðèñêà ôóíêöèè f (excess risk bound):

E(f) ≡ EP (f) = Pf − inf
g∈F

Pg 6 B1(n,F). (3)2



2. Îöåíêà îáîáùàþùåé ñïîñîáíîñòè ôóíêöèè f (error bound):
Pf − Pnf 6 B2(n,F). (4)Òàêèì îáðàçîì, èçáûòî÷íûé ðèñê E(f̂n) ïîêàçûâàåò, ¾íàñêîëüêî áëèçêî ìû ïîäîáðàëèñü¿ ê ëó÷øåéôóíêöèè â ñåìåéñòâå F , à âåëè÷èíà P f̂n − Pnf̂n �íàñêîëüêî òî÷íî ýìïèðè÷åñêèé ðèñê ôóíêöèèïðèáëèæàåò å¼ ðåàëüíûé ðèñê. Îáå âåëè÷èíû ïðåäñòàâëÿþò äëÿ íàñ èíòåðåñ.Äëÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé êðàéíå âàæíî îòìåòèòü, ÷òî P (f̂n)� ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà,ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f̂n âûáèðàåòñÿ íà îñíîâå ñëó÷àéíîé âûáîðêè {Z1, . . . , Zn}. Îíà ìîæåò áûòüôîðìàëüíî çàïèñàíà â âèäå óñëîâíîãî ìàòîæèäàíèÿ: P f̂n = E{f̂n|(Z1, . . . , Zn)}� òîãäà ñòàíîâèòñÿî÷åâèäíà åå çàâèñèìîñòü îò îáó÷àþùåé âûáîðêè. Ïîýòîìó íåðàâåíñòâà âèäà (3) è (4) äëÿ ôóíêöèè f̂náóäóò âñåãäà èìåòü âåðîÿòíîñòíûé õàðàêòåð, íàïðèìåð:

P{E(f̂n) > δ} 6 ε(δ, n,F) èëè P{P f̂n − Pnf̂n > δ} 6 ε(δ, n,F), (5)ãäå ðàñïðåäåëåíèå P� äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå P
⊗n èñõîäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ P� ðàñïðåäåëåíèåíà ñëó÷àéíûõ ïðîñòûõ âûáîðêàõ äëèíîé n èç ðàñïðåäåëåíèÿ P.Á�îëüøàÿ ÷àñòü òåîðèè ñòàòèñòè÷åñêîãî îáó÷åíèÿ ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ êàê ìîæíî áîëåå òî÷-íûõ îöåíîê âèäà (5), ó÷èòûâàþùèõ ¾ñòðóêòóðó¿ êëàññà ôóíêöèé F . Ïðè÷åì ïîñòðîåíèþ êàê íåíà-áëþäàåìûõ è çàâèñÿùèõ îò ðàñïðåäåëåíèÿ P îöåíîê (distribution dependant bounds), òàê è îöåíîê,âû÷èñëèìûõ ïî îáó÷àþùåé âûáîðêå (data dependant bounds). Î÷åâèäíî, âòîðîé êëàññ îöåíîê ïðåä-ñòàâëÿåòñÿ íàì íàèáîëåå ïîëåçíûì.Äëÿ íà÷àëà ìû çàéìåìñÿ ïîëó÷åíèåì ïðîñòåéøèõ îöåíîê îáîáùàþùåé ñïîñîáíîñòè (4).1.1 Îöåíêè îáîáùàþùåé ñïîñîáíîñòè (error bounds).Ïîêàæåì, ãäå â ýòîé çàäà÷å ïîäâîäíûå êàìíè è ïî÷åìó îíà íå ìîæåò áûòü ðåøåíà ¾âëîá¿. Ïðèñòàëü-íî ïðèñìîòðèìñÿ ê èíòåðåñóþùåé íàñ âåëè÷èíå Pf − Pnf , çàáûâ äëÿ íà÷àëà, ÷òî íàñ èíòåðåñóåòñëó÷àé f = f̂n. Ïåðåä íàìè ðàçíîñòü ìàòîæèäàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû f(Z) è åå ñðåäíåãî âûáî-ðî÷íîãî çíà÷åíèÿ: Pf − Pnf = Ef − 1

n

∑n
i=1 f(Zi). Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë óòâåðæäàåò, ÷òî

P

{

lim
n→∞

1

n

n
∑

i=1

f(Zi) − Ef(Z) = 0
}

= 1.Òî åñòü ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì ðàçìåðå îáó÷àþùåé âûáîðêè ñðåäíåå âûáîðî÷íîå îòëè÷íî ïðè-áëèæàåò èñêîìîå ìàòîæèäàíèå. Â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ñóùåñòâóåò íåàññèìïòîòè÷åñêèé êîëè÷å-ñòâåííûé àíàëîã çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë íà ñëó÷àé, êîãäà ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû îãðàíè÷åíû. Ýòîíåðàâåíñòâî Õåâäèíãà:Òåîðåìà 1.1 (Íåðàâåíñòâî Õåâäèíãà) Ïóñòü Z1, . . . , Zn �íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåí-íûå ñîãëàñíî P ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è f(Z) ∈ [a, b]. Òîãäà äëÿ âñåõ ε > 0 ñïðàâåäëèâî:
P

{∣

∣

∣

1

n

n
∑

i=1

f(Zi) − Ef(Z)
∣

∣

∣
> ε
}

6 2 exp
(

− 2nε2

(b− a)2

)

.Îáîçíà÷èâ ïðàâóþ ÷àñòü δ, ôèêñèðîâàâ êîíêðåòíóþ ôóíêöèþ f è èñïîëüçóÿ íàøè îáîçíà÷åíèÿ, ìûïîëó÷àåì: ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíüøå 1 − δ ñïðàâåäëèâî:
|Pf − Pnf | 6

√

log 2
δ

2n
(6)� èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî `(·, ·) ∈ [0, 1].Çäåñü î÷åíü âàæíî ïîíèìàòü ñëåäóþùåå: ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ äëÿ ôèêñèðîâàííîé ôóíê-öèè è âåðîÿòíîñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïîâòîðíîãî âûáîðà ñëó÷àéíîé îáó÷àþùåé âû-áîðêè {Z1, . . . , Zn}. Åñëè ôóíêöèÿ f çàâèñèò îò îáó÷àþùåé âûáîðêè (êàê â íàøåì ñëó÷àå f̂n), òîýòîò ðåçóëüòàò íåïðèìåíèì. Òàêæå îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî åäèíñòâåííàÿ õàðàêòåðèñòèêà ñëó÷àé-íîé âåëè÷èíû, ó÷àñòâóþùàÿ â ïðàâîé ÷àñòè �U = b − a, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷èâàþùàÿ çíà÷åíèåñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. 3



Îãðàíè÷åííîñòü ýòîãî ðåçóëüòàòà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíê-öèè f â êëàññå F ñóùåñòâóåò ñîáûòèå Sf , ðåàëèçóåìîå ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ, íà êîòîðîì
|Pf − Pnf | ìàëà. Îäíàêî íè÷åãî íå óòâåðæäàåòñÿ î ñâÿçè ñîáûòèé Sf äëÿ ðàçíûõ ôóíêöèé êëàñ-ñà F �îíè ìîãóò îêàçàòüñÿ ñîâåðøåííî ðàçíûìè äëÿ ðàçíûõ ôóíêöèé. Çíà÷èò, ïðè êîíêðåòíîéðåàëèçàöèè îáó÷àþùåé âûáîðêè {Z1, . . . , Zn} íåðàâåíñòâî (6) áóäåò ñïðàâåäëèâî òîëüêî äëÿ çàðà-íåå íåèçâåñòíîãî ïîäìíîæåñòâà êëàññà F . Åñëè ïîñìîòðåòü íà ðèñóíîê 1, òî ìîæíî ëó÷øå ïîíÿòüêàðòèíó ïðîèñõîäÿùåãî (çäåñü R è Rn îáîçíà÷àþò íàøè P è Pn ñîîòâåòñòâåííî). Êðèâàÿ R îáî-çíà÷àåò ñðåäíèé ðèñê è îíà ôèêñèðîâàíà. Êðèâàÿ Rn � ýìïèðè÷åñêèé ðèñê, è îíà ìåíÿåòñÿ âìåñòåñ îáó÷àþùåé âûáîðêîé. Íåðàâåíñòâî Õåâäèíãà îïèñûâàåò êîëåáàíèå òî÷åê Rn(g) ôèêñèðîâàííîéôóíêöèè g âîêðóã çíà÷åíèÿ R(g). Åñëè êëàññ ôóíêöèé äîñòàòî÷íî áîëüøîé, òî äëÿ êîíöðåòíîéîáó÷àþùåé âûáîðêè íàéäóòñÿ ôóíêöèè, äëÿ êîòîðûõ |Pf − Pnf | âåëèêî.

 

!

Risk

Function class

R

R
n

g g g*

n

R(g)

R  (g)
n

Ðèñ. 1: Ýìïèðè÷åñêèé è ñðåäíèé ðèñê êëàññà ôóíêöèé.Êàê æå íàì îöåíèòü âîëíóþùóþ íàñ âåëè÷èíó |P f̂n−Pnf̂n|? Íèæå ïðèâåäåíî óæå êëàññè÷åñêîåíåðàâåíñòâî, â êîòîðîì áåðóò ñâîå íà÷àëî ìíîãèå ïîäõîäû â òåîðèè ñòàòèñòè÷åñêîãî îáó÷åíèÿ:
(P − Pn)f̂n 6 sup

f∈F
(P − Pn)f. (7)Èäåÿ ïðîñòàÿ: îãðàíè÷èâ ìàêñèìàëüíîå ïî êëàññó îòêëîíåíèå, ìû òåì ñàìûì îãðàíè÷èì åãî èäëÿ ìèíèìèçàòîðà ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà f̂n. Ýòî î÷åíü ïðîñòàÿ èäåÿ è åé ïîøëè ñ ñàìîãî íà÷àëà.Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ îöåíîê ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà â ðàçëè÷íûõ ñèòóàöèÿõ.Êîíå÷íûé êëàññ ôóíêöèé F = {f1, . . . , fN}. Ïîêàæåì, êàê â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷èòü ðàâíîìåð-íûé ïî êëàññó ôóíêöèé F àíàëîã îöåíêè Õåâäèíãà. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Áóëÿ (union bound)âìåñòå ñ íåðàâåíñòâîì Õåâäèíãà, ìû ïîëó÷àåì:

P

{

∀f ∈ {f1, . . . , fN} : Pf − Pnf 6 ε
}

=

= 1 − P

{

∃f ∈ {f1, . . . , fN} : Pf − Pnf > ε
}

>

> 1 −
N
∑

i=1

P{Pfi − Pnfi > ε} > 1 −N exp(−2nε2).Îáîçíà÷èâ δ = N exp(−2nε2), ìû ïîëó÷èëè: äëÿ ëþáûõ δ > 0 ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíüøå 1 − δñïðàâåäëèâî:
∀f ∈ F , Pf − Pnf 6

√

logN + log 1
δ

2n
. (8)Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî åäèíñòâåííîå îòëè÷èå ýòîãî ðåçóëüòàòà îò (6) � ïðèñóòñòâèå âåëè÷èíû logNâ ÷èñëèòåëå äðîáè. Ýòî íàøà ïëàòà çà òðåáîâàíèå ðàâíîìåðíîãî ïî êëàññó F êîíòðîëÿ óêëîíåíèÿýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà îò ðàâíîìåðíîãî è ìû åùå íè ðàç ñòîëêíåìñÿ ñ ïîõîæèìè âûðàæåíèÿìè.4



Áåñêîíå÷íûé íî ñ÷åòíûé êëàññ ôóíêöèé F . Â ýòîì ñëó÷àå ðàáîòàåò òàêàÿ æå ëîãèêà, êàê èâ ïðîøëîì ïóíêòå. Äëÿ êàæäîé îòäåëüíî âçÿòîé ôóíêöèè fi ∈ F ìû ìîæåì çàïèñàòü
P

{

Pfi − Pnfi >

√

log 1
δ(fi)

2n

}

6 δ(fi).Ìû ðàñïîðÿäèìñÿ ñâîáîäîé âûáîðà âåëè÷èíû δ(fi) > 0 äëÿ êàæäîé îòäåëüíîé ôóíêöèè èç F èïîëîæèì δ(fi) = δ · q(fi), òàê ÷òî∑fi∈F q(fi) = 1 è δ > 0. Òîãäà, ñíîâà ïðèìåíèâ íåðàâåíñòâî Áóëÿ,ìû ïîëó÷èì:
P

{

∃f ∈ F : Pf − Pnf >

√

log 1
δ(f)

2n

}

6
∑

f∈F
δ(f) = δ.Îáðàòèâ âåðîÿòíîñòü, ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå: ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíüøå 1 − δ ñïðàâåäëèâî:

∀f ∈ F , Pf − Pnf 6

√

log 1
q(f) + log 1

δ

2n
. (9)Ýòà îöåíêà â ëèòåðàòóðå èçâåñòíà ïîä íàçâàíèåì ¾áðèòâà Îêêàìà¿. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî åñëèêëàññ ôóíêöèé F êîíå÷åí, òî ïîëîæèâ â êà÷åñòâå q ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà åãî ýëåìåíòàõ,ìû ïîëó÷àåì â òî÷íîñòè ïðîøëóþ îáîáùåííóþ îöåíêó òèïà Õåâäèíãà (8).Åùå îäèí âàæíûé ìîìåíò: ýòà îöåíêà äàåò íàì âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü íåêèå ¾äîïîëíè-òåëüíûå¿ çíàíèÿ î çàäà÷å è ñåìåéñòâå F . Åñëè âñÿ âåëè÷èíà q(·) áûëà áû ñêîíöåíòðèðîâàíà íà ìè-íèìèçàòîðå ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà f̂n, òî ìû áû ïîëó÷èëè ïîëíûé àíàëîã îöåíêè òèïà Õåâäèíãàâ ñëó÷àÿ åäèíñòâåííîé ôóíêöèè â ñåìåéñòâå: F = {f0} ((C) ¾â èäåàëå õîòåëîñü áû ïðåäñêàçûâàòüâåðîÿòíîñòü îøèáêè ñ òîé æå òî÷íîñòüþ, ñ êàêîé çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë ïðåäñêàçûâàåò ÷àñòîòó âû-ïàäåíèÿ îðëà...¿). Îäíàêî, äåëî çäåñü â òîì, ÷òî ìû äîëæíû âûáðàòü q(·) äî òîãî, êàê óâèäèìîáó÷àþùóþ âûáîðêó. À çíà÷èò, ìû íå ìîæåì ïðåäóãàäàòü, êàêàÿ èç ôóíêöèé áóäåò ìèíèìèçè-ðîâàòü ýìïèðè÷åñêèé ðèñê. Òåì íå ìåíåå õîðîøèé âûáîð âåëè÷èíû q(·) ïîçâîëÿåò óëó÷øàòü îöåíêó.Áåñêîíå÷íûé íåñ÷åòíûé êëàññ ôóíêöèé F . Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà êëàññ ïîòåðü F �áåñêîíå÷íûé íåñ÷åòíûé. Â ýòîì ñëó÷àå ìû îãðàíè÷èì ðàññìîòðåíèå ñëó÷àåì `(y, y∗) = I(y 6= y∗)�áèíàðíîé ôóíêöèåé ïîòåðü.Â ýòîì ñëó÷àå ëîãèêà ïðîøëûõ äîêàçàòåëüñòâ óæå íå ðàáîòàåò� íàïðèìåð, ïîòîìó ÷òî ìû íåìîæåì ïðèìåíèòü íåðàâåíñòâî Áóëÿ. Íàì ïîìîæåò ïîíÿòèå ôóíêöèè ðîñòà SF (n):

SF (n) = sup
z1,...,zn

∣

∣

∣
Fz1,...,zn

∣

∣

∣
= sup

z1,...,zn

∣

∣

∣

{

(

f(z1), . . . , f(zn)
)

: f ∈ F
}
∣

∣

∣
.Ñïðàâåäëèâî ýëåìåíòàðíîå íåðàâåíñòâî SF (n) 6 2n.Îêàçûâàåòñÿ, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêàÒåîðåìà 1.2 (îöåíêà Âàïíèêà�×åðâîíåíêèñà) Äëÿ âñåõ δ > 0 ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíüøå

1 − δ ñïðàâåäëèâî:
∀f ∈ F , Pf − Pnf 6 2

√

2
logSF (2n) + log 2

δ

n
. (10)Êðàéíå ïîëåçíî è âàæíî îáñóäèòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Âàïíèêà�×åðâîíåíêèñà. Îñíîâíîé¾ïðóæèíîé¿ â äîêàçàòåëüñòâå ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, èçâåñòíûé â ëèòåðàòóðå êàê ëåììàñèììåòðèçàöèè. Ñôîðìóëèðóåì åå áåç äîêàçàòåëüñòâà è êðàòêî îáñóäèì åå ñìûñë.Ëåììà 1.1 (Ñèììåòðèçàöèÿ) Äëÿ âñåõ t > 0, òàêèõ ÷òî nt2 > 2,

P

{

sup
f∈F

(Pf − Pnf) > t
}

6 2P

{

sup
f∈F

(P ′
nf − Pnf) > t/2

}

. (11)Çäåñü P ′
n � ýìïèðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå îòíîñèòåëüíî íåçàâèñèìîé ¾ïðèçðà÷íîé¿ (ghost) âûáîðêè

{Z ′
1, . . . , Z

′
n}�íåçàâèñèìîé êîïèè îáó÷àþùåé âûáîðêè. Òàêèì îáðàçîì ñèììåòðèçàöèÿ ïîçâîëÿåòçàìåíèòü íåèçâåñòíûé ñðåäíèé ðèñê ôóíêöèè åå ñðåäíèì âûáîðî÷íûì çíà÷åíèåì íà åùå îäíîé5



íåçàâèñèìîé âûáîðêå. Ïîäîáíîå ââåäåíèå äîïîëíèòåëüíîé ðàíäîìèçàöèè�÷àñòûé ïðèåì â òåî-ðèè âåðîÿòíîñòåé. Â ðåçóëüòàòå ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (11) çàâèñèò ëèøü îò ïðîåêöèè êëàññà Fíà äâîéíóþ âûáîðêó {Z1, . . . , Zn, Z
′
1, . . . , Z

′
n} äëèíû 2n. Ïîñêîëüêó ýòà ïðîåêöèÿ êîíå÷íà, ìû ìî-æåì ñíîâà èñïîëüçîâàòü íåðàâåíñòâî Áóëÿ âìåñòå ñî ñëåãêà ìîäèôèöèðîâàííîé âåðñèåé íåðàâåíñòâàÕåâäèíãà:

P{Pnf − P ′
nf > t} 6 exp

(

−nt
2

2

)

.Ñîáðàâ âñå êóáèêè âìåñòå, ïîëó÷èì:
P

{

sup
f∈F

(P − Pn)f > t
}

6 2P

{

sup
f∈F

(P ′
n − Pn)f > t/2

}

=

= 2P

{

supf∈FZ1,...,Zn,Z′

1,...,Z′
n

(P ′
n − Pn)f > t/2

}

6

6 2SF(2n)P{(P ′
n − Pn)f > t/2} 6 4SF(2n) exp

(

−nt
2

8

)

.

�. Äàëåå êîðîòêîå îáñóæäåíèå ëåììû Ñàóåðà, VC-êëàññîâ è ñõîäèìîñòè sup |P − Pn| ê íóëþ.Ïðèøëî âðåìÿ ïîäûòîæèòü, ÷òî íàì óäàëîñü äîñòè÷ü. Îöåíêè (6), (9) è (10) èìåþò î÷åíü ïîõî-æèé âèä. Âñå îíè èìåþò ïîðÿäîê O(n−1/2). Âñå îíè â êà÷åñòâå îñíîâíîãî èíãðåäèåíòà èñïîëüçóþòòðè øàãà: à) èñïîëüçîâàíèå supf∈F |(P − Pn)f |; á) èñïîëüçîâàíèå íåðàâåíñòâà Áóëÿ è â) èñïîëü-çîâàíèå íåðàâåíñòâà òèïà Õåâäèíãà äëÿ îòäåëüíî âçÿòîé ôóíêöèè. Ïåðå÷èñëèì âêðàòöå ïðè÷èíûçàâûøåííîñòè ïåðå÷èñëåííûõ îöåíîê:
• Ïðè îöåíêå âåëè÷èíû (P − Pn)f̂n ñâåðõó supf∈F |(P − Pn)f | ìû ðàññìàòðèâàåì ¾õóäøèé ñëó-÷àé¿. Äåéñòâèòåëüíî, ýòè îöåíêè ñïðàâåäëèâû äëÿ âñåõ îòîáðàæåíèé êëàññà F . Ðèñóíîê 1ïðîäåìîíñòðèðîâàë íàì, ÷òî â äîñòàòî÷íî áîëüøèõ äëÿ ðåøåíèÿ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ êëàññîâôóíêöèé ñ âûñîêîé âåðîÿòíîñòüþ íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ f ñ áîëüøèì çíà÷åíèåì Pf−Pnf . Òàêèìîáðàçîì, îöåíêè ñòàíîâÿòñÿ çàâûøåííûìè.
• Íåðàâåíñòâî Áóëÿ ñòàíîâèòñÿ òî÷íîé îöåíêîé â òîì ñëó÷àå, êîãäà âñå ôóíêöèè â êëàññå íåçà-âèñèìû. Ýòî òðåáîâàíèå ÷àùå âñåãî íå âûïîëíÿåòñÿ, ÷òî âåäåò ê ïîòåðå òî÷íîñòè.
• Íåðàâåíñòâî Õåâäèíãà èñïîëüçóåò òîëüêî èíôîðìàöèþ î âåëè÷èíå U , ðàâíîìåðíî îãðàíè÷è-âàþùåé ôóíêöèè èç êëàññà F , è íå èñïîëüçóåò äèñïåðñèè ôóíêöèé. Ýòî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõñóùåñòâåííî óõóäøàåò îöåíêè.Ñàìûì êðèòè÷åñêèì ìåñòîì ñ÷èòàåòñÿ îöåíêà ñ ïîìîùüþ ñóïðåìóìà ïî âñåìó ñåìåéñòâó ôóíê-öèé. Äàëüøå â äîêëàäå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü îöåíêè èçáûòî÷íîãî ðèñêà, ïîýòîìó íåðàâåíñòâîáóäåò îãðàíè÷èâàòü èìåííî åãî:

E(f̂n) = P f̂n − inf
f∈F

Pf = P f̂n − P f̄ =

= Pnf̂n − Pnf̄ + (P − Pn)(f̂n − f̄) 6 (12)
6 sup

f,g∈F
|(P − Pn)(f − g)| 6 2 sup

f∈F
|(P − Pn)f | ≡ 2‖P − Pn‖F .(Îáîáùàþùàÿ ñïîñîáíîñòü (P − Pn)f̂n, ðàññìàòðèâàâøàÿñÿ äî ñèõ ïîð, îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó òîé æåâåëè÷èíîé áåç ìíîæèòåÿ 2).Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû {(P − Pn)f}f∈F â ëèòåðàòóðå íàçûâàþòñÿ ýìïèðè÷åñêèì ïðîöåñ-ñîì, èíäåêñèðîâàííûì êëàññîì F . Ýòè ñëó÷àéíûå ïðîöåññû èçó÷àþòñÿ â òåîðèè ýìïèðè÷åñêèõïðîöåññîâ. Îäíîé èç íàèáîëåå ïîëíî èçó÷åííûõ õàðàêòåðèñòèê, ñâÿçàííûõ ñ ýìïèðè÷åñêèìè ïðî-öåññàìè, ÿâëÿåòñÿ êàêðàç èõ íîðìà ‖P − Pn‖F . Ýòîò ôàêò óêàçûâàåò íà ÷ðåçâû÷àéíóþ ïîëåçíîñòüòåîðèè ýìïèðè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â ïðèëîæåíèè ê ñòàòèñòè÷åñêîìó îáó÷åíèþ è çà÷àñòóþ áîëüøèí-ñòâî ðåçóëüòàòîâ, èñïîëüçóåìûõ â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïðè âûâîäå îöåíîê, çàèìñòâîâàíû îòòóäà.Âñå îöåíêè, êîòîðûå ìû âèäåëè äî ñèõ ïîð, óòâåðæäàëè, ÷òî âåëè÷èíà ‖P − Pn‖F èìååò ïî-ðÿäîê O(n−1/2). Áîëåå òîãî, â ñëó÷àå êîíå÷íîãî êëàññà, ýòî ïðîñòî ñëåäñòâèå èç öåíòðàëüíîé ïðå-äåëüíîé òåîðåìû. Â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîãî êëàññà F ýòîò ïîðÿäîê îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì, åñëè F6



èìååò ¾íå ñëèøêîì áîëüøóþ¿ ñëîæíîñòü� ýòîò ðåçóëüòàò î÷åíü ïîäðîáíî îïèñûâàåòñÿ â òåîðèèýìïèðè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Îí èìååò îòíîøåíèå ê çàäà÷å Ãëèâåíêî�Êàíòåëëè è ê òàêèì ïîíÿòèÿì,êàê Äîíñêåðîâñêèå êëàññû ôóíêöèé.Âåðíåìñÿ ê öåïî÷êå íåðàâåíñòâ (12). Ðàç ïðàâàÿ ÷àñòü ìàëà (ïîðÿäêà O(n−1/2)), òî è èçáû-òî÷íûé ðèñê ôóíêöèè f̂n òàêæå ìàë. À çíà÷èò íàì íå íóæåí ñóïðåìóì ïî âñåìó êëàññó F � íàìäîñòàòî÷íî áðàòü ñóïðåìóì ïî ïîäìíîæåñòâó ôóíêöèé ñ äîñòàòî÷íî ìàëûìè çíà÷åíèÿìè èçáûòî÷-íîãî ðèñêà: ‖P −Pn‖F ′⊂F . Ýòà èäåÿ íàøëà ñâîþ ðåàëèçàöèþ â ñîâðåìåííûõ ïîäõîäàõ SLT, êîòîðûåìû çàòðîíåì â êîíöå äîêëàäà.Òàê èëè èíà÷å, äàæå ïîñëå ëîêàëèçàöèè ñóïðåìóìà, íàì ñíîâà ïðèäåòñÿ èìåòü äåëî ñ îöåíêàìèòåõ æå ýìïèðè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ‖P − Pn‖F ′ . Ïîýòîìó äàëüøå ìû ñêîíöåíòðèðóåìñÿ íà ïîëó÷åíèèîöåíîê íîðìû ýìïèðè÷åñêîãî ïðîöåññà.2 Ëåêöèÿ 2: ðàäåìàõåðîâñêèé ïðîöåññ è âû÷èñëèìûå îöåíêèèçáûòî÷íîãî ðèñêà2.1 Ðàäåìàõåðîâñêèé ïðîöåññÈòàê, íàñ èíòåðåñóåò âåëè÷èíà Pnf − Pf . Ìû õîòèì êîíòðîëèðîâàòü ðàçìåð ýòîé âåëè÷èíû ðàâ-íîìåðíî ïî âñåìó êëàññó F è äëÿ ýòîãî ðàññìàòðèâàåì ‖Pn − P‖F . Äàëåå ìû îáñóäèì, çàâèñèòëè ïîñëåäíÿÿ âåëè÷èíà îò ¾ñòðóêòóðû¿ êëàññà F è ðàñïðåäåëåíèÿ P è êàê. È ãëàâíûé íà äàí-íûé ìîìåíò âîïðîñ� ìîæåì ëè ìû îöåíèâàòü ýòó âåëè÷èíó ñ ïîìîùüþ äàííûõ ïî êðàéíåé ìåðåñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû.Ïðè èçó÷åíèè ïîäîáíûõ âåëè÷èí âàæíóþ ðîëü èãðàåò äðóãîé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ � ðàäåìà-õåðîâñêèé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ òàê:
Rn(f) =

1

n

n
∑

i=1

εif(Zi), f ∈ F ,ãäå εi � ðàäåìàõåðîâñêèå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, êîíå÷íî, íåçàâèñèìûå îò îáó÷àþùåé âûáîðêè.Ãëîáàëüíàÿ ðàäåìàõåðîâñêàÿ ñëîæíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
sup
f∈F

|Rn(f)| ≡ ‖Rn‖F .Ó ýòîé âåëè÷èíû åñòü î÷åíü ïîíÿòíàÿ èíòóèòèâíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ � êîððåëÿöèÿ ñî ñëó÷àéíûìøóìîì. Åñëè ðàäåìàõåðîâñêàÿ ñëîæíîñòü âåëèêà, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â íàøåì êëàññå åñòü ôóíêöèÿ,õîðîøî ïðèáëèæàþùàÿ ñëó÷àéíûé øóì. Ýòî âåðíûé ïðèçíàê ¾ñëèøêîì áîëüøîé ñëîæíîñòè¿ ñå-ìåéñòâà è, êàê ñëåäñòâèå, áîëüøîãî øàíñà ïåðåîáó÷èòüñÿ. Åñëè êëàññ ôóíêöèé ñîñòîèò èç îäíîéêîíñòàíòíîé ôóíêöèè, òî ìû ïîëó÷èì ‖Rn(f)‖F ∼ O(n−1/2). Òàêîé ïîðÿäîê âåëè÷èíû ìû áóäåìñ÷èòàòü ¾ìàëûì¿. Åñëè â êëàññå åñòü âñå ôóíêöèè, òî ïîëó÷èì ‖Rn(f)‖F = 1 è O(1) áóäåì ñ÷èòàòü¾áîëüøèì¿ çíà÷åíèåì.Ðàäåìàõåðîâñêèé ïðîöåññ â íàøåé çàäà÷å èãðàåò âàæíóþ ðîëü ïî ñëåäóþùåé ïðè÷èíå:Ëåììà 2.1 (ñíîâà Ñèììåòðèçàöèÿ)
1

2
EE ε‖Rn‖Fc

6 E‖P − Pn‖F 6 2EE ε‖Rn‖F ,
Fc = {f − Pf : f ∈ F}.Ïðè÷åì íåðàâåíñòâî îñòàíåòñÿ ñïðàâåäëèâûì, åñëè ïðàâóþ ÷àñòü çàìåíèòü íà 2E‖Rn‖Fc
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïðàâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà.
E‖P − Pn‖F = E sup

f∈F
|Pf − Pnf | = (13)

= E sup
f∈F

|Pnf − E
′P ′

nf | = E sup
f∈F

|E′{Pnf − P ′
nf}| 6

6 E E
′ sup
f∈F

|Pnf − P ′
nf | = E E

′ sup
f∈F

∣

∣

∣

1

n

n
∑

i=1

(

f(Zi) − f(Z ′
i)
)

∣

∣

∣
= (14)

= E εE E
′ sup
f∈F

∣

∣

∣

1

n

n
∑

i=1

εi

(

f(Zi) − f(Z ′
i)
)

∣

∣

∣
6

6 E εE E
′ sup
f∈F

∣

∣

∣

1

n

n
∑

i=1

εif(Zi)
∣

∣

∣
+ E εE E

′ sup
f∈F

∣

∣

∣

1

n

n
∑

i=1

εif(Z ′
i)
∣

∣

∣
= 2EE ε‖Rn‖F

�Ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Èòàê, ðàçìåðû ðàäåìàõåðîâñêîãî è ýì-ïèðè÷åñêîãî ïðîöåññîâ ñîâïàäàþò ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû. Áîëåå òîãî, âìåñòî ðàäåìàõåðîâñêîéñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëþáóþ âåëè÷èíó ñ ñèììåòðè÷íûì ðàñïðåäåëåíèåì� íà-ïðèìåð, íîðìàëüíóþ.Çà÷åì íàì ñâîäèòü çàäà÷ó ê ðàññìîòðåíèþ ðàäåìàõåðîâñêîãî ïðîöåññà? Conditioning! Åñëèôèêñèðîâàòü îáó÷àþùóþ âûáîðêó, òî ó íàñ îñòàåòñÿ íàáîð î÷åíü ïðîñòûõ è õîðîøî èçó÷åííûõñëó÷àéíûé âåëè÷èí. Îñòàåòñÿ îòêðûòü êëàññè÷åñêèé ó÷åáíèê è âîñïîëüçîâàòüñÿ íåîáõîäèìûìèîöåíêàìè îòòóäà. Â îñîáåííîñòè, åñëè âìåñòî ðàäåìàõåðîâñêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ìû èñïîëü-çóåì íîðìàëüíûå. Ïîñëå ýòîãî îñòàåòñÿ âñïîìíèòü, ÷òî íàì åùå íàäî âçÿòü ìàòîæèäàíèåïî îáó÷àþùåé âûáîðêå � ýòî îáû÷íî íå ïðåäñòàâëÿåò îñîáîãî òðóäà.Âàæíî îáñóäèòü àíàëîãèþ ñ ïðîøëîé ñèììåòðèçàöèåé: çà ñ÷åò ââåäåíèÿ íîâîé ðàíäîìèçàöèèìû èçáàâèëèñü îò Pf .Äàëåå ïåðå÷èñëèì ðÿä ïîëåçíûõ ñâîéñòâ ðàäåìàõåðîâñêîé ñëîæíîñòè.Ëåììà 2.1 (Íåðàâåíñòâî ñæàòèÿ, contraction inequality (Talagrand)) Ïóñòü ôóíêöèè èç Fïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ â [−1, 1]. Ïóñòü çàäàíî ëèïøèöåâî îòîáðàæåíèå ϕ : [−1, 1] → R ñ êîíñòàí-òîé 1, òàêîå ÷òî ϕ(0) = 0. Òîãäà äëÿ ϕ ◦ F = {ϕ ◦ f : f ∈ F} âûïîëíåíî:
E‖Rn‖ϕ◦F 6 2E‖Rn‖F .Âî-ïåðâûõ, î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ϕ ëèïøèöåâà ñ êîíñòàíòîé L 6= 1, òî â ïðàâîé ÷àñòè ïðîñòîïîÿâèòñÿ ìíîæèòåëü L. Âî-âòîðûõ, çà÷åì ýòî ìîæåò ïîíàäîáèòüñÿ? Çäåñü íàäî âñïîìíèòü, ÷òîíàø êëàññ ïîòåðü� ýòî ñóïåðïîçèöèÿ ìíîæåñòâà êëàññèôèêàòîðîâ è ôóíêöèè ïîòåðü. Íàïðèìåð,äëÿ ñëó÷àÿ ðåãðåññèè ñ êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèåé ïîòåðü, åñëè ìíîæåñòâî îòâåòîâ êëàññèôèêàòîðîâè Y ⊂ R îãðàíè÷åíû, òî `(·, ·)�ëèïøèöåâà. Íåðàâåíñòâî ñæàòèÿ ïîçâîëÿåò èçáàâèòüñÿ îò ôóíêöèèïîòåðü è ïåðåéòè ê ñóïðåìóìó ïðîñòî ïî ìíîæåñòâó êëàññèôèêàòîðîâ.Ëåììà 2.2 Ïóñòü ìíîæåñòâî ôóíêöèé F = {f1, . . . , fN}� êîíå÷íî. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå:

ac(F) =
{

∑N
i=1 cjfj(Z) :

∑N
j=1 |cj | 6 1, fj ∈ F

}

.Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:
‖Rn‖ac(F) = ‖Rn‖F .Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì C∗ = {c ∈ R

N :
∑N

i=1 |ci| 6 1}. Òîãäà:
‖Rn‖ac(F) = sup

f∈ac(F)

∣

∣

∣

∣

∣

1

n

n
∑

i=1

εif(Zi)

∣

∣

∣

∣

∣

= sup
c∈C∗

∣

∣

∣

∣

∣

1

n

n
∑

i=1

εi

(

∑N
j=1 cjfj(Zi)

)

∣

∣

∣

∣

∣

= sup
c∈C∗

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1

n

n
∑

i=1

N
∑

j=1

εicjfj(Zi)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

= sup
c∈C∗

∣

∣

∣

∣

∣

∣

N
∑

j=1

cj

(

1

n

n
∑

i=1

εifj(Zi)

)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= sup
c∈C∗

∣

∣

∣

∣

∣

∣

N
∑

j=1

cj αj

∣

∣

∣

∣

∣

∣
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Ñóïðåìóì â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè äîñòèãàåòñÿ íà âåêòîðå c ñ åäèíèöåé â ïîçèöèè k, ãäå
k = argmaxj |αj | (è íóëÿìè â îñòàëüíûõ ïîçèöèÿõ). Òàêèì îáðàçîì

‖Rn‖ac(F) = sup
j∈{1,...,N}

|αj | = sup
j∈{1,...,N}

∣

∣

∣

∣

∣

1

n

n
∑

i=1

εifj(Zi)

∣

∣

∣

∣

∣

= sup
f∈F

∣

∣

∣

∣

∣

1

n

n
∑

i=1

εif(Zi)

∣

∣

∣

∣

∣

= ‖Rn‖F

�Ìû òîëüêî ÷òî óñòàíîâèëè, ÷òî âûïóêëîå çàìûêàíèå êîíå÷íîãî êëàññà ôóíêöèé íå óâåëè÷è-âàåò ðàäåìàõåðîâñêóþ ñëîæíîñòü! Ýòîò ôóíäàìåíòàëüíûé ðåçóëüòàò âìåñòå ñ íåðàâåíñòâîì ñæàòèÿóæå ïîçâîëÿåò íàì â ðÿäå ñëó÷àåâ ïðè èñïîëüçîâàíèè âûïóêëûõ êîìïîçèöèé àëãîðèòìîâ ñ ëèïøè-öåâîé ôóíêöèåé ïîòåðü îöåíèâàòü ðàäåìàõåðîâñêóþ ñëîæíîñòü: à) ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà ñæàòèÿìû ïåðåõîäèì îò ðàäåìàõåðîâñêîé ñëîæíîñòè êëàññà ïîòåðü ‖Rn‖F ê ñëîæíîñòè ñàìîé âûïóêëîéîáîëî÷êè êëàññèôèêàòîðîâ ‖Rn‖G ; á) ñ ïîìîùüþ ïîñëåäíåãî ðåçóëüòàòà ïåðåõîäèì ê ñëîæíîñòèêîíå÷íîãî êëàññà ôóíêöèé ‖Rn‖{g1,...,gN}.Äëÿ êîíå÷íûõ êëàññîâ ôóíêöèé ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà:Ëåììà 2.3 (êîíå÷íûé êëàññ F) Ïóñòü F = {f1, . . . , fN}� êîíå÷íûé êëàññ ôóíêöèé, ðàâíîìåð-íî îãðàíè÷åííûõ êîíñòàíòîé U > 0. Îáîçíà÷èì σ2 = supf∈F Pf
2. Òîãäà ñóùåñòâóåò êîíñòàí-òà K > 0, òàêàÿ ÷òî

E‖Rn‖F 6 K max

[

σ

√

logN

n
,U

logN

n

]

.Êðàéíå ïîëåçíî ïðèâåñòè çäåñü äîêàçàòåëüñòâî. Îíî ïðîäåìîíñòðèðóåò ðÿä òèïè÷íûõ òåõíèê ðàáî-òû ñ ðàäåìàõåðîâñêèì ïðîöåññîì, êîòîðûå ÷àñòî ïðèìåíÿþòñÿ â âûâîäå ïîäîáíûõ ðåõóëüòàòîâ.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òîñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X � ñóáãàóññîâñêàÿ ñ ïàðàìåòðîì σ2, èëè Y ∈ SG(σ2), åñëè äëÿ ëþáîé λ ∈ Rñïðàâåäëèâî:
EeλX 6 eλ2σ2/2. (15)Â ÷àñòíîñòè, íîðìàëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ñ íóëåâûì ìàòîæèäàíèåì è äèñïåðñèåé σ2 ïðè-íàäëåæèò êëàññó SG(σ2). Áîëåå òîãî, äëÿ íîðìàëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íåðàâåíñòâî (15) ïðå-âðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî.Îêàçûâàåòñÿ, äëÿ ñóáãàóññîâñêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå âàæíîå ñâîé-ñòâî:Óòâåðæäåíèå 2.1 Äëÿ ëþáûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X1, . . . , XN , òàêèõ ÷òî Xi ∈ SG(σ2

i ), j =
1, . . . , N , ñïðàâåäëèâî:

E max
i=1,...,N

|Xi| 6 C max
i=1,...,N

σi

√

logN,ãäå C �ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ëåììó äëÿ ñëó÷àÿ EXi = 0, i = 1, . . . , n è ñèììåòðè÷íõ ïëîòíîñòåéðàñïðåäåëåíèé. Ïóñòü X ∈ SG(σ2). Òîãäà äëÿ ëþáîãî t ∈ R

EetX =

∫ 0

−∞
etxpX(x) dx +

1

2
E e

t|X| 6 et2σ2/2. ñèììåòðè÷ÿÑëåäîâàòåëüíî
E et|X| 6 2et2σ2/2 − 2

∫ 0

−∞
etxpX(x) dx 6 2et2σ2/2.Òåïåðü

exp
{

tE max
i=1,...,n

|Xi|
}

6 E exp
{

t max
i=1,...,n

|Xi|
}

= E max
i=1,...,n

exp
{

t|Xi|
}

6

N
∑

i=1

E exp
{

t|Xi|
}

6

6 2N max
i=1,...,N

exp
{

t2σ2
i /2
}

= 2N exp
{

t2 max
i=1,...,N

σ2
i /2
}

.9



Ëîãàðèôìèðóÿ îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà, äëÿ t > 0 ïîëó÷èì:
E max

i=1,...,n
|Xi| 6

log 2N

t
+
t

2
max

i=1,...,N
σ2

i .Âîçüìåì t =
√

log 2N
maxi=1,...,N σ , ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ. �Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàäåìàõåðîâñêèé ïðîöåññ ïðè ôèêñèðîâàííîé âû-áîðêå X1, . . . , Xn � ñóáãàóññîâñêàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà:Óòâåðæäåíèå 2.2 Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

√
nRn(f) =

1√
n

n
∑

i=1

εif(Xi), f ∈ Fïðèíàäëåæèò êëàññó SG(σ2
f ) ñ ïàðàìåòðîì σ2

f = ‖f‖2
L2(Pn) = 1

n

∑n
i=1 f

2(Xi).Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ξ =
√
nRn(f). Òîãäà äëÿ ëþáîé t ∈ R:

Eetξ = E exp
{ t√

n

n
∑

i=1

εif(Xi)
}

=

n
∏

i=1

E exp
{ t√

n
εif(Xi)

}

6

n
∏

i=1

exp
{ t2f2(Xi)

2n

}

= exp
{ t2

2n

n
∑

i=1

f2(Xi)
}

.Îòñþäà âûòåêàåò óòâåðæäåíèå. Â öåïî÷êå íåðàâåíñòâ ìû âîñïîëüçîâàëèñü ëåãêî ïðîâåðÿåìûì ôàê-òîì εi ∈ SG(1). �Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 2.3.Äîêàçàòåëüñòâî. [Ëåììà 2.3 ] Èç óòâåðæäåíèå 2.1 è 2.2 ñëåäóåò, ÷òî
Eε‖Rn‖F 6 Kmax

f∈F
‖f‖L2(Pn)

√

logN

n
. (16)Îáîçíà÷èì F2 = {f2 : f ∈ F}. Çàìåòèì, ÷òî

sup
f∈F

‖f‖L2(Pn) = sup
f∈F

√

√

√

√

1

n

n
∑

i=1

f2(Xi) 6 sup
f∈F

√

√

√

√

∣

∣

∣

∣

∣

1

n

n
∑

i=1

f2(Xi) − Ef2

∣

∣

∣

∣

∣

+ Ef2 6

6 sup
f∈F

√

Ef2 + sup
f∈F

√

|(Pn − P )f2| = sup
f∈F

‖f‖L2(P ) +
√

‖P − Pn‖F2.Âçÿâ ìàòîæèäàíèÿ îáåèõ ÷àñòåé íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì:
E max

f∈F
‖f‖L2(Pn) 6 σ + E

√

‖P − Pn‖F2 6 σ +
√

E‖P − Pn‖F2 .Íåðàâåíñòâà ñèììåòðèçàöèè è ñæàòèÿ äàþò íàì:
E‖P − Pn‖F2 6 2E‖Rn‖F 6 8UE‖Rn‖F .Ñ ó÷åòîì (16), ìû ïîëó÷àåì:

E‖Rn‖F 6 KE max
f∈F

‖f‖L2(Pn)

√

logN

n
6 K

(

σ +
√

8UE‖Rn‖F
)

√

logN

n
.Ðåøàÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî îòíîñèòåëüíî E‖Rn‖F , ïîëó÷èì:

E‖Rn‖F 6 K1σ

√

logN

n
+K2U

logN

näëÿ ïîëîæèòåëüíûõ êîíñòàíò K1 è K2. �Ðàññìîòðèì çàäà÷ó êëàññèôèêàöèè ñ áèíàðíîé ôóíêöèåé ïîòåðü. Ïðèâåäåì â ýòîì ñëó÷àåáåç äîêàçàòåëüñòâà åùå îäíó îöåíêó âåëè÷èíû E‖Rn‖F äëÿ áåñêîíå÷íîãî êëàññà ôóíêöèé F â òåð-ìèíàõ çíàêîìîãî íàì êîýôôèöèåíòà ðàçíîîáðàçèÿ (shattering number):
∆F (Zn, . . . , Zn) =

∣

∣

{(

f(Z1), . . . , f(Zn)
)

: f ∈ F
}∣

∣ .10



Ëåììà 2.4 Ïóñòü F � áåñêîíå÷íûé êëàññ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé, ñîîòâåòñòâóþùèéáèíàðíîé ôóíêöèè ïîòåðü. Îáîçíà÷èì σ2 = supf∈F Pf
2. Òîãäà ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà K > 0,òàêàÿ ÷òî

E‖Rn‖F 6 Kmax

[

σE

√

log ∆F (Z1, . . . , Zn)

n
,E

log ∆F (Z1, . . . , Zn)

n

]

.2.2 Íåðàâåíñòâà êîíöåíòðàöèè ìåðûÏðåäïîëîæèì, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ðàäåìàõåðîâñêîé ñëîæíîñòè ‖Rn‖F , à çíà÷èò è ñóïíîðìûýìïèðè÷åñêîãî ïðîöåññà ìû íàó÷èëèñü îöåíèâàòü. Êàê ïîëüçóÿñü ýòèìè îöåíêàìè êîíòðîëèðîâàòüñàìó íîðìó ýìïèðè÷åñêîãî ïðîöåññà ‖P −Pn‖F? Îêàçûâàåòñÿ, ñâÿçü çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíûñ åå ìàòîæèäàíèåì ìîæåò áûòü îïèñàíà äîñòàòî÷íî óíèâåðñàëüíûì ñïîñîáîì, íå èñïîëüçóþùèì¾ñòðóêòóðíûå¿ õàðàêòåðèñòèêè êëàññà ôóíêöèé F . Ñëîæíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè êëàññà ïîòåðü �áóäü òî ðàçìåðíîñòü Âàïíèêà�×åðâîíåíêèñà èëè ÷òî-òî åùå � ñîäåðæàòñÿ â îöåíêàõ E‖Rn‖F . Â òåî-ðèè âåðîÿòíîñòåé ñóùåñòâóþò èíñòðóìåíòû, ïîçâîëÿþùèå äîñòàòî÷íî òî÷íî è ñ âûñîêîé âåðîÿò-íîñòüþ îöåíèâàòü îòêëîíåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îò åå ìàòîæèäàíèÿ. Ýòî äåëàåòñÿ ñ ïîìîùüþíåðàâåíñòâ, íàçûâàåìûõ íåðàâåíñòâàìè êîíöåíòðàöèè ìåðû (concentration inequalities). Ïðî-ñòåéøèì ïðèìåðîì òàêèõ íåðàâåíñòâ ÿâëÿþòñÿ íåðàâåíñòâà Õåâäèíãà è Áåðíøòåéíà, îöåíèâàþùèåñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíåå 1 − δ ñâåðõó EZ − 1
n

∑n
i=1 Zi âåëè÷èíàìè:

√

2 log 1
δ

n
(í-âî Õåâäèíãà);

√

2VarZ log 1
δ

n
+

2 log 1
δ

3n
(í-âî Áåðíøòåéíà).Ýòè îöåíêè ñïðàâåäëèâû äëÿ ñóììû íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿèç îãðàíè÷åííûõ èíòåðâàëîâ.Îêàçûâàåòñÿ, ïîõîæèå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû è äëÿ áîëåå îáùèõ ôóíêöèé ñëó÷àé-íûõ âûáîðîê. Îäíî èç íèõ� íåðàâåíñòâî ÌàêÄèàðìèäà èëè íåðàâåíñòâî îãðàíè÷åííûõ ðàç-íîñòåé. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f : Zn → R èìååò îãðàíè÷åííûå ðàçíîñòè ñ ïàðàìåòðà-ìè c1, . . . , cn, åñëè

sup
Z1,...,Zn,

Z′

i∈Z

|f(Z1, . . . , Zn) − f(Z1, . . . , Zi−1, Z
′
i, Zi+1, . . . , Zn)| 6 ci, i = 1, . . . , n.Îêàçûâàåòñÿ, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, îáîáùàþùåå íåðàâåíñòâî Õåâäèíãà íà êëàññôóíêöèé ñ îãðàíè÷åííûìè ðàçíîñòÿìè:Òåîðåìà 2.1 (íåðàâåíñòâî îãðàíè÷åííûõ ðàçíîñòåé, McDiarmid) Ïóñòü ôóíêöèÿ f èìååòîãðàíè÷åííûå ðàçíîñòè ñ ïàðàìåòðàìè c1, . . . , cn, à {Z1, . . . , Zn}�íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷è-íû. Òîãäà äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Z = f(Z1, . . . , Zn) âûïîëíåíî:

P{|Z − EZ| > t} 6 2e−t2/C ,ãäå C =
∑n

i=1 c
2
i .Ñóììà î÷åâèäíî îáëàäàåò ñâîéñòâîì îãðàíè÷åííûõ ðàçíîñòåé. Çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííàÿ îöåí-êà èìååò â òî÷íîñòè òàêîé æå âèä, êàê äëÿ ñëó÷àÿ îäíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ‖P − Pn‖F â ñëó÷àå ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííîãî êîí-ñòàíòîé U êëàññà ôóíêöèé èìååò îãðàíè÷åííûå ðàçíîñòè ñ ïàðàìåòðàìè ci = 2U

n , i = 1, . . . , n.Òàêèì îáðàçîì ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:
P

{∣

∣

∣
‖P − Pn‖F − E‖P − Pn‖F

∣

∣

∣
> t
}

6 2 exp
(

− t2n

4U2

)

. (17)Ðàäåìàõåðîâñêàÿ ñëîæíîñòü ‖Rn‖F óäîâëåòâîðÿåò òåì æå òðåáîâàíèÿì, ÷òî è ‖P − Pn‖F .Ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà ñèììåòðèçàöèè è îöåíêè (17) ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:11



Ëåììà 2.5 Äëÿ âñåõ t > 0 ñïðàâåäëèâî:
P

{

‖P − Pn‖F > 2‖Rn‖F +
3tU√
n

}

6 e−t2/2. (18)Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïðèìåíåíèåì íåðàâåíñòâà îãðàíè÷åííûõñóìì äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Z = ‖Pn −P‖F − 2‖Rn‖F è íåðàâåíñòâà EZ 6 0, ñëåäóþùåãî èç ñèì-ìåòðèçàöèè.Èòàê, ìû ïîëó÷èëè íàøó ïåðâóþ îöåíêó, âû÷èñëèìóþ ïî äàííûì� äåéñòâèòåëüíî, âåëè÷è-íà ‖Rn‖F çàâèñèò òîëüêî îò îáó÷àþùåé âûáîðêè è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ ðàäåìàõåðîâñêèõâåëè÷èí ε1, . . . , εn � âñå ÷òî íàì íóæíî ñäåëàòü, ýòî n ðàç ïîäêèíóòü ìîíåòó, òåì ñàìûì ïîëó÷èâ εi,è âû÷èñëèòü ìàêñèìàëüíóþ êîððåëÿöèþ ôóíêöèé èç êëàññà F ñ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ. Èñ-ïîëüçóÿ ýòó îöåíêó, íàïðèìåð, â (7), ìû óæå ìîæåì ïîëó÷èòü âû÷èñëèìóþ ïî äàííûì îöåíêóîáîáùàþùåé ñïîñîáíîñòè (ïðàâäà, âñå åùå ãðóáóþ èç-çà ñóïðåìóìà ïî âñåìó êëàññó ôóíêöèé).Â ñåðåäèíå 90õ ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê Ìèøåëü Òàëàãðàí (Talagrand) äîêàçàë ñëåäóþùååîáîáùåíèå íåðàâåíñòâà Áåðíøòåéíà íà ýìïèðè÷åñêèå ïðîöåññû:Òåîðåìà 2.2 (íåðàâåíñòâî Òàëàãðàíà) Ïóñòü Z1, . . . , Zn �íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.Äëÿ ëþáîãî ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííîãî êîíñòàíòîé U êëàññà ôóíêöèé F è äëÿ âñåõ t > 0 ñïðàâåä-ëèâî:
P

{

n
∣

∣

∣
‖Pn − P‖F − E‖P − Pn‖F

∣

∣

∣
> t
}

6 K exp
{

− 1

K

t

U
log
(

1 +
tU

V

)}ãäå V = E supf∈F
∑n

i=1 f
2(Zi).Äëÿ ñðàâíåíèÿ� íåðàâåíñòâî Áåðíøòåéíà:

P{Pf − Pnf > t} 6 exp
(

− nt2

2Varf − 2t/3

)

.Èòàê, ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ t � Var
U ìû èìååì ñóáãàóññîâñêîå ïîâåäåíèå, â òî âðåìÿ êàêäëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé� ñóáýêñïîíåíöèàëüíîå. Òàêèì îáðàçîì ìû êîíòðîëèðóåì îòêëîíåíèÿ â òåð-ìèíàõ ñìåñè ãàóññîâñêèõ è ýêñïîíåíöèàëüíûõ õâîñòîâ. Íåðàâåíñòâà Õåâäèíãà è ÌàêÄèàðìèäà îöå-íèâàþò ýòè õâîñòû îäíèì ãàóññîâñêèì.Ýòîò ðåçóëüòàò ïðèâåë ê àêòèâíîìó ðàçâèòèþ íîâûõ ïîäõîäîâ â òåîðèè ñòàòèñòè÷åñêîãî îáó÷å-íèÿ, ïîçâîëèâøèõ èçÿùíî èçáàâëÿòüñÿ îò íåîáõîäèìîñòè áðàòü ñóïðåìóì ïî âñåìó êëàññó ôóíêöèéïðè îöåíêå èçáûòî÷íîãî ðèñêà è ïîëó÷àòü áîëåå òî÷íûå îöåíêè.Çàìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò íåðàâåíñòâà ÌàêÄèàðìèäà, íåðàâåíñòâî Òàëàãðàíà ïîçâîëÿåò íàìó÷èòûâàòü äèñïåðñèè ôóíêöèé â êëàññå F . ×òîáû ñäåëàòü ýòó çàâèñèìîñòü ÿâíîé, âîñïîëüçóåìñÿñëåäóþùèì íåðàâåíñòâîì, ïîëó÷åííûì íàìè â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 2.3:

E sup
f∈F

n
∑

i=1

f2(Xi) 6 σ2(F) + 8U‖Rn‖F ,ãäå ìû ïîëîæèëè σ2(F) = supf∈F Pf
2. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíüøå 1 − e−tñïðàâåäëèâî:

∣

∣

∣
‖P − Pn‖F − E‖P − Pn‖F

∣

∣

∣
6 K

(

√

t

n

(

σ2(F) + UE‖Rn‖F
)

+
tU

n

)

.Â îáùåì ñëó÷àå ñ ïðîèçâîëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì P è ôóíêöèåé ïîòåðü `(·, ·), ó÷åò äèñïåðñèèìîæåò íå ïðèâåñòè ê óëó÷øåíèþ ïîëó÷àåìûõ îöåíîê. Îäíàêî, ïðåäñòàâèì, ÷òî íàì óäàëîñü íåêî-òîðûì îáðàçîì îãðàíè÷èòü äèñïåðñèè (íåöåíòðèðîâàííóþ) Pf2 ôóíêöèé êëàññà F ñâåðõó èõ èç-áûòî÷íûìè ðèñêàìè Ef . Òîãäà ïðè èñïîëüçîâàíèè ëîêàëèçàöèè supf∈F(δ) |(P − Pn)f |, î êîòîðîéìû ñêàçàëè â êîíöå ïðîøëîé ëåêöèè, ìû îãðàíè÷èâàåì ìíîæåñòâî, ïî êîòîðîìó áåðåòñÿ ñóïðåìóì,ôóíêöèÿìè ñ ìàëûìè çíà÷åíèÿìè èçáûòî÷íîãî ðèñêà E(f). À çíà÷èò, äèñïåðñèè ôóíêöèé èç ìíî-æåñòâà ïîèñêà òîæå ìàëûå! Ýòî ïðèâåäåò ê óëó÷øåíèþ îöåíêè èìåííî çà ñ÷åò ó÷åòà äèñïåðñèéêëàññà ôóíêöèé â íåðàâåíñòâå Òàëàãðàíà. Çàìåòèì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå íåðàâåíñòâ òèïà Õåâäèíãàïðèíöèïèàëüíî íå ïîçâîëèëî áû ïîëó÷èòü ïîäîáíûå ðåçóëüòàòû.12



3 Ëåêöèÿ 3: ëîêàëèçàöèÿ è îöåíêè èçáûòî÷íîãî ðèñêàÈòàê, â êîíöå ïåðâîé ëåêöèè ìû êîðîòêî îïèñàëè îäèí èç ñïîñîáîâ óëó÷øåíèÿ òî÷íîñòè îöåíîê�ïåðåõîä îò ñóïðåìóìà ýìïèðè÷åñêîãî ïðîöåññà ïî âñåìó ñåìåéñòâó supf,g∈F |(P − Pn)(f − g)| ê åãîëîêàëüíîé âåðñèè supf,g∈F(δ) |(P − Pn)(f − g)| ïî ïîäìíîæåñòâó ôóíêöèé ñ ìàëûìè èçáûòî÷íûìèðèñêàìè. Ëîêàëüíàÿ ñóïíîðìà â ñâîþ î÷åðåäü ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû ñîâïàäàåò ñ ëîêàëüíîé ðà-äåìàõåðîâñêîé ñëîæíîñòüþ ‖Rn‖F(δ), î ÷åì ñâèäåòåëüñòâóåò íåðàâåíñòâî ñèììåòðèçàöèè. Ñïîñîáûîöåíêè ðàäåìàõåðîâñêèõ ñëîæíîñòåé è èõ ìàòîæèäàíèé ìû ðàññìîòðåëè íà ïðîøëîé ëåêöèè, çàêîí-÷èâ ôîðìóëèðîâêîé íåðàâåíñòâà Òàëàãðàíà è êðàòêî îòìåòèâ ïîëüçó ó÷åòà ðàâíîìåðíîãî àíàëîãàäèñïåðñèè supf∈F Pf
2.3.1 Íåôîðìàëüíîå îïèñàíèå òåõíèêèÌû íàêîíåö ìîæåì ïîäðîáíî èçëîæèòü ìåòîäèêó ïîñòðîåíèÿ îöåíîê äëÿ èçáûòî÷íîãî ðèñêà ìèíè-ìèçàòîðà ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà E(f̂n), â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ îêàçûâàþùèõñÿ ïðàâèëüíîãî ïîðÿäêàìàëîñòè. Ìû ïðèâåäåì íåñêîëüêî ýâðèñòè÷åñêîå îïèñàíèå òåõíèêè, îñòàâèâ ôîðìàëüíûå äîêàçà-òåëüñòâà âñåõ øàãîâ â ñòîðîíå.Âñþäó äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèè èç êëàññà F ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ â [0, 1].Íà÷íåì ñ ââåäåíèÿ îïðåäåëåíèé. Êàê ìû óæå ãîâîðèëè, ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü δ-ìèíè-ìàëüíîå ïîäìíîæåñòâî êëàññà F , îïðåäåëÿåìîå

F(δ) = {f ∈ F : E(f) 6 δ}.Äëÿ íàñ áóäåò âàæåí L2(P )-äèàìåòð δ-ìèíèìàëíîãî ìíîæåñòâà
D(δ) ≡ DP (F , δ) = sup

f,g∈F(δ)

√

P (f − g)2,à òàêæå ìàòîæèäàíèå ñóïíîðìû ñëåäóþùåãî ýìïèðè÷åñêîãî ïðîöåññà:
ϕn(δ) = E sup

f,g∈F(δ)

|(P − Pn)(f − g)|,êîòîðîå îòðàæàåò òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè ðàñïðåäåëåíèÿ P ýìïèðè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì Pn.Íàêîíåö, îïðåäåëèì ñ ïîìîùüþ ýòèõ âåëè÷èí ñ ïåðâîãî âçãëÿäà ñëîæíóþ ôóíêöèþ
Un(δ, t) = 2

(

ϕn(δ) +D(δ)

√

t

n
+
t

n

)

. (19)Íàïîìíèì, ÷òî ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùåé ôîðìîé íåðàâåíñòâîì Òàëàãðàíà (ôîðìàBousquet)
P

{

‖P − Pn‖F > E‖P − Pn‖F +

√

√

√

√2
t

n

(

sup
f∈F

(

Pf2 − (Pf)2
)

+ 2E‖P − Pn‖F
)

+
t

3n

}

6 e−t.Ñ ó÷åòîì ýëåìåíòàðíûõ íåðàâåíñòâ √
a+ b 6

√
a+

√
b è 2

√
ab 6 a+ b íåðàâåíñòâî Òàëàãðàíà äàåòíàì ñëåäóþùóþ îöåíêó:

P

{

sup
f,g∈F(δ)

|(P − Pn)(f − g)| > Un(δ, t)
}

6 e−t. (20)Èòàê, âèä ôóíêöèè (19) áûë âûáðàí íåñëó÷àéíî� îí ïðîäèêòîâàí íåðàâåíñòâîì Òàëàãðàíà.Êîðîòêî îáñóäèì íà íåôîðìàëüíîì óðîâíå âàæíîñòü âñåõ ïîíÿòèé. Ìû çàíèìàåìñÿ îöåíêîéñëó÷àéíîé âåëè÷èíû supf,g∈F(δ) |(P −Pn)(f − g)|. Ñëåäóÿ âòîðîé ëåêöèè ìû îáðàùàåìñÿ ê åå ìàòî-æèäàíèþ E supf,g∈F(δ) |(P −Pn)(f −g)|. Âåëè÷èíà, ñòîÿùàÿ ïîä ñóïðåìóìîì, â òèïè÷íûõ ñèòóàöèÿõèìååò ïîðÿäîê ìàëîñòè 1√
n
. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ñ óìåíüøåíèåì δ L2(P )-äèàìåòð D(δ) δ-ìè-íèìàëüíîãî ìíîæåñòâà óáûâàåò ê íóëþ (ýòî ìîæåò ïðîèñõîäèòü, íàïðèìåð, êîãäà Pf , f ∈ F , èìååòóíèêàëüíûé ãëîáàëüíûé ìèíèìóì� â ýòîì ñëó÷àå äèàìåòð δ-ìèíèìàëüíîãî ìíîæåñòâà ñòðåìèòñÿê íóëþ ñ óìåíüøåíèåì δ). Ïîñêîëüêó ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äèñïåðñèÿ ôóíêöèè f − g óáûâàåò ê íóëþ,13



âåëè÷èíà ïîä ìàòîæèäàíèåì ñòàíîâèòñÿ åùå ìåíüøåãî ïîðÿäêà ïðè îäíîâðåìåííîì ñòðåìëåíèè
n→ ∞ è δ → 0, ÷åì 1√

n
.Òàêèì îáðàçîì îöåíêà (19) âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ èìååò ïîðÿäîê ìåíüøèé, ÷åì 1√

n
. Â ñëó÷àå,êîãäà ìèíèìóìîâ ðèñêà íåñêîëüêî, èëè äèàìåòð δ-ìèíèìàëüíîãî ìíîæåñòâà íå óáûâàåò ê íóëþïî äðóãèì ïðè÷èíàì, îöåíêà îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé� îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå îíà äàåò ïîðÿäîê 1√

n
.Òåïåðü âîçíèêàåò âîïðîñ� êàêîå δ âûáèðàòü äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê èçáûòî÷íîãî ðèñêà E(f̂n)?Ñëåäóþùèå ðàññóæäåíèÿ îòâå÷àþò íà ýòîò âîïðîñ. Âñïîìíèì íàøó ïðîñòóþ öåïî÷êó íåðàâåíñòâ

E(f̂n) 6 sup
f,g∈F

|(P − Pn)(f − g)|.Ïîëîæèì δ(0)n = 1. Ó÷èòûâàÿ òîæäåñòâî F(δ(0)n

)

= F(1) = F è îöåíêó (20), ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ,îïèñûâàåìîé íåðàâåíñòâîì Òàëàãðàíà, ìû ïîëó÷àåì
E(f̂n) 6 sup

f,g∈F
|(P − Pn)(f − g)| 6 Un(δ(0)n , t),ãäå íåðàâåíñòâî Òàëàãðàíà ìû èñïîëüçóåì âî âòîðîì çíàêå íåðàâåíñòâà. Ïîëîæèì δ(1)n = Un(δ

(0)
n , t).Â òèïè÷íûõ ñëó÷àÿõ âåëè÷èíà δ(1)n èìååò ïîðÿäîê O( 1√

n
). Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî äàåò íàì âîçìîæ-íîñòü óòî÷íèòü îöåíêó è çàïèñàòü

E(f̂n) 6 sup
f,g∈F(δ

(1)
n )

|(P − Pn)(f − g)| 6 Un(δ(1)n , t).Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ïðè ñîâåðøåíèè êàæäîé òàêîé èòåðàöèè ìû ïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì Òà-ëàãðàíà, à çíà÷èò êàæäûé ðàç íåìíîãî âîçðàñòàåò âåðîÿòíîñòü, ÷òî îöåíêà íå áóäåò ñïðàâåäëèâà.Ìû ñíîâà îáîçíà÷àåì δ
(2)
n = Un(δ

(1)
n , t). Ýòà âåëè÷èíà óæå áóäåò èìåòü ïîðÿäîê ìåíüøèé, ÷åì 1√

n
,åñëè D(δ) → 0 ïðè δ → 0. Çàòåì ìû ñíîâà ïîâòîðÿåì èòåðàöèè

E(f̂n) 6 sup
f,g∈F(δ

(2)
n )

|(P − Pn)(f − g)| 6 Un(δ(1)n , t) ≡ δ(3)nè òàê äàëåå, ïîëó÷àÿ óáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îöåíîê {δ(i)n }i, êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ïðè i → ∞ê íåïîäâèæíîé òî÷êå ôóíêöèè Un(δ, t):
δ∗n(t) = Un(δ∗n(t), t).Âåëè÷èíà δ∗n(t) òàêæå ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé èçáûòî÷íîãî ðèñêà E(f̂n), è, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â áîëüøèíñòâåðàññìàòðèâàåìûõ â òåîðèè ñëó÷àåâ ýòà îöåíêà èìååò îïòèìàëüíûé ïîðÿäîê ìàëîñòè.Âàæíûì âîïðîñîì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé. Íà êàæäîé èòåðàöèè îïèñàííîãî ïðîöåññà ìû òåðÿåìíåáîëüøóþ âåðîÿòíîñòü â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ íåðàâåíñòâà Òàëàãðàíà. Îêàçûâàåòñÿ, ñïðàâåä-ëèâ ðåçóëüòàò, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî èòåðàöèè ñõîäÿòñÿ ê íåïîäâèæíîé òî÷êå íàñòîëüêî áûñòðî, ÷òîíàêîïëåííàÿ âåðîÿòíîñòü îñòàâàåòñÿ äîñòàòî÷íî ìàëîé.Ââåäåì ñëåäóþùèå [ è ]-ïðåîáðàçîâàíèÿ ôóíêöèè ψ : R

+ → R
+:

ψ[(δ) = sup
σ>δ

ψ(σ)

σ
;

ψ](ε) = inf
{

δ : ψ[(δ) 6 ε
}

.Ñìûñë ââåäåííûõ âåëè÷èí ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòåí â ñëó÷àå, êîãäà ψ(δ) âûïóêëà (à èìåííîäëÿ òàêèõ ôóíêöèé â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ïðèìåíÿþòñÿ îïèñûâàåìûå ðåçóëüòàòû). Â ýòîì ñëó÷àå
ψ[(δ) = ψ(δ)/δ, à ψ](1) áóäåò â òî÷íîñòè ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ψ(δ) = δ. Â ðÿäå ñëó÷àåâ âìåñòî ïî-èñêà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Un(δ, t) = δ ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü óðàâíåíèÿ áîëåå îáùåãî âèäà Un(δ, t) = cδ,ãäå c�êîíñòàíòà. Áîëåå òîãî, ðàññìàòðèâàåìûå ôóíêöèè íå âñåãäà îêàçûâàþòñÿ âûïóêëûìè ïî δè ïðèõîäèòñÿ îöåíèâàòü èõ ñâåðõó âûïóêëûìè ìàæîðàíòàìè. Èìåííî äëÿ òàêèõ ñëó÷àåâ ìû ââåëèýòè îáîçíà÷åíèÿ.Îïðåäåëèì δ̄n(t) = U ]

n(2−1, t) ≡ U ]
n,t(2

−1). Ãðóáî ãîâîðÿ, ýòî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Un(δ, t) = 1
2δ.Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà� ðåçóëüòàò, îáîñíîâûâàþùèé ðàññóæäåíèÿ èç ýòîãî ðàçäåëà è ïîêàçûâàþùèé,÷òî âåëè÷èíà δ̄n(t) ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ïîðîãîì â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å:Òåîðåìà 3.1 Äëÿ ëþáûõ δ > δ̄n(t) ñïðàâåäëèâî:

P
{

E(f̂n) > δ
}

6 log2(2/δ) e
−t.14



3.2 Äîêàçàòåëüñòâà è íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñëó÷àèÌû äîêàæåì ðåçóëüòàò, îòëè÷àþùèéñÿ â íåçíà÷èòåëüíûõ äåòàëÿõ îò 3.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî {δj}j �óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, δ0 = 1. Ïóñòü {tj}j � ïîñëåäîâàòåëüíîñòüïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë. Äëÿ δ ∈ (δj+1, δj] ïîëîæèì
Un(δ) = ϕn(δj) +

√

2
tj
n

(

D2(δj) + 2ϕn(δj)
)

+
tj
2n
,ãäå ïî-ïðåæíåìó

ϕn(δ) = E sup
g,f∈F(δj)

|(P − Pn)(f − g)|;

D(δ) = E sup
g,f∈F(δj)

P (f − g)2.Îáîçíà÷èì δn(F , P ) = sup{δ ∈ (0, 1] : δ 6 Un(δ)}. Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:Òåîðåìà 3.2 Äëÿ âñåõ δ > δn(F , P ) âûïîëíåíî
P{E(f̂n) > δ} 6

∑

δj>δ

e−tj .Çàìåòèì, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò â òî÷íîñòè ïîâòîðÿåò ðàññóæäåíèå ïðîøëîãî ðàçäåëà. Îí óòâåðæäàåò,÷òî ëþáàÿ âåëè÷èíà δ ïðåâîñõîäÿùàÿ åñòåñòâåííûé ïîðîã δn(F , P ) ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé èçáûòî÷íîãîðèñêà E(f̂n) ñ âåðîÿòíîñòüþ, óìåíüøàþùåéñÿ ñ êàæäûì ïðèìåíåíèåì íåðàâåíñòâà Òàëàãðàíà, ïî-òðåáîâàâøèìèñÿ íàì äëÿ ¾äîñòèæåíèÿ¿ çíà÷åíèÿ δ. Ïîëåçíî íàðèñîâàòü íà äîñêå, ÷òî óòâåðæäàåòñÿâ òåîðåìå: îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (δ) ìàæîðèðóåòñÿ ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèåé îò δ.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî δ > δn(F , P ) (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðåçóëüòàò áóäåò ñïðàâåä-ëèâ âñëåäñòâèå íåïðåðûâíîñòè ñïðàâà ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ. Îáîçíà÷èì δ̂ ≡ E(f̂n). Òîãäà åñëè
δ̂ > δ > ε > 0 äëÿ íåêîòîðîé ε è åñëè g ∈ F(ε), òî

δ̂ = P f̂n − inf
f∈F

6 P (f̂n − g) + ε 6

6 Pn(f̂n − g) + (P − Pn)(f̂n − g) + ε 6 sup
f,g∈F(δ̂)

|(P − Pn)(f − g)| + ε.Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè ‖P − Pn‖F ′(δ) ≡ supf,g∈F(δ) |(P − Pn)(f − g)|, èìåÿ ââèäó, ÷òî
F ′(δ) = {f − g : f, g ∈ F(δ)}. Óñòðåìèâ ε→ 0, ïðèõîäèì ê âûâîäó:

δ̂ 6 ‖P − Pn‖F ′(δ̂). (21)Ââåäåì ñëåäóþùåå ñîáûòèå:
En,j ≡

{

‖P − Pn‖F ′(δj) 6 Un(δj)
}

,äëÿ êîòîðîãî èç íåðàâåíñòâà Òàëàãðàíà ñëåäóåò P{En,j} > 1 − e−tj . Íàñ èíòåðåñóåò ïåðåñå÷åíèåñîáûòèé:
En ≡

⋂

δj>δ

En,j ,äëÿ êîòîðîãî î÷åâèäíî ñïðàâåäëèâî
P{En} > 1 −

∑

δj>δ

e−tj .Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè Un(δ) è ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè δ → ‖P − Pn‖F ′(δ) ñëåäóåò, ÷òî íà ñîáû-òèè En äëÿ âñåõ σ > δ âûïîëíåíî ‖P − Pn‖F ′(σ) 6 Un(σ). Ñëåäîâàòåëüíî, íà ñîáûòèè En ∩ {δ̂ > δ}ñ ó÷åòîì
δ̂ 6 ‖P − Pn‖F ′(δ̂) 6 Un(δ̂)ìû ïîëó÷àåì δ 6 δ̂ 6 δn(F , P ) è ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ. Òàêèì îáðàçîì ñîáûòèå {δ̂ > δ} äîëæíîáûòü âëîæåíî â äîïîëíåíèå ê En, îòêóäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû. �Ïðè èñïîëüçîâàíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {δj}j ñëåäóþùåãî âèäà: δj = 2−j è tj ≡ t, j > 0 ìûïîëó÷èì ðåçóëüòàò, àíàëîãè÷íûé ïðèâåäåííîìó â 3.1.15



Ðåãðåññèÿ ñ êâàäðàòè÷íûìè ïîòåðÿìè. Ïðîäåìîíñòðèðóåì íà ïðèìåðå çàäà÷è âîññòàíîâ-ëåíèÿ ðåãðåññèè ñ êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèåé ïîòåðü, êàê ìîæíî îãðàíè÷èâàòü L2(P )-äèàìåòð
δ-ìèíèìàëüíîãî ìíîæåñòâà. Ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó:Òåîðåìà 3.3 Ïóñòü ìíîæåñòâî îòâåòîâ Y è âûïóêëîå ìíîæåñòâî ôóíêöèé G ïðèíèìàþò çíà-÷åíèÿ â [0, 1]. Òîãäà ñïðàâåäëèâî:

D(δ) ≡ sup
f,g∈F(δ)

√

P (f − g)2 6 4
√

2δ.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî îòâåòîâ Y ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â [0, 1] è `(y, y∗) = (y − y∗)2.Ìèíèìóì ðèñêà
P (` • g) = E

(

Y − g(X)
)2äîñòèãàåòñÿ íà ôóíêöèè ðåãðåññèè

η(x) = E(Y |X = x).Ïóñòü G � êëàññ ôóíêöèé, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ â [0, 1], è η ∈ F . Îáîçíà÷èì ìàðãèíàëüíîå ðàñ-ïðåäåëåíèå íà ïðîñòðàíñòâå îáúåêòîâ X áóêâîé Π. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:Ëåììà 3.1
E(` • g) = ‖g − η‖2

L2(Π) =

∫

X

(

g(X) − η(X)
)2
dΠ ≡ EX

(

g(X) − η(X)
)2
,Äîêàçàòåëüñòâî.

E(` • g) = EX,Y

(

Y − g(X)
)2 − EX,Y

(

Y − E(Y |X)
)2

=

= EX,Y

(

Y − g(X)
)2 − EX,Y

(

Y − E(Y |X)
)2 − EX

(

E(Y |X) − g(X)
)2

+ EX

(

E(Y |X) − g(X)
)2
.Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî

EX,Y

(

Y − g(X)
)2 − EX,Y

(

Y − E(Y |X)
)2 − EX

(

E(Y |X) − g(X)
)2

=

= 2EX,Y

(

E(Y |X)g − Y g
)

+ 2EX,Y

(

E(Y |X)Y − E(Y |X)E(Y |X)
)

=

= 2EXEY |X
(

E(Y |X)g − Y g
)

+ 2EXEY |X
(

E(Y |X)Y − E(Y |X)E(Y |X)
)

= 0.

�Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå η 6∈ G, èçáûòî÷íûé ðèñê ôóíêöèè g çàïèñûâàåòñÿ â ñëå-äóþùåì âèäå:
E(` • g) = ‖g − η‖2

L2(Π) − inf
h∈G

‖h− η‖2
L2(Π).Ðàññìîòðèì ñëó÷àé âûïóêëîãî êëàññà G. Îáîçíà÷èì ḡ = argming∈G ‖g− η‖2

L2(Π). Òîãäà ñïðà-âåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå îá èçáûòî÷íîì ðèñêå ôóíêöèè g:Ëåììà 3.2 Åñëè G � âûïóêëûé, òî
2 E(` • g) > ‖g − ḡ‖2

L2(Π).Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì òîæäåñòâîì:
u2 + v2

2
−
(

u+ v

2

)2

=
(u− v)2

4è ïîëó÷èì
(g − η)2 + (ḡ − η)2

2
=

(

g + ḡ

2
− η

)2

+
(g − ḡ)2

4
.Ïðîèíòåãðèðóåì ïî Pi îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà:

‖g − η‖2
L2(Π) + ‖ḡ − η‖2

L2(Π)

2
=

∥

∥

∥

∥

g + ḡ

2
− η

∥

∥

∥

∥

2

L2(Π)

+
‖g − ḡ‖2

L2(Π)

4
.16



Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå ḡ è âûïóêëîñòü êëàññà G, îòêóäà ñëåäóåò g|ḡ
2 ∈ G, ïîëó÷èì:

∥

∥

∥

∥

g + ḡ

2
− η

∥

∥

∥

∥

2

L2(Π)

> ‖ḡ − η‖2
L2(Π) ,îòêóäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû. �Êàê è ðàíüøå îáîçíà÷èì F = {` • g : g ∈ G}. Òîãäà èç ëåììû ñëåäóåò, ÷òî

F(δ) ⊂ {` • g : ‖g − ḡ‖2
L2(Π) 6 2δ}.Òàêæå äëÿ ëþáûõ g1, g2 ∈ G âûïîëíåíî

|(` • g1)(x, y) − (` • g2)(x, y)| =
∣

∣

(

y − g1(x)
)2 −

(

y − g2(x)
)2∣
∣ =

= |g1(x) − g2(x)||2y − g1(x) − g2(x)| 6 2|g1(x) − g2(x)|.èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷èì
P
(

` • g1 − ` • g2
)2

6 4‖g1 − g2‖2
L2(Π).Îêîí÷àòåëüíî, ìû ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû 3.3:

D(δ) = sup
f,g∈F(δ)

√

P (f − g)2 6

6 2 sup
{

‖g1 − g2‖L2(Π) : ‖g1 − ḡ‖2
L2(Π) 6 2δ, ‖g2 − ḡ‖2

L2(Π) 6 2δ
}

6 4
√

2δ.3.3 Äàëüíåéøèå ðåçóëüòàòû, îòêðûòûå âîïðîñû è îáñóæäåíèå
• Îêàçûâàåòñÿ, âîçìîæíî ïîëó÷åíèå âû÷èñëèìîãî ïî äàííûì (data dependant) àíàëîãà îöåí-êè 3.1. Îí îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè ñèììåòðèçàöèè è ïåðåõîäó ê ðàäåìàõåðîâñêîé ñëîæíî-ñòè, êîòîðàÿ çàâèñèò èñêëþ÷èòåëüíî îò äàííûõ è îöåíêå δ-ìèíèìàëüíûõ ïîäìíîæåñòâ F(δ)èõ ýìïèðè÷åñêèì âàðèàíòîì Fn(δ) = {f ∈ F : Pnf − infg∈F Png 6 δ}.
• Â ñëó÷àå íåñêîëüêèõ ìèíèìóìîâ ðèñêà Pf åñòü ðåçóëüòàòû, ïîçâîëÿþùèå íåñìîòðÿ íà D(δ) 6→

0 ïðè δ → 0 ïîëó÷àòü îöåíêè, çàâèñÿùèå îò ðàñïðåäåëåíèÿ (distribution dependant), àíàëîãè÷-íî 3.1 äàþùèå ïîðÿäîê ìàëîñòè o(1/
√
n). Îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå ïîêà ÷òî íå íàéäåí ñïîñîáïîëó÷àòü âû÷èñëèìûé ïî äàííûì àíàëîã òàêèõ îöåíîê.

• Îòêðûòûì âîïðîñîì ÿâëÿåòñÿ óòî÷íåíèå âñåõ êîíñòàíò, èñïîëüçîâàâøèõñÿ â âû÷èñëåíèÿõ èòåîðåìàõ. Â ðÿäå ñëó÷àåâ óæå ïîëó÷åíû îïòèìàëüíûå êîíñòàíòû.
• Ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ëîêàëèçàöèè, â ðàìêàõ êîìáèíàòîðíîé òåîðèè ïåðåîáó÷åíèÿ.Ìàòåðèàë ïîäãîòîâëåí íà îñíîâå ëåêöèé Â.È.Êîë÷èíñêîãî [4], ëåêöèé è îáçîðîâ S. Boucheron,O.Bousquet è G. Lugosi [1], [3], [2] è êíèãè [5].Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1] Boucheron S., Bousquet O., Lugosi G. Classi�cation: a survey of recent advances // ESAIM:Probability and Statistics, 9. � 2005.� Pp. 323�375.[2] Boucheron S., Lugosi G., Bousquet O. Concentration inequalities // Advanced Lectures in MachineLearning. � Springer, 2004. � Pp. 208�240.[3] Bousquet O., Boucheron S., Lugosi G. Introduction to statistical learning theory // Advanced Lecturesin Machine Learning. � Springer, 2004. � Pp. 169�207.[4] Koltchinskii V. Oracle Inequalities in Empirical Risk Minimization and Sparse Recovery Problems:�Ecole D'�Et�e de Probabilit�es de Saint-Flour XXXVIII-2008. Lecture Notes in Mathematics. � Springer,2011.[5] van der Vaart A., Wellner J. Weak Convergence and Empirical Processes: With Applications toStatistics (Springer Series in Statistics). � Springer, 2000.17


