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Òåìû ñåìèíàðà:

• Ëèíåéíûå ìåòîäû êëàññèôèêàöèè;

• Ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà;

• Îïòèìàëüíàÿ ðàçäåëÿþùàÿ ãèïåðïëîñêîñòü, SVM.

1 Ðàçáîð äîìàøíåãî çàäàíèÿ
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y = 0 y = 1 y = 0

Ðèñ. 1: Îáó÷àþùèå îáúåêòû.

Çàäà÷à. Ðàññìîòðèì ëîãèñòè÷åñêóþ ðåãðåññèþ â îäíîìåðíîé çàäà÷å X = R
ñ äâóìÿ êëàññàìè Y = {0, 1}:

P(y = 1|x, w) = σ(w1x + w0),

ãäå σ(x) = 1
1+e−x �ëîãèñòè÷åñêàÿ ñèãìîèäà.

Íà ðèñóíêå 3 ïðèâåäåíû äâå ðàçíûõ ôóíêöèè àïîñòåðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé
P(y = 1|x, w) ïðèíàäëåæíîñòè ê êëàññó 1, ïîëó÷àþùèõñÿ ïðè ðàçëè÷íûõ ïàðàìåò-
ðàõ w.
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à) Äëÿ êàæäîé èç àïîñòåðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé óêàæèòå ÷èñëî îøèáîê, äîïóñêàåìûõ
íà îáúåêòàõ, ïðèâåäåííûõ íà òîì æå ðèñóíêå.
á) Îäíà èç ïðèâåäåííûõ àïîñòåðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé ñîîòâåòñòâóåò âåêòîðów, ïîëó-
÷åííîìó ìåòîäîì ìàêñèìèçàöèè ïðàâäîïîäîáèÿ íà îáúåêòàõ, óêàçàííûõ íà ðèñóíêå.
Êîòîðàÿ èç íèõ?
â) Ïîâëèÿåò ëè íà ðåøåíèå ïóíêòà á) äîáàâëåíèå ðåãóëÿðèçàòîðà w2

1/2 ê ëîãàðèôìó
ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ?

Ðåøåíèå:

à) Êàê ìû çíàåì, ïîñëå íàñòðîéêè ïàðàìåòðà w ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè, êëàñ-
ñèôèêàöèÿ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

a(X) = arg max
Y

λY p(Y |X, w).

Ìû ðàññìîòðèì íàèáîëåå ÷àñòûé â çàäà÷àõ êëàññèôèêàöèè ñëó÷àé, êîãäà ïîòåðè
λ1 = λ0 ñîâïàäàþò. Êàê óïîìèíàëîñü íà ëåêöèÿõ, ê ýòîìó ñëó÷àþ âåäåò íàèáîëåå
÷àñòî èñïîëüçóåìàÿ â çàäà÷àõ êëàññèôèêàöèè áèíàðíàÿ ôóíêöèÿ ïîòåðü ℓ(y1, y2) =
[y1 ̸= y2]. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ìîäåëü (1) îøèáàåòñÿ íà îäíîé òî÷êå X = 0, à
ìîäåëü (2) � íà òî÷êå X = 1.

á) Íàïîìíèì, êàêàÿ îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè â ëî-
ãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè ìåòîäà ìàêñèìóìà ïðàâäîìîäîáèÿ:

ℓ∏
i=1

p(yi|xi) → max
w

. (1)

Âñå, ÷òî íóæíî ñäåëàòü � ïîñ÷èòàòü îïòèìèçèðóåìîå âûðàæåíèå äëÿ äâóõ ìîäåëåé
(1) è (2). Ìîäåëü (2) äëÿ òî÷êè X = 1, êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò êëàññó Y = 0, ïðèñâà-
èâàåò àïîñòåðèîðíóþ âåðîÿòíîñòü p(Y = 1|X = 1) ≈ 1, òî åñòü p(Y = 0|X = 1) ≈ 0.
Òàêèì îáðàçîì ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîé òî÷êå ìíîæèòåëü â âûðàæåíèè (1) áóäåò ïî÷òè
ðàâåí íóëþ, è âñå ïðàâäîïîäîáèå â ðåçóëüòàòå áóäåò î÷åíü áëèçêî ê íóëþ. Äëÿ ìî-
äåëè (1) ëåâàÿ ÷àñòü âûðàæåíèÿ (1) ðàâíà 2

3
· 1

3
· 2

3
> 0. Çíà÷èò, îòâåò � ìîäåëü (1).

â) Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî àïîñòåðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü ìîäåëè (1) ÿâëÿåòñÿ
êîíñòàíòîé. Âñïîìíèì âèä àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè â ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè:

p(Y = 1|X) = σ(⟨w, X⟩) =
1

1 + exp(−⟨w, X⟩)
.

Ïîñêîëüêó p(Y = 1|X) = const(X), ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî äëÿ ýòîé ìîäåëè
w1 = 0. À çíà÷èò ðåãóëÿðèçàòîð íå ïîâëèÿåò íà ðåøåíèå, ïîñêîëüêó ðåøåíèå çàäà÷è
áåç ðåãóëÿðèçàöèè óæå èìååò ïàðàìåòð, ìèíèìèçèðóþùèé ïðåäëàãàåìûé ðåãóëÿðè-
çàòîð.

Çàìå÷àíèå. Çà÷åì â ëåêöèÿõ ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïîòåðü ââîäèòñÿ ñ ëî-
ãàðèôìîì ïî îñíîâàíèþ 2?

2 Ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà (êðàòêî)

Äëÿ ïîíèìàíèÿ ðàáîòû SVM íàì ïîíàäîáèòñÿ ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà� ïðîöå-
äóðà, èñïîëüçóåìàÿ äëÿ ïîèñêà óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ.
Çäåñü ìû î÷åíü âêðàòöå îïèøåì, â ÷åì ñîñòîèò ýòîò ìåòîä, è ïðèâåäåì ëèøü ðåçóëü-
òàòû, êîòîðûå íàì ïðèãîäÿòñÿ â ðàáîòå ñ ìåòîäîì îïîðíûõ âåêòîðîâ.
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2.1 Óñëîâèå-ðàâåíñòâî.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà óñëîâèÿ ïðèíèìàþò âèä ðàâåíñòâ. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ìû õîòèì ðåøèòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:{

f(x) → maxx;

g(x) = 0;
x ∈ Rn. (1)

Óñëîâèå-óðàâíåíèå g(x) = 0 çàäàåò â Rn (n−1)-ìåðíóþ ïîâåðõíîñòü, íà êîòîðîé
íàì è ïðåäñòîèò ìàêñèìèçèðîâàòü ôóíêöèþ f . Îáîçíà÷èì ýòó ïîâåðõíîñòü Sg.

∇f(x)

∇g(x)

xA

g(x) = 0

Ðèñ. 2: Ïîâåðõíîñòü, çàäàþùàÿ óñëîâèå g(x) = 0.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà ñëåäóþùèé ôàêò. Ðàññìîòðèì òî÷êè x è x + ε èç Sg.
Ðàçëîæèì ôóíêöèþ g â îêðåñòíîñòè òî÷êè x â ðÿä Òåéëîðà:

g(x + ε) = g(x) + ⟨ε,∇g(x)⟩ + o(∥ε∥).

Ïðè ∥ε∥ → 0 ýòî âûðàæåíèå îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî. Ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå âåê-
òîð ε íàïðàâëåí âäîëü êàñàòåëüíîé ê ïîâåðõíîñòè Sg, à òàêæå g(x) = g(x + ε) = 0,
ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ãðàäèåíò ôóíêöèè g â ëþáîé òî÷êå ïîâåðõíîñòè Sg íà-
ïðàâëåí ïåðïåíäèêóëÿðíî ê íåé. Èç ïîõîæèõ ñîîáðàæåíèé íåñëîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî
ãðàäèåíò ôóíêöèè f â òî÷êå x∗ ∈ Sg, â êîòîðîé îíà äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà, òàê-
æå ïåðïåíäèêóëÿðåí ïîâåðõíîñòè Sg. Çàìåòèì, ÷òî ãðàäèåíò ôóíêöèè f â èñêîìîé
òî÷êå ñîâåðøåííî íå îáÿçàí áûòü íóëåâûì: ýòî áûëî áû ñïðàâåäëèâî â ñëó÷àå ïîèñêà
áåçóñëîâíîãî ýêñòðåìóìà. Òàêèì îáðàçîì â èñêîìîé òî÷êå ãðàäèåíòû ôóíêöèé f è g
ïàðàëëåëüíû è óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó

∇f + λ∇g = 0 (2)

äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà λ ̸= 0, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ìíîæèòåëåì Ëàãðàíæà. Âàæíî
çàìåòèòü, ÷òî ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà â äàííîì ñëó÷àå ìîæåò èìåòü ëþáîé çíàê.

Ââåäåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

L(x, λ) = f(x) + λg(x). (3)

Óñëîâèå (2) òåïåðü ìîæíî çàïèñàòü êàê ∇xL = 0, à óñëîâèå g(x) = 0� â âèäå ∂L
∂λ

= 0.
Ìû ïîëó÷èëè íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1):
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Ïóñòü x∗ �ðåøåíèå çàäà÷è (1). Òîãäà íàéäåòñÿ ÷èñëî λ∗ ̸= 0, óäîâëåòâî-
ðÿþùåå ñèñòåìå {

∇xf(x∗) + λ∗∇x g(x∗) = 0;

g(x∗) = 0.

Çàäà÷à. Íàéäèòå ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è:{
1 − x2 − y2 → maxx,y;

x + y = 1.
(Ex.1)

Ðåøåíèå: âûïèøåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

L(x, y, λ) = 1 − x2 − y2 + λ(x + y − 1).

Íàéäåì åå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè: 
−2x + λ = 0;

−2y + λ = 0;

x + y = 1.

Ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû: (x = 1
2
, y = 1

2
, λ = 1). Â äàííîì ñëó÷àå ýòî ðåøåíèå èñõîäíîé

çàäà÷è (Ex.1).

2.2 Óñëîâèå-íåðàâåíñòâî.

×òî äåëàòü, åñëè óñëîâèÿ ïðåäñòàâëåíû â âèäå íåðàâåíñòâà g(x) > 0, à íå ðàâåíñòâà?{
f(x) → maxx;

g(x) > 0;
x ∈ Rn. (4)

Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.

subject to the inequality constraint
∇f(x)

∇g(x)

xA

xB

g(x) = 0
g(x) > 0

Ðèñ. 3: Óñëîâèÿ âèäà g(x) > 0.

Ïåðâûé� êîãäà ìàêñèìóì ôóíêöèè f äîñòèãàåòñÿ â îáëàñòè g(x) > 0. Â ýòîì
ñëó÷àå óñëîâèå g(x) > 0 íå èãðàåò ðîëè è íàçûâàåòñÿ íåàêòèâíûì. Ðåøåíèå çàäà-
÷è (1) ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì çàäà÷è ïîèñêà áåçóñëîâíîãî ýêñòðåìóìà è çàïèñûâàåòñÿ
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â âèäå ∇f(x) = 0. Ýòî ðåøåíèå âûðàæàåòñÿ ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé ôóíêöèè Ëàãðàí-
æà (3) äëÿ λ = 0.

Âî âòîðîì ñëó÷àå óñëîâíûé ýêñòðåìóì ôóíêöèè f ëåæèò íà ïîâåðõíîñòè
g(x) = 0 (êîòîðóþ ìû ñíîâà áóäåì îáîçíà÷àòü Sg). Óñëîâèå g(x) > 0 â ýòîì ñëó÷àå
íàçûâàåòñÿ àêòèâíûì. Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå çàïèñûâàåòñÿ òàê æå, êàê â çàäà÷å
ñ óñëîâèåì-ðàâåíñòâîì� â âèäå ñòàöèîíàðíîé òî÷êè ôóíêöèè Ëàãðàíæà äëÿ λ ̸= 0.
Â îòëè÷èå îò çàäà÷è ñ óñëîâèåì-ðàâåíñòâîì íà ýòîò ðàç çíàê ìíîæèòåëÿ Ëàãðàíæà
âàæåí: òî÷êà íà Sg áóäåò ðåøåíèåì çàäà÷è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ãðàäèåíòû
ôóíêöèé f è g ïðîòèâîïîëîæíû â íåé (èíà÷å ðåøåíèå áóäåò äîñòèãàòüñÿ ãäå-òî â
îáëàñòè g(x) > 0). Òàêèì îáðàçîì âûïîëíåíî ∇f(x) = −λ∇g(x) äëÿ íåêîòîðîãî
λ > 0.

Ìû ãðóáî îáðèñîâàëè, îòêóäà áåðóòñÿ ñëåäóþùèå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòè-
ìàëüíîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (4).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â çàäà÷å (4) f è g âîãíóòû. Ïóñòü x∗ �ðåøåíèå çàäà÷è (4).
Òîãäà íàéäåòñÿ ÷èñëî λ∗, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî

∇xf(x∗) + λ∗∇xg(x∗) = 0;

λ∗ > 0;

g(x∗) > 0;

λ∗g(x∗) = 0. ò.í. óñëîâèå äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè.

(5)

Îòìåòèì, ÷òî åñëè ìû õîòèì ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèþ f , à íå ìàêñèìèçèðî-
âàòü, å¼ ãðàäèåíò âî âòîðîì èç ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àåâ áóäåò íàïðàâëåí â ñòîðîíó
îáëàñòè g(x) > 0, òî åñòü ñîíàïðàâëåí ñ ãðàäèåíòîì ôóíêöèè g. Â ýòîì ñëó÷àå ìû
îïðåäåëÿåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà L(x, λ) = f(x)−λg(x). Îñòàëüíûå óñëîâèÿ â (5) ïðè
ýòîì îñòàþòñÿ áåç èçìåíåíèé.

Ïðèâåäåì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà (5) ñòàíîâèòñÿ íåîáõîäèìûìè è äîñòà-
òî÷íûìè óñëîâèÿìè îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (4).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ìû ðåøàåì çàäà÷ó óñëîâíîé ìàêñèìèçàöèè ôóíêöèè f , à
óñëîâèå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå íåðàâåíñòâà g(x) > 0. Ïóñòü ïðè ýòîì f è g � âî-
ãíóòûå ôóíêöèè. Òîãäà óñëîâèÿ (5) ñòàíîâÿòñÿ íåîáõîäèìûìè è äîñòàòî÷íûìè
äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è, åñëè âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà îãðàíè÷åíèé íå ïóñòà,
ò. å. íàéäåòñÿ x0 : g(x0) > 0 (òàê íàçûâàåìûå óñëîâèÿ Ñëåéòåðà).

Çàäà÷à. Ðåøèòå ñëåäóþùóþ çàäà÷ó óñëîâíîé îïòèìèçàöèè:
−(x − 4)2 − (y − 4)2 → maxx,y;

x + y 6 4;

x + 3y 6 9.

Ðåøåíèå. Âûïèøåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà:

L(x, y, λ1, λ2) = −(x − 4)2 − (y − 4)2 + λ1(4 − x − y) + λ2(9 − x − 3y).
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Óñëîâèÿ Êóíà�Òàêêåðà çàïèøóòñÿ â âèäå:
−2(x − 4) − λ1 − λ2 = 0;

−2(y − 4) − λ1 − 3λ2 = 0;

x + y 6 4, λ1 > 0, λ1(x + y − 4) = 0;

x + 3y 6 9, λ2 > 0, λ2(x + 3y − 9) = 0.

Ðåøàÿ èõ, ðàññìîòðèì 4 ñëó÷àÿ:

• x + y = 4, x + 3y = 9, λ1 > 0, λ2 > 0.
Äâà ýòè óðàâíåíèÿ äàþò (x = 3

2
, y = 5

2
). Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â ïåðâûå äâà

óðàâíåíèÿ óñëîâèé Êóíà�Òàêêåðà, ïîëó÷àåì{
−2(3

2
− 4) − λ1 − λ2 = 0;

−2(5
2
− 4) − λ1 − 3λ2 = 0,

îòêóäà λ2 = −1, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðèíÿòûì óñëîâèÿì.

• x + y = 4, x + 3y < 9, λ1 > 0, λ2 = 0.
Ïîäñòàíîâêà λ2 = 0 â ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ óñëîâèé Êóíà�Òàêêåðà âìåñòå
ñ óðàâíåíèåì x + y = 4 äàþò ðåøåíèå (x = 2, y = 2, λ1 = 4, λ2 = 0). Ýòè
ðåøåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò âñåì óñëîâèÿì Êóíà�Òàêêåðà.

• Ïðîâåðüòå, ÷òî îñòàâøèõñÿ äâà ñëó÷àÿ âåäóò ê ïðîòèâîðå÷èÿì, òàê æå êàê
ïåðâûé ñëó÷àé.

Ïîñêîëüêó óñëîâèÿ òåîðåìû 1 âûïîëíåíû, íàéäåííàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èñ-
õîäíîé çàäà÷è.

2.3 Ñìåøàííûé íàáîð óñëîâèé.

Ïîëó÷åííûå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ äëÿ ñëó÷àåâ îãðàíè÷åíèé-ðàâåíñòâ è îãðàíè÷åíèé-
íåðàâåíñòâ ïîíÿòíûì îáðàçîì îáîáùàþòñÿ íà çàäà÷è îïòèìèçàöèè ñ ïðîèçâîëüíûì
êîíå÷íûì ÷èñëîì ñìåøàííûõ óñëîâèé. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

f(x) → maxx;

gi(x) > 0; i = 1, . . . , p;

Ax − b = 0, A ∈ Rq×n, b ∈ Rq,

x ∈ Rn,

ãäå ôóíêöèè f, gi âîãíóòû. Çàìåòèì, ÷òî ìû â ÿâíîì âèäå óêàçàëè, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ-
ðàâåíñòâà gi(x) = 0, i = p + 1, . . . , p + q, èìåþò ëèíåéíûé âèä. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ðå-
øàåì çàäà÷ó ìàêñèìèçàöèè âîãíóòîé ôóíêöèè íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå, çàäàâàåìîì
îãðàíè÷åíèÿìè. Îòìåòèì âàæíûé ìîìåíò: â ýòîì ñëó÷àå ëþáîé ëîêàëüíûé îïòèìóì
çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ òàêæå åå ãëîáàëüíûì îïòèìóìîì.
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Òîãäà ïî òåîðåìå Êóíà�Òàêêåðà, åñëè x∗ �ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è, òî íàéäóòñÿ
÷èñëà (λ∗

1, . . . , λ
∗
p+q), äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíà ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà:

∇xf(x∗) +
∑p

i=1 λ∗
i∇x gi(x

∗) +
∑p+q

j=p+1 λ∗
j∇xgj(x

∗) = 0;

Ax∗ − b = 0;

gi(x
∗) > 0, i = 1, . . . , p;

λ∗
i > 0, i = 1, . . . , p;

λ∗
i gi(x

∗) = 0, i = 1, . . . , p.

Â ñëó÷àå, åñëè íàéäåòñÿ x0 : gi(x0) > 0, i = 1, . . . , p, ýòè óñëîâèÿ ñòàíîâÿòñÿ òàêæå
äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.

3 SVM: ñëó÷àé ëèíåéíîé ðàçäåëèìîñòè.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó êëàññèôèêàöèè ñ äâóìÿ êëàññàìè Y = {−1, +1}
â Rn. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà òî÷êè äâóõ êëàññîâ èç îáó÷àþùåé âûáîðêè
Xℓ ëèíåéíî ðàçäåëèìû. Â ýòîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåìûé ìåòîä íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì
îïòèìàëüíîé ãèïåðïëîñêîñòè è ñîñòîèò, êàê âû çíàåòå, â ïîèñêå ëèíåéíîãî êëàññè-
ôèêàòîðà

a(x) = sgn(⟨w,x⟩ − w0), (3.1)

áåçîøèáî÷íî êëàññèôèöèðóþùåãî îáó÷àþùóþ âûáîðêó. Ïðè÷åì èç âñåõ ãèïåðïëîñ-
êîñòåé (w, wo), íå äîïóñêàþùèõ îøèáêó íà îáó÷åíèè, ìåòîä âûáèðàåò òó, äëÿ êîòîðîé
ðàññòîÿíèå äî áëèæàéøåé òî÷êè îáó÷àþùåé âûáîðêè ìàêñèìëàüíî:

min
i=1,...,ℓ

yi(⟨w,xi⟩ − w0)

∥w∥
→ max

w, w0

.

Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî çàïèñàííàÿ çàäà÷à ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìèçàöèè çàçî-
ðà � ðàññòîÿíèÿ îò ãèïåðïëîñêîñòè äî áëèæàéøåé ê íåé òî÷êè îáó÷àþùåé âûáîð-
êè.

Îäíîâðåìåííîå óìíîæåíèå âåêòîðà íîðìàëèw è ïîðîãà w0 íà îäíî è òî æå ÷èñëî
íå ìåíÿåò ðàññòîÿíèé îò òî÷åê äî ðàçäåëÿþùåé ãèïåðïëîñêîñòè. Âîñïîëüçîâàâøèñü
ýòèì ñâîéñòâîì, ìû ïîëàãàåì îòñòóï Mi = yi(⟨w, xi⟩ − w0) òî÷êè, áëèæàéøåé ê
ãèïåðïëîñêîñòè, ðàâíûì 1. Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷àåì çàäà÷ó:{

1
2
∥w∥2 → minw, w0 ;

yi(⟨w, xi⟩ − w0) > 1, i = 1, . . . , ℓ.
(3.2)

Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî â çàäà÷å (3.2) âñåãäà áóäåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî àê-
òèâíîå îãðàíè÷åíèå.

Ðåøåíèå: î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó âñåãäà åñòü òî÷êà, áëèæàéøàÿ ê ãèïåðïëîñêî-
ñòè.

Çàäà÷à. Äîïóñòèì, ìû ðåøèëè çàäà÷ó (3.2). ×òî ìîæíî ñêàçàòü î ÷èñëå àê-
òèâíûõ îãðàíè÷åíèé â ýòîì ñëó÷àå?
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Ðåøåíèå. Â ýòîì ñëó÷àå èõ áóäåò íå ìåíüøå 2-õ. ×òî òîæå î÷åâèäíî.

Çàäà÷à. Ðåøèòå çàäà÷ó (3.2).

Âèäèì, ÷òî äëÿ çàäà÷è (3.2) ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ðàññìîòðåííûå â ïðîøëîì
ðàçäåëå ìåòîäû äëÿ ïîèñêà îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà äëÿ çàäà÷è
(3.2) âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1

2
∥w∥2 −

ℓ∑
i=1

λi

(
yi(⟨w,xi⟩ − w0) − 1

)
,

ãäå λi �ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà. Óñëîâèÿ Êóíà-Òàêåðà ïðèìóò âèä:

w =
∑ℓ

i=1 λiyixi;∑ℓ
i=1 λiyi = 0;

λi > 0, i = 1, . . . , ℓ;

yi(⟨w,xi⟩ − w0) > 1, i = 1, . . . , ℓ;

λi

(
yi(⟨w,xi⟩ − w0) − 1

)
= 0, i = 1, . . . , ℓ.

(3.3)

Çàäà÷à. Âûïèøèòå âèä èòîãîâîãî êëàññèôèêàòîðà, ïîëó÷àåìîãî ðåøåíèåì çàäà÷è
(3.2), èñïîëüçóÿ ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà λi.

Ïåðâîå èç óñëîâèé (3.3) äàåò

a(x) = sgn

{
ℓ∑

i=1

λiyi⟨xi, x⟩ − w0

}
.

Çàäà÷à. Ê ÷åìó âåäóò óñëîâèÿ äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè â äàííîì ñëó÷àå?
Íà êàêèå ìíîæåñòâà ðàçáèâàþòñÿ òî÷êè îáó÷àþùåé âûáîðêè?

Çàäà÷à. Ïî÷åìó ìåòîä îïòèìàëüíîé ðàçäåëÿþùåé ãèïåðïëîñêîñòè íàçûâàþò
ðàçðåæåííûì ïî îáúåêòàì?

Çàäà÷à. Êàê ïîëó÷èòü çíà÷åíèå ïîðîãà w0?
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