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Ñåìèíàð 2. Ñîïðÿæ¼ííûå ðàñïðåäåëåíèÿ è ýêñïîíåíöèàëüíûé êëàññ

ðàñïðåäåëåíèé

Êóðñ: Áàéåñîâñêèå ìåòîäû â ìàøèííîì îáó÷åíèè, 2015

Çàäà÷è íà ñåìèíàðå:

1. Ïóñòü x1, x2, . . . , xN � íåçàâèñèìàÿ âûáîðêà èç ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ p(x|λ) =
λ exp(−λx), x ≥ 0, λ > 0. Òðåáóåòñÿ íàéòè îöåíêó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ λML, ïîäîáðàòü ñîïðÿ-
æ¼ííîå ðàñïðåäåëåíèå p(λ), íàéòè àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå p(λ|x1, . . . , xN ) è âû÷èñëèòü áàéåñîâñêóþ
îöåíêó äëÿ λ êàê ìàò.îæèäàíèå p(λ|x1, . . . , xN ).

2. Ïóñòü â N íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèÿõ Áåðíóëëè ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà q ïðîèçîøëî k óñïåõîâ. Òðå-
áóåòñÿ ïîäîáðàòü ñîïðÿæ¼ííîå ðàñïðåäåëåíèå p(q), íàéòè àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå p(q|k,N) è åãî
ìàò.îæèäàíèå.

3. Íà îñíîâå áåòà-ðàñïðåäåëåíèÿ ïîäîáðàòü àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ âåðîÿòíîñòè q âûïàäåíèÿ îðëà ó
äâóõñòîðîííåé ìîíåòêè äëÿ ñëåäóþùèõ ñèòóàöèé:

• ¾÷åñòíàÿ¿ ìîíåòêà (âåðîÿòíîñòü q áëèçêà ê 0.5);

• ¾âûðîæäåííàÿ¿ ìîíåòêà (âåðîÿòíîñòü q áëèçêà ê êðàéíèì çíà÷åíèÿì 0 è 1);

• ¾íå÷åñòíàÿ¿ ìîíåòêà (âåðîÿòíîñòü q äàëåêà êàê îò 0.5, òàê è îò êðàéíèõ çíà÷åíèé 0 è 1).

Ìîæíî ëè àíàëèòè÷åñêè âû÷èñëèòü ïàðàìåòðû a, b áåòà-ðàñïðåäåëåíèÿ, åñëè èçâåñòíû åãî ìàò.îæèäàíèå
è äèñïåðñèÿ?

4. Çàïèñàòü ïëîòíîñòü ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ G(x|a, b) = ba

Γ(a)x
a−1 exp(−bx) êàê ïðåäñòàâèòåëÿ ýêñïîíåíöèàëü-

íîãî êëàññà ðàñïðåäåëåíèé. Íàéòè Ex è E log x ïóò¼ì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íîðìèðîâî÷íîé êîíñòàíòû.

5. Çàïèñàòü áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå â ôîðìå ýêñïîíåíöèàëüíîãî êëàññà ðàñïðåäåëåíèé. Íàéòè
ìàò.îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ïóò¼ì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íîðìèðîâî÷íîé êîíñòàíòû.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû:

1. Ïóñòü x1, x2, . . . , xN � íåçàâèñèìàÿ âûáîðêà èç íåïðåðûâíîãî ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ U[0, θ]. Òðåáó-
åòñÿ íàéòè îöåíêó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ θML, ïîäîáðàòü ñîïðÿæ¼ííîå ðàñïðåäåëåíèå p(θ), íàéòè
àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå p(θ|x1, . . . , xN ) è âû÷èñëèòü åãî ñòàòèñòèêè: ìàò.îæèäàíèå, ìåäèàíó è ìîäó.
Ïîäñêàçêà: çàäåéñòâîâàòü ðàñïðåäåëåíèå Ïàðåòî.

2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âû ïðèåçæàåòå â íîâûé ãîðîä è âèäèòå àâòîáóñ ñ íîìåðîì 100. Òðåáóåòñÿ ñ ïîìîùüþ
áàéåñîâñêîãî ïîäõîäà îöåíèòü îáùåå êîëè÷åñòâî àâòîáóñíûõ ìàðøðóòîâ â ãîðîäå. Êàêàÿ èç ñòàòèñòèê àïî-
ñòåðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ áóäåò íàèáîëåå àäåêâàòíîé? Êàê èçìåíÿòñÿ îöåíêè íà êîëè÷åñòâî àâòîáóñíûõ
ìàðøðóòîâ ïðè ïîñëåäóþùåì íàáëþäåíèè àâòîáóñîâ ñ íîìåðàìè 50 è 150? Ïîäñêàçêà: âîñïîëüçîâàòüñÿ

ðåçóëüòàòàìè ïðåäûäóùåé çàäà÷è.

3. Ïóñòü íåîáõîäèìî ïîäîáðàòü àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ âåðîÿòíîñòè q âûïàäåíèÿ îðëà ó ìîíåòêè â

ñåìåéñòâå áåòà-ðàñïðåäåëåíèé Beta(q|a, b) = Γ(a+b)
Γ(a)Γ(b)q

a−1(1− q)b−1. Àïðèîðíûå ïðåäïî÷òåíèÿ çàäàþòñÿ êàê

Eq = e, p(l < q < u) = 0.95, ãäå e, l, u � çàäàííûå ÷èñëà. Òðåáóåòñÿ íàïèñàòü ïðîãðàììó äëÿ âû÷èñëå-
íèÿ çíà÷åíèé a, b. Êàêèå çíà÷åíèÿ ïîëó÷àòñÿ â ñëó÷àå e = 0.15, l = 0.05, u = 0.3? Ïðè èíòåðïðåòàöèè
íàéäåííîãî àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êàê àïîñòåðèîðíîãî ïðè áàéåñîâñêîì îöåíèâàíèè q, êàêîìó ÷èñëó
ïîäáðàñûâàíèé ìîíåòêè îíî ñîîòâåòñòâóåò?

4. Çàïèñàòü ðàñïðåäåëåíèå Ïàðåòî Pareto(x|a, b) = bab

xb+1 [x ≥ a] ïðè ôèêñèðîâàííîì a â ôîðìå ýêñïîíåíöèàëü-
íîãî êëàññà ðàñïðåäåëåíèé. Íàéòè E log x ïóò¼ì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íîðìèðîâî÷íîé êîíñòàíòû.


