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Ââåäåíèå

Òåðìèí ¾ðåãðåññèÿ¿ áûë ââåä¼í Ôðýíñèñîì Ãàëüòîíîì 1886 ãîäó.

Â èññëåäîâàíèè Ô. Ãàëüòîíà áûë èçìåðåí ðîñò 205 îòöîâ è 928 èõ âçðîñëûõ äåòåé. Ïðè
ýòîì, åñëè çà Y âçÿòü ðîñò ðåáåíêà, à çà X ðîñò ðîäèòåëÿ, óðàâíåíèå ðåãðåññèè, ñâÿçûâàþùåå
ðîñò ðåáåíêà ñ ðîñòîì ðîäèòåëåé, èìååò âèä:

Yi = Ycp −
2

3
(Xi −Xcp), (*)

ãäå Ycp , Xcp - ñðåäíèå ïî âñåé âûáîðêå èñïûòóåìûõ.

Òàêèì îáðàçîì, çíàÿ âåëè÷èíû ñðåäíèõ ïî âñåé âûáîðêå è ðîñò îäíîãî èç ðîäèòåëåé Xi ïî
ôîðìóëå (*) ìîæíî ïîäñ÷èòàòü âåëè÷èíó Yi, ò.å. ðîñò ðåáåíêà.

Òàáëèöà 1: Òàáëèöà Ô. Ãàëüòîíà, èëëþñòðèðóþùàÿ íàëè÷èå çàâèñèìîñòè ìåæäó
ðîñòîì ðîäèòåëåé è èõ äåòåé

Ðîñò äåòåé
Ðîñò ðîäèòåëåé 6 60.7 62.7 64.7 66.7 68.7 70.7 72.7 > 74.7 Âñåãî

> 74 4 4
72 1 4 11 17 20 6 62
70 1 2 21 48 83 66 22 8 251
68 1 15 56 130 148 69 11 430
66 1 15 19 56 41 11 1 144

6 64 2 7 10 14 4 37
Âñåãî 5 39 107 255 387 163 58 14 928

Ãàëüòîí íàçâàë ýòî ÿâëåíèå ¾ðåãðåññèåé ê ñåðåäèíå¿, ò.å ê ñðåäíåìó çíà÷åíèþ â ïî-
ïóëÿöèè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òåðìèí, âîçíèêøèé â ÷àñòíîé ïðèêëàäíîé çàäà÷å, çàêðåïèëñÿ
çà øèðîêèì êëàññîì ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ çàâèñèìîñòåé.

Â ýòèõ ìåòîäàõ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîëó÷åííûå äàííûå ñîñòîÿò èç íàáîðàX l = (xi, yi)
l
i=1, ãäå

yi - çàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, à âåêòîð xi - âåêòîð íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ xi = (x1
i , . . . , x

p
i ).

Ðåãðåññèîííûé àíàëèç - ýòî ìîäåëèðîâàíèå äàííûõ è èññëåäîâàíèÿ èõ ñâîéñòâ. Êîýôôè-
öåíòû w = (w1, ..., wp), íàñòðàèâàþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ îøèáêà
áûëà ìèíèìàëüíà:

S =
l∑

i=1

(f(w, xi)− yi)2 → min

Ðåãðåññèîííûé àíàëèç èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ, âûÿâëåíèÿ ñêðûòûõ âçàèìîñâÿçåé
â äàííûõ, àíàëèçà âðåìåííûõ ðÿäîâ, òåñòèðîâàíèÿ ãèïîòåç.
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Ãëàâà 1

Ðàçëîæåíèå ñðåäíåé îøèáêè íà

äèñïåðñèþ è ñìåùåíèå

Çàäà÷ó îáó÷åíèÿ ïî ïðåöåäåíòàì ïðè Y = R ïðèíÿòî íàçûâàòü çàäà÷åé âîññòàíîâëåíèÿ
ðåãðåññèè. Çàäàíî ïðîñòðàíñòâî îáúåêòîâ X è ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ îòâåòîâ Y. Ñóùåñòâóåò
íåèçâåñòíàÿ öåëåâàÿ çàâèñèìîñòü y∗ : X→ Y, çíà÷åíèÿ êîòîðîé èçâåñòíû òîëüêî íà îáúåêòàõ
îáó÷àþùåé âûáîðêè X l = (xi, yi)

l
i=1, yi = y∗(xi). Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü àëãîðèòì, êîòîðûé â

äàííîé çàäà÷å ïðèíÿòî íàçûâàòü ¾ôóíêöèåé ðåãðåññèè¿ f : X → Y , àïïðîêñèìèðóþùèé
öåëåâóþ çàâèñèìîñòü y∗.

Ïðåäïîëîæèì ñóùåñòâîâàíèå íåèçâåñòíîãî âåðîÿòíîñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà ìíîæåñòâå
X × Y ñ ïëîòíîñòüþ p(x, y), èç êîòîðîãî ñëó÷àéíî è íåçàâèñèìî âûáèðàþòñÿ l íàáëþäåíèé
X l = (xi, yi)

l
i=1. Òàêèå âûáîðêè íàçûâàþòñÿ ïðîñòûìè èëè ñëó÷àéíûìè îäèíàêîâî ðàñïðåäå-

ë¼ííûìè (independent identically distributed, i.i.d.).

Ââåä¼ì ôóíêöèþ ïîòåðü (loss function)L(y; f(x)), êîòîðàÿ ¾íàêàçûâàåò çà îøèáêè¿;
äëÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ëîãè÷íî âçÿòü êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ ïîòåðü:

L(y, f(x)) = (y − f(x))2

Òîãäà êàæäîé f ìîæíî ñîïîñòàâèòü îæèäàåìóþ îøèáêó ïðåäñêàçàíèÿ (expected prediction
error):

EPE(f) = E(y − f(x))2 =

∫∫
(y − f(x))2p(x, y) dxdy

È òåïåðü ñàìàÿ õîðîøàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñêàçàíèÿ f̂ - ýòî òà, êîòîðàÿ ìèíèìèçèðóåò EPE(f).
Ìîæíî ïðåäñòàâèòü îæèäàåìóþ îøèáêó ïðåäñêàçàíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

EPE(f) = ExEy|x[(y − f(x))2|x],

è, çíà÷èò, ìîæíî ìèíèìèçèðîâàòü EPE ïîòî÷å÷íî:

f̂(x) = argmin
c
Ey|x′ [(y − c)2|x′ = x],

è, â èòîãå, ïîëó÷èòü ñëåäóþùèé îòâåò:

f̂(x) = Ey|x′(y|x′ = x).

Ýòî ðåøåíèå íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ðåãðåññèè è ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì ïðåäñêàçàíèåì y â
ëþáîé òî÷êå x.
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Ïîäñ÷èòàåì îæèäàåìóþ îøèáêó è ïåðåïèøåì å¼ â äðóãîé ôîðìå:

E[L] = E[(y − f(x))2] = E[(y − E[y|x] + E[y|x]− f(x))2] =

=

∫
(f(x)− E[y|x])2p(x) dx+

∫
(E[y|x]− y)2p(x, y) dxdy,

ïîòîìó ÷òî ∫
(f(x)− E[y|x])(E[y|x]− y)p(x, y) dxdy = 0.

Ýòà ôîðìà çàïèñè - ðàçëîæåíèå íà bias-variance è noise:

E[L] =

∫
(f(x)− E[y|x])2p(x) dx︸ ︷︷ ︸

bias-variance

+

∫
(E[y|x]− y)2p(x, y) dxdy︸ ︷︷ ︸

noise

Îòñþäà, êñòàòè, òîæå ñðàçó âèäíî, ÷òî îò f(x) çàâèñèò òîëüêî ïåðâûé ÷ëåí, è îí ìèíèìèçè-
ðóåòñÿ, êîãäà f(x) = f̂(x) = E[y|x].∫

(E[y|x]− y)2p(x, y) dxdy - ýòî ïðîñòî ñâîéñòâî äàííûõ, äèñïåðñèÿ øóìà.

Ðèñ. 1.1: Ïðèìåð ðàçëîæåíèÿ îøèáêè íà äèñïåðñèþ è ñìåùåíèå
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Â ðåàëüíîñòè âñòðå÷àþòñÿ âûáîðêè òîëüêî êîíå÷íîãî ðàçìåðà, ïîýòîìó òî÷íî âû÷èñëèòü
âåëè÷èíó f̂(x) = E[y|x] íåâîçìîæíî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûáîðêà áåð¼òñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ p(x; y) - ò.å. ôàêòè÷åñêè ìû ìîæåì
ïðîâîäèòü ýêñïåðèìåíòû òîëüêî òàêîãî âèäà:

• âçÿëè âûáîðêó D èç N òî÷åê ïî ðàñïðåäåëåíèþ p(x; y);

• ïîäñ÷èòàëè íàøó ðåãðåññèþ;

• ïîëó÷èëè íîâóþ ôóíêöèþ ïðåäñêàçàíèÿ f(x;D).

Ðàçíûå âûáîðêè áóäóò ïðèâîäèòü ê ðàçíûì ôóíêöèÿì ïðåäñêàçàíèÿ. Ïîïðîáóåì óñðåäíèòü
íàøè ôóíêöèè ïî âûáîðêàì.

Íàø ïåðâûé ÷ëåí â îæèäàåìîé îøèáêå âûãëÿäåë êàê (f(x) − f̂(x))2, à òåïåðü áóäåò
(f(x;D)− f̂(x))2 , è åãî ìîæíî óñðåäíèòü ïî D, ïðèìåíèâ òàêîé òðþê:

(f(x;D)− f̂(x))2 = (f(x;D)− ED[f(x;D)] + ED[f(x;D)]− f̂(x))2

è â îæèäàíèè ïîëó÷èòñÿ

ED[(f(x;D)− f̂(x))2] = ED[(f(x;D)− ED[f(x;D)])2] + (ED[f(x;D]− f̂(x))2.

Òåïåðü ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü îæèàäåìóþ ïîòåðþ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Expected loss = (bias)2 + variance + noise, ãäå

(bias)2 = (ED[f(x;D]− f̂(x))2,

variance = ED[(f(x;D)− ED[f(x;D)])2],

noise =
∫

(E[y|x]− y)2p(x, y) dxdy.
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Ãëàâà 2

Ëèíåéíàÿ ðåãðåññèîííàÿ ìîäåëü è ìåòîä

íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ

Ïóñòü îáúåêò x çàäàåòñÿ ñâîèì ïðèçíàêîâûì îïèñàíèåì

x = (x0, x1, x2, ..., xp) ∈ Rp+1

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
∀x : x0 ≡ 1

(âñåãäà ìîæíî ïîïîëíèòü ïðèçíàêîâîå ïðîñòðàíñòâî òàêèì ôèêòèâíûì ïðèçíàêîì).
y - çàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, çíà÷åíèå êîòîðîé íåîáõîäèìî ïðåäñêàçàòü.

Ëèíåéíàÿ ðåãðåññèîííàÿ ìîäåëü èìååò âèä:

f(w, xi) = w0 +

p∑
j=1

xjiwj = xTi w

Òàêèì îáðàçîì, ïî âåêòîðó âõîäîâ x = (x0 ≡ 1, x1, ..., xp) ìû áóäåì ïðåäñêàçûâàòü âûõîä y
êàê

ŷ(x) = ŵ0 +

p∑
j=1

xjŵj = xT ŵ

Ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ôóíêöèÿ f çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ w ëèíåéíî. Ïðè
ýòîì ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü îò ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé x íåîáÿçàòåëüíà.

Ïóñòü ó íàñ åñòü òðåíèðîâî÷íàÿ âûáîðêà (x1, y1)...(xN , yN) è ìû õîòèì îöåíèòü ïàðàìåòðû
w. Êàæäûé âåêòîð xi åñòü âåêòîð èçìåðåííûõ çíà÷åíèé xi = (x0

i ≡ 1, x1
i , x

2
i , ..., x

p
i )

Ñàìûé ïîïóëÿðíûé ìåòîä íàñòðîéêè ïàðàìåòðîâ - ýòî ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, ãäå
êîýôôèöèåíòû w = (w0, w1, . . . , wp) ïîäáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü îñòàòî÷íóþ
ñóììó êâàäðàòîâ(residual sum of squares):

RSS(w) =
N∑
i=1

(xTi w − yi)2 (2.1)

Êàê æå ìèíèìèçèðîâàòü ýòî âûðàæåíèå?

Ââåä¼ì ìàòðè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ:

X = (xji )N×(p+1) - ìàòðèöà îáúåêòû�ïðèçíàêè;
y = (y1, . . . , yN)T - öåëåâîé âåêòîð;
w = (w0, w1, . . . , wp) - âåêòîð ïàðàìåòðîâ.
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Â ìàòðè÷íûõ îáîçíà÷åíèÿõ ôîðìóëà (2.1) ïðèíèìàåò âèä

RSS(w) = ‖y −Xw‖2

Çàïèøåì íåîáõîäèìîå óñëîâèå ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà â ìàòðè÷íîì âèäå:

∂RSS

∂w
(w) = 2XT (y −Xw) = 0,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî XTXw = XTy. Ýòà ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî w íàçû-
âàåòñÿ íîðìàëüíîé ñèñòåìîé äëÿ çàäà÷è íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Åñëè ìàòðèöà XTX íåâû-
ðîæäåíà, òî ðåøåíèåì íîðìàëüíîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ âåêòîð

ŵ = (XTX)−1XTy

Çàìå÷àíèå: Ìàòðèöà X+ = (XTX)−1XT íàçûâàåòñÿ ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöåé Ìóðà�
Ïåíðîóçà ìàòðèöû X; ýòî îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû íà íåêâàäðàòíûå ìàòðèöû

2.1 Ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå

Ïðîèçâîëüíóþ l×n-ìàòðèöó ðàíãà n ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ
(singular value decomposition, SVD)

X = V DUT

îáëàäàþùåãî ðÿäîì õîðîøèõ ñâîéñòâ:

1. n× n-ìàòðèöà D äèàãîíàëüíà, D = diag(
√
λ1, ...,

√
λn), ãäå λ1, ..., λn - îáùèå íåíóëåâûå

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèö XTX è XXT .

2. l × n-ìàòðèöà V = (v1, ..., vn) îðòîãîíàëüíà, V TV = In, ñòîëáöû vj ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåí-
íûìè âåêòîðàìè ìàòðèöû XXT , ñîîòâåòñòâóþùèìè λ1, ..., λn.

3. n× n-ìàòðèöà U = (u1, ..., un) îðòîãîíàëüíà, UTU = In, ñòîëáöû uj ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåí-
íûìè âåêòîðàìè ìàòðèöû XTX, ñîîòâåòñòâóþùèìè λ1, ..., λn.

Èìåÿ ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå, ëåãêî çàïèñàòü ïñåâäîîáðàòíóþ ìàòðèöó:

X+ = (UDV TV DUT )−1UDV T = UD−1V T =
n∑
j=1

1√
λj
ujv

T
j

ÌÍÊ-ðåøåíèå:

ŵ = (XTX)−1XTy = X+y = UD−1V Ty =
n∑
j=1

1√
λj
uj(v

T
j y)

âåêòîð Xŵ - ÌÍÊ-àïïðîêñèìàöèþ öåëåâîãî âåêòîðà y:

Xŵ = (V DUT )UD−1V Ty = V V Ty =
n∑
j=1

vj(v
T
j y) (2.2)

è íîðìó âåêòîðà êîýôôèöèåíòîâ:

‖ŵ‖2 = yTV D−1Y TUD−1V Ty = yTV D−2V Ty =
n∑
j=1

1

λj
(vTj y)2 (2.3)
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Èòàê, åñëè åñòü ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå, òî îáðàùàòü ìàòðèöû óæå íå íóæíî. Îäíàêî
âû÷èñëåíèå ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ ïðàêòè÷åñêè ñòîëü æå òðóäî¼ìêî, êàê è îáðàùåíèå.
Ýôôåêòèâíûå ÷èñëåííûå àëãîðèòìû, âû÷èñëÿþùèå SVD, ðåàëèçîâàíû âî ìíîãèõ ñòàíäàðò-
íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïàêåòàõ.

Äëÿ äåìîíñòðàöèè ðàáîòû äàííîãî ìåòîäà áûëà âçÿòà ñëåäóþùàÿ ìîäåëüíàÿ çàäà÷à. Âçÿ-
òî 200 òî÷åê (xi)

200
i=1, êîòîðûå äåëÿò îòðåçîê [0,10] íà ðàâíûå ÷àñòè. Äëÿ êàæäîãî xi ñîîòâåò-

ñòâóþùåå çíà÷åíèå yi âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

y = x+ 1.5 · sin(x)− 0.5 · cos(x) + h,

ãäå ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà h ∈ N(0, 0.5) ÿâëÿåòñÿ óìûøëåííî äîáàâëåííûì øóìîì

Ðèñ. 2.1: Ëèíåéíûå ðåãðåññèîííûå ìîäåëè, ïîñòðîåííûå ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ
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2.2 Òåîðåìà Ãàóññà-Ìàðêîâà

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü ïàðíîé ðåãðåññèè, â êîòîðîé íàáëþäåíèÿ y ñâÿçàíû ñ x ñëåäóþùåé
çàâèñèìîñòüþ:

yi = β1 + β2xi + εi

Íà îñíîâå âûáîðêè èç n ïðåöåäåíòîâ îöåíèâàåòñÿ óðàâíåíèå ðåãðåññèè: ŷi = β̂1 + β̂2xi

Òåîðåìà Ãàóññà-Ìàðêîâà ãëàñèò, ÷òî åñëè äàííûå îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

• Ðåãðåññèîííàÿ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ è êîððåêòíî ñïå-
öèôèöèðîâàíà(ò.å, àäåêâàòíà óñòðîéñòâó äàííûõ).

• Âñå xi äåòåðìèíèðîâàíû è íå âñå ðàâíû ìåæäó ñîáîé;

• Îøèáêè íå íîñÿò ñèñòåìàòè÷åñêîãî õàðàêòåðà, òî åñòü E(εi) = 0,∀i

• Äèñïåðñèÿ îøèáîê îäèíàêîâà è ðàâíà íåêîòîðîé σ2 (ãîìîñêåäàñòè÷íîñòü).

• Îøèáêè íåçàâèñèìû, òî åñòü Cov(εi, εi) = 0,∀i, j

Òîãäà îöåíêà ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, êîòîðàÿ ïîëó÷åíà ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ,
ÿâëÿåòñÿ:

• Ëèíåéíîé

• Íåñìåùåííîé(ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïàðàìåòðà ðàâíî èñòèííîìó çíà÷åíèþ ïàðà-
ìåòðà)

• Ýôôåêòèâíîé â êëàññå ëèíåéíûõ íåñìåùåííûõ îöåíîê.(BLUE - best linear unbiased
estimators)

Ïîÿñíåíèå:

Ýôôåêòèâíîñòü ÿâëÿåòñÿ ìåðîé îòêëîíåíèÿ îò èñòèííîãî çíà÷åíèÿ. Äëÿ íåñìåùåííîé
îöåíêè ýòî ýêâèâàëåíòíî âàðèàöèè:

MSE(θ̂) = E(θ̂ − θ)2 = var(θ̂)︸ ︷︷ ︸
äèñïåðñèÿ

+ (E(θ̂)− θ)2︸ ︷︷ ︸
ñìåùåíèå

Òåîðåìà Ãàóññà-Ìàðêîâà óòâåðæäàåò, ÷òî ëþáàÿ äðóãàÿ ëèíåéíàÿ íåñìåùåííàÿ îöåíêà
áóäåò èìåòü áîëüøóþ äèñïåðñèþ, ÷åì ÌÍÊ-îöåíêà.
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Ãëàâà 3

Îòáîð ïîäìíîæåñòâ

Êàê áû íå áûë ïðîñò è ëîãè÷åí ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, ñóùåñòâóåò 2 ïðè÷èíû, ïî
êîòîðûì åãî ðåçóëüòàòû íå ÿâëÿþòñÿ óäîâëåòâîðèòåëüíûìè:

• Ïåðâîé ÿâëÿåòñÿ ïëîõàÿ ïðåäñêàçàòåëüíàÿ ñèëà: ÌÍÊ ÷àñòî èìååò íèçêîå ñìå-
ùåíèå, íî áîëüøóþ äèñïåðñèþ. Äëÿ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè íåêîòîðûå êîýôôèöèåíòû
ìîæíî óìåíüøèòü èëè ïîëîæèòü ðàâíûìè íóëþ. Â ðåçóëüòàòå, ìû ìîæåì íåìíîãî óâå-
ëè÷èòü ñìåùåíèå, íî çàòî çíà÷èòåëüíî óìåíüøèòü äèñïåðñèþ, è, â ðåçóëüòàòå, òî÷íîñòü
óâåëè÷èâàåòñÿ.

• Âòîðàÿ ïðè÷èíà - èíòåðïðåòèðóåìîñòü. Êîãäà â çàäà÷å ñóùåñòâóåò áîëüøîå ÷èñëî
ïðèçíàêîâ, õîòåëîñü áû îãðàíè÷èòüñÿ ìàëåíüêèì ïîäìíîæåñòâîì, êîòîðîå äàåò íàè-
ëó÷øèé ðåçóëüòàò. È ìû ãîòîâû ïîæåðòâîâàòü ìàëåíüêèìè äåòàëÿìè, ÷òîáû ïîëó÷èòü
ïðîñòóþ è ÿñíóþ ìîäåëü.

Â ìåòîäàõ îòáîðà ïîäìíîæåñòâ â ìîäåëè îñòàåòñÿ ëèøü êàêîå-òî ïîäìíîæåñòâî ïðèçíàêîâ, à
îñòàëüíûå èñêëþ÷àþòñÿ èç ìîäåëè. Ðåãðåññèåé íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ îöåíèâàþòñÿ ïàðàìåò-
ðû òåõ ïðèçíàêîâ, êîòîðûå îñòàëèñü â ìîäåëè. Íèæå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå ñòðàòåãèè
îòáîðà ïîäìíîæåñòâ.

3.1 Îòáîð íàèëó÷øåãî ïîäìíîæåñòâà

Ïóñòü ó íàñ åñòü òðåíèðîâî÷íàÿ âûáîðêà X l = (xi, yi)
l
i=1. Êàæäûé âåêòîð xi åñòü âåêòîð

èçìåðåííûõ çíà÷åíèé xi = (x0 ≡ 1, x1
i , x

2
i , ..., x

p
i )

Îòáîð íàèëó÷øåãî ïîäìíîæåñòâà(Best Subset) íàõîäèò äëÿ êàæäîãî k ∈ {1,2,. . . ,p+1}
ïîäìíîæåñòâî èç k âõîäíûõ ïåðåìåííûõ, êîòîðûå äàåò íàèìåíüøóþ îñòàòî÷íóþ ñóììó êâàä-
ðàòîâ:

RSS(w, k) =
N∑
i=1

(yi −
k∑
j=1

xjiwj)
2

Ýòà ïðîöåäóðà çàíèìàåò ñëèøêîì ìíîãî âðåìåíè, ïîñêîëüêó èäåò ïîëíûé ïåðåáîð âñåõ âîç-
ìîæíûõ ïîäìíîæåñòâ. Íèæå ïðåäåìîíñòðèðóåì ðàáîòó äàííîãî àëãîðèòìà íà ïðèìåðå.

Âçÿòî 100 òî÷åê (xi)
100
i=1, ãäå xi = (x1

i , ..., x
10
i ), êàæäûé èç 10 ïðèçíàêîâ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåí

íà îòðåçêå [0,1]. Äëÿ êàæäîãî xi ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå yi âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

yi = x1
i − x2

i + 0.5x3
i − 0.5x4

i + 0.5 · h,

ãäå h ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé èç ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.
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Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî íåîáÿçàòåëüíî ëó÷øåå ïîäìíîæåñòâî ðàçìåðà 2 âêëþ÷àåò òó ïåðåìåí-
íóþ, êîòîðàÿ áûëà ëó÷øåé â ïîäìíîæåñòâå ðàçìåðà 1.

Åñòü öåëûé ðÿä êðèòåðèåâ, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ âûáîðà ïîäìíîæåñòâà. Îáû÷íî âûáè-
ðàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî íàèìåíüøåé ìîùíîñòè, îñòàòî÷íàÿ ñóììà êîòîðîãî, íå ñèëüíî îòëè÷à-
åòñÿ îò îñòàòî÷íîé ñóììû ïîëíîãî ìíîæåñòâà ïðèçíàêîâ.

Ðèñ. 3.1: Ïðèìåð ðàáîòû àëãîðèòìà Best Subset

3.2 Ïðÿìàÿ è îáðàòíàÿ øàãîâàÿ ðåãðåññèÿ

Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ýâðèñòè÷åñêèå ïîäõîäû ê çàäà÷å âûáîðà ïîäìíîæåñòâà.

Îäíà èç òàêèõ ýâðèñòèê - ïðÿìàÿ øàãîâàÿ ðåãðåññèÿ(Forward Stepwise).
Â íåé ìû äîáàâëÿåò íà êàæäîì øàãå ïðåäèêòîð, êîòîðûé ìàêñèìàëüíî óìåíüøàåò îøèáêó.

Íåäîñòàòêè:

• Ýòî æàäíûé àëãîðèòì, êàæäîå ïðåäûäóùåå ïîäìíîæåñòâî âëîæåíî â ïîñëåäóþùèå
ïîäìíîæåñòâà.

• Åãî ðåçóëüòàò ìîæåò îêàçàòüñÿ õóæå ðåçóëüòàòà àëãîðèòìà îòáîðà íàèëó÷øåãî ïîäìíî-
æåñòâà.
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Äîñòîèíñòâà:

• Âû÷èñëèìîñòü. Ïðè áîëüøîì êîëè÷åñòâå ïðåäèêòîðîâ (áîëüøå 50), àëãîðèòì îòáîðà
íàèëó÷øåãî ïîäìíîæåñòâà äîëæåí ïåðåáðàòü > 1015 ïîäìíîæåñòâ, ÷òî ìîæåò çàíÿòü
ìíîãî âðåìåíè. Ïðÿìàÿ øàãîâàÿ ðåãðåññèÿ ïåðåáèðàåò íå áîëåå ÷åì (p + 1)2 ïîäìíî-
æåñòâ.

• Ïðè îòáîðå íàèëó÷øåãî ïîäìíîæåñòâà ìû ïîëó÷àåì àëãîðèòì ñ íèçêèì ñìåùåíèåì,
íî âîçìîæíî áîëüøîé äèñïåðñèåé. Ïðÿìàÿ øàãîâàÿ ðåãðåññèÿ îáëàäàåò îãðàíè÷åííûì
ïîèñêîì è áóäåò èìåòü íèçêóþ äèñïåðñèþ, íî âîçìîæíî áîëüøîå ñìåùåíèå.

Â îáðàòíîé øàãîâîé ðåãðåññèè(Backward Stepwise) ìû äåéñòâóåì íàîáîðîò: íà÷èíàåì ñ
ïîëíîãî íàáîðà ïðèçíàêîâ è íà êàæäîì øàãå óáèðàåì ïðåäèêòîð, êîòîðûé îêàçûâàåò ìåíüøå
âñåãî âëèÿíèÿ íà îøèáêó. Ýòîò ìåòîä èìååò àáñîëþòíî òàêèå æå äîñòîèíñòâà è íåäîñòàòêè,
÷òî è ïðåäûäóùèé. Ýòè äâà ìåòîäà ïðàêòè÷åñêè âñåãäà ïîêàçûâàþò ñõîæèå ðåçóëüòàòû.

Ïîýòîìó íà ïðàêòèêå èñïîëüçóåòñÿ ãèáðèäíàÿ ñòðàòåãèÿ, êîòîðàÿ âêëþ÷àåò îáà ìåòîäà è
íàçûâàåòñÿ øàãîâîé ðåãðåññèåé.

Íà êàæäîì øàãå äåëàþòñÿ îáà äåéñòâèÿ: íàõîäèòñÿ íåñêîëüêî êàíäèäàòîâ, êîòîðûå âêëþ÷à-
þòñÿ â ìîäåëü, à çàòåì íåñêîëüêî ïðèçíàêîâ óäàëÿþòñÿ.

Íà ðèñóíêå 3.2 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàáîòû âñåõ âûøåïåðå÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ.

Âçÿòî 100 òî÷åê (xi)
200
i=1, ãäå xi = (x1

i , ..., x
20
i ), êàæäûé èç 20 ïðèçíàêîâ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåí

íà îòðåçêå [0,1]. Äëÿ êàæäîãî xi îòâåò yi âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

yi = x1
i − x2

i + 0.75x3
i − 0.75x4

i + 0.5x5
i − 0.5x6

i + 0.25x7
i − 0.25x8

i + 0.2 · h,

ãäå h ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé èç ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ðèñ. 3.2: Ñðàâíåíèå ðàáîòû àëãîðèòìîâ îòáîðà ïðèçíàêîâ
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Ãëàâà 4

Ìåòîäû, îñíîâàííûå íà ñæàòèè

êîýôôèöèåíòîâ

Èñïîëüçóÿ â ìîäåëè ëèøü êàêîå-òî ïîäìíîæåñòâî ïðèçíàêîâ è îòáðàñûâàÿ îñòàëüíûå,
ìåòîäû îòáîðà ïîäìíîæåñòâà ïðîèçâîäÿò ìîäåëè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ èíòåðïðåòèðóåìûìè è
âîçìîæíî èìåþò áîëåå íèçêóþ îøèáêó, ÷åì ïîëíàÿ ìîäåëü.
Îäíàêî, ïîñêîëüêó äàííûå ìåòîäû ÿâëÿþòñÿ äèñêðåòíûìè - ïåðåìåííàÿ ëèáî âêëþ÷àåòñÿ
â ïîäìíîæåñòâî, ëèáî îòáðàñûâàåòñÿ - îíè ÷àñòî îáëàäàþò âûñîêîé äèñïåðñèåé. Ìåòîäû
ñæàòèÿ êîýôôèöèåíòîâ íà êàæäîì øàãå êîððåêòèðóþò âåñà, ïîýòîìó îáëàäàþò áîëåå íèçêîé
äèñïåðñèåé.

4.1 Ãðåáíåâàÿ ðåãðåññèÿ

Ãðåáíåâàÿ ðåãðåññèÿ ïðîèçâîäèò ñæàòèå êîýôôèöèåíòîâ ïóòåì äîáàâëåíèÿ ê (2.1) ðåãóëÿðè-
çàòîðà, øòðàôóþùåãî áîëüøèå çíà÷åíèÿ íîðìû âåêòîðà âåñîâ ‖w‖. Êîýôôèöèåíòû ãðåáíå-
âîé ðåãðåññèè ïîäáèðàþòñÿ ðåøàÿ çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè îñòàòî÷íîé ñóììû êâàäðàòîâ:

RSS(w, α) = ‖y −Xw‖2 + α ‖w‖2 ,

ãäå α - íåîòðèöàòåëüíûé ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè.

Ïðèðàâíèâàÿ íóëþ ïðîèçâîäíóþ RSS(w, α) ïî ïàðàìåòðó α, íàõîäèì:

ŵα = (XTX + αIn)−1XTy. (4.1)

Òàêèì îáðàçîì, ïåðåä îáðàùåíèåì ìàòðèöû ê íåé äîáàâëÿåòñÿ ¾ãðåáåíü¿ - äèàãîíàëüíàÿ
ìàòðèöà αIn. Îòñþäà è íàçâàíèå ìåòîäà - ãðåáíåâàÿ ðåãðåññèÿ (ridge regression). Ïîñëå
ýòîãî âñå å¼ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñòàíîâÿòñÿ áîëüøå íà âåëè÷èíó α, à ñîáñòâåííûå âåêòîðû
íå èçìåíÿþòñÿ. Â ðåçóëüòàòå ìàòðèöà ïðåâðàùàåòñÿ â õîðîøî îáóñëîâëåííóþ, îñòàâàÿñü ¾ïî-
õîæåé¿ íà èñõîäíóþ. Ýòî è åñòü âòîðàÿ ïðè÷èíà ïîÿâëåíèÿ ãðåáíåâîé ðåãðåññèè - ïîïûòêà
ðåøèòü ïðîáëåìó ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòè.

4.1.1 Ïðîáëåìà ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòè

Åñëè êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà Σ = XTX èìååò íåïîëíûé ðàíã, òî å¼ îáðàùåíèå íåâîçìîæíî.
Òîãäà ïðèõîäèòñÿ âûêèäûâàòü ëèíåéíî çàâèñèìûå ïðèçíàêè èëè ïðèìåíÿòü äðóãèå ìåòîäû.
Â ðåàëüíîñòè ÷àùå âñòðå÷àåòñÿ ïðîáëåìà ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòè - êîãäà ìàòðèöà Σ
èìååò ïîëíûé ðàíã, íî áëèçêà ê êàêîé-òî ìàòðèöå íåïîëíîãî ðàíãà. Òîãäà ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî
Σ - ìàòðèöà íåïîëíîãî ïñåâäîðàíãà èëè ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ïëîõî îáóñëîâëåííîé. Ïðèçíàêîì
ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòè ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ó ìàòðèöû Σ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, áëèçêèõ ê
íóëþ.

13



×èñëî îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû Σ åñòü

µ(Σ) = ‖Σ‖
∥∥Σ−1

∥∥ =

max
u:‖u‖=1

‖Σu‖

min
u:‖u‖=1

‖Σu‖
=
λmax
λmin

,

ãäå λmax è λmin - ìàêñèìàëüíîå è ìèíèìàëüíîå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû Σ, ãäå âñå
íîðìû åâêëèäîâû. Ìàòðèöà ñ÷èòàåòñÿ ïëîõî îáóñëîâëåííîé, åñëè µ(Σ) & 102...104 Îáðàùåíèå
òàêîé ìàòðèöû íåóñòîé÷èâî.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ â ôîðìóëå (2.3) áëèçêèå ê íóëþ ñîáñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ îêàçûâàþòñÿ â çíàìåíàòåëå, â ðåçóëüòàòå ðàñòåò íîðìà âåêòîðà êîýôôèöè-
åíòîâ ŵ, ïîÿâëÿþòñÿ áîëüøèå ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå
êîýôôèöèåíòû. ÌÍÊ-ðåøåíèå ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâûì - ìàëûå ïîãðåøíîñòè â èçìåðåíèè
ïðèçíàêîâ èëè îòâåòîâ íà îáúåêòàõ îáó÷àþùåé âûáîðêè ìîãóò ñóùåñòâåííî èçìåíèòü âåê-
òîð ðåøåíèÿ ŵ. Ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòü âûçûâàåò íåóñòîé÷èâîñòü è ïåðåîáó÷åíèå, à òàêæå è
íåèíòåðïðåòèðóåìîñòü êîýôôèöèåíòîâ, òàê êàê ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå êîýôôèåöèåíòà wj
ñòàíîâèòñÿ íåâîçìîæíî ñóäèòü î ñòåïåíè âàæíîñòè j-ãî ïðèçíàêà.

4.1.2 Ãðåáíåâàÿ ðåãðåññèÿ è ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå

Âûðàçèì ðåøåíèå (4.1) ÷åðåç ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå:

ŵα = (UD2UT + αIn)−1UDV Ty = U(D2 + αIn)−1DV Ty =
n∑
j=1

√
λj

λj + α
uj(v

T
j y).

Òåïåðü íàéä¼ì ÌÍÊ-àïïðîêñèìàöèþ öåëåâîãî âåêòîðà y:

Xŵα = V DUT ŵα =
n∑
j=1

√
λj

λj + α
vj(v

T
j y).

Êàê è ïðåæäå â (2.2), àïïðîêñèìàöèÿ ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà y ïî áàçèñó ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû XXT . Òîëüêî òåïåðü ïðîåê-

öèè íà ñîáñòâåííûå âåêòîðû ñîêðàùàþòñÿ, óìíîæàÿñü íà

√
λj

λj+α
∈ (0, 1). Â ñðàâíåíèè ñ (2.3)

óìåíüøàåòñÿ è íîðìà âåêòîðà êîýôôèöèåíòîâ:

‖ŵα‖2 =
∥∥D2(D2 + αIn)−1D−1V Ty

∥∥2
=

n∑
j=1

1

λj + α
(vTj y)2 <

n∑
j=1

1

λj
(vTj y)2 = ‖ŵ‖2

Ïðîèçâåäåì öåíòðèðîâàíèå äàííûõ:

• Êàæäîå xji çàìåíÿåòñÿ íà xji − x̄j (i = 1, 2, ..., n; j = 1, 2, ..., p)

• Â êà÷åñòâå w0 âûáèðàåòñÿ ȳ, ãäå

x̄j =
1

n

n∑
i=1

xji , ȳ =
n∑
i=1

yi.

Ïóñòü öåíòðèðîâàíèå óæå áûëî îñóùåñòâëåíî öåíòðèðîâàíèå, ñëåäîâàòåëüíî, X èìååò p(à íå
p+ 1) ñòîëáöîâ.

Òåïåðü ðàññìîòðèì êàê çàâèñÿò îò äàííûõ dj.
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Âûáîðî÷íàÿ ìàòðèöà êîâàðèàöèé ðàâíà S = XTX
n

, îòêóäà

S =
1

n
XTX =

1

n
V DUTUDV T = V · D

2

n
· V T

Èòàê, ñòîëáöû v1, v2, ..., vp ìàòðèöû V ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñîáñòâåííûé áàçèñ ìàòðèöû êî-
âàðèàöèé S,
d2j
n
- ñîáñòâåííûå ÷èñëà ýòîé ìàòðèöû. Âåêòîðû vj íàçûâàþòñÿ òàêæå ãëàâíûìè êîìïîíåí-

òàìè (principal components) äëÿ äàííûõ X.

Ïóñòü zj = Xvj.
Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî

V ar(zj) = V ar(Xvj) =
d2
j

n
, zj = Xvj = djuj.

Ïåðâàÿ ãëàâíàÿ êîìïîíåíòà u1 îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî z1 èìååò ìàêñèìàëüíóþ äèñïåð-
ñèþ ñðåäè âñåõ íîðìèðîâàííûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ñòîëáöîâ ìàòðèöû X.
Âåêòîð uj âûáðàí ñðåäè âñåõ âåêòîðîâ, îðòîãîíàëüíûõ u1, ..., uj−1, òàê, ÷òî zj èìååò ìàêñè-
ìàëüíóþ äèñïåðñèþ.
Âåêòîð zp èìååò ìèíèìàëüíóþ äèñïåðñèþ.
Òàêèì îáðàçîì, ìàëûå ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà dj ñîîòâåòñòâóþò íàïðàâëåíèÿì vj, äëÿ êîòîðûõ
ìàëà äèñïåðñèÿ âåëè÷èíû zj, è ãðåáíåâàÿ ðåãðåññèÿ îñóùåñòâëÿåò íàèáîëüøåå óìåíüøåíèå
ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïîíåíò.

Ðèñ. 4.1: Ïðèìåð ðàáîòû ìåòîäà ãëàâíûõ êîìïîíåíò

4.1.3 Ïîíÿòèå ýôôåêòèâíîé ðàçìåðíîñòè

Ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà α âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ ŵα ñòàíîâèòñÿ âñ¼ áîëåå óñòîé÷èâûì
è æ¼ñòêî îïðåäåë¼ííûì. Â ñóùíîñòè, ïðîèñõîäèò ïîíèæåíèå ýôôåêòèâíîé ðàçìåðíîñòè ðå-
øåíèÿ - ýòî âòîðîé ñìûñë òåðìèíà ¾ñæàòèå¿. Äîêàçàíî, ÷òî ðîëü ðàçìåðíîñòè èãðàåò ñëåä
ìàòðèöû X(XTX)−1XT . Òîãäà, â íåðåãóëÿðèçîâàííîì ñëó÷àå èìååì

trX(XTX)−1XT = tr(XTX)−1XTX = trIn = n

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ðåãóëÿðèçàöèè ýôôåêòèâíàÿ ðàçìåðíîñòü ïðèíèìàåò çíà÷åíèå îò 0 äî n,
íå âñåãäà öåëîå, è óáûâàåò ïðè âîçðàñòàíèè α :

nef = tr X(XTX + αIn)−1XT = tr diag(

√
λj

λj + α
) =

n∑
j=1

√
λj

λj + α
< n.
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4.2 Ëàññî Òèáøèðàíè

Åù¼ îäèí ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè ïîñòàíîâêîé çàäà÷è ñõîæ ñ ãðåáíåâîé ðåãðåññèåé, íî ïðè-
âîäèò ê ñîâåðøåííî äðóãîìó ïîâåäåíèþ âåêòîðà êîýôôèöèåíòîâ. Âìåñòî äîáàâëåíèÿ ðåãó-
ëÿðèçàòîðà ê ôóíêöèîíàëó êà÷åñòâà ââîäèòñÿ îãðàíè÷åíèå-íåðàâåíñòâî, êîòîðîå çàïðåùàåò
÷ðåçìåðíî áîëüøèå àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ:

RSS(w) = ‖Xw − y‖2 → min
w

n∑
j=1

|wj| ≤ χ

ãäå χ - ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè. Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ χ îãðàíè÷åíèå (1) ñòàíîâèòñÿ ñòðî-
ãèì íåðàâåíñòâîì, è ðåøåíèå ñîâïàäàåò ñ ÌÍÊ-ðåøåíèåì. ×åì ìåíüøå χ, òåì áîëüøå êîýô-
ôèöèåíòîâ wj ñòàíîâÿòñÿ íóëåâûìè.
Ïðîèñõîäèò îòáîð (ñåëåêöèÿ) ïðèçíàêîâ, ïîýòîìó ïàðàìåòð χ íàçûâàþò åù¼ ñåëåêòèâíîñòüþ.
Ïàðàìåòð χ îãðàíè÷èâàåò âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ, ëèøàÿ åãî èçáûòî÷íûõ ñòåïåíåé ñâîáî-
äû. Îòñþäà è íàçâàíèå ìåòîäà - ëàññî (LASSO, least absolute shrinkage and selection
operator).

Ýòó çàäà÷ó ìîæíî ïðåäñòàâèòü íåìíîãî â äðóãîì âèäå. Çàïèñûâàåì wj êàê

wj = w+
j − w−j ,

ãäå w+
j ≥ 0 è w−j ≥ 0, |wj| = w+

j + w−j

Ïîëó÷èëè íîâóþ çàäà÷ó: 

RSS(w) = ‖Xw − y‖2 → min
w

n∑
j=1

(w+
j + w−j ) ≤ χ

w+
j ≥ 0

w−j ≥ 0

×åì ìåíüøå χ, òåì áîëüøå îãðàíè÷åíèé îáðàùàþòñÿ â ðàâåíñòâà w+
j = w−j = 0, ÷òî

ñîîòâåòñòâóåò îáíóëåíèþ êîýôôèöèåíòà wj è èñêëþ÷åíèþ j-ãî ïðèçíàêà.

4.2.1 Íàõîæäåíèå ðåøåíèÿ

Çàôèêñèðóåì χ.
Çàäà÷ó ìîæíî ðåøàòü, ïîñëåäîâàòåëüíî ââîäÿ îãðàíè÷åíèÿ-íåðàâåíñòâà è òðåáóÿ îò ðåøåíèÿ
óäîâëåòâîðåíèÿ óñëîâèé Êóíà-Òàêåðà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç δi, i = 1, ..., 2n - n-ìåðíûå âåêòîðû âèäà (±1, ...,±1). Òîãäà óñëîâèÿ
n∑
j=1

|wj| ≤

χ ýêâèâàëåíòíû δTi w ≤ χ äëÿ âñåõ i.

Äëÿ çàäàííîãî âåêòîðà w, ïóñòü E = {i : δTi = t}, I = {i : δTi < t},ãäå E - íàáîð èíäåêñîâ,
ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàâåíñòâàì, I - íàáîð èíäåêñîâ,äëÿ êîòîðûõ íåðàâåíñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ.
Âûäåëèì ìàòðèöó GE , ñòðîêàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû δi , ãäå i ∈ E. Ïóñòü 1 - âåêòîð
èç åäèíèö äëèííîé, ðàâíîé ÷èñëó ñòðîê â GE.

1. Íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå äëÿ àëãîðèòìà: E = i0, ãäå δi0 = sign(w0), w0 - îöåíêà ïàðà-
ìåòðîâ ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ áåç ââåäåíèÿ îãðàíè÷åíèé.

2. Íàõîæäåíèå wnew, ìèíèìèçèðóþùåãî RSS(w) ïðè GEw ≤ 1χ.

3. Ïîêà
n∑
j=1

|wnewj | > χ.
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4. Äîáàâèòü i â íàáîð E. ãäå δi = sign(wnew).

5. Ïîâòîðÿòü øàãè 2-4 ïîêà ïðîöåññ íå ñîéäåòñÿ.

Ïðîöåäóðà ñõîäèòñÿ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ, òàê êàê íà êàæäîì øàãå äîáàâëÿåòñÿ ïî îäíîìó
ýëåìåíòó è ÷èñëî äîáàâëÿåìûõ ýëåìåíòîâ êîíå÷íî.
Ðåøåíèå, ïîëó÷àåìîå íà ïîñëåäíåì øàãå, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì âñåé çàäà÷è, òàê êàê óñëîâèÿ
Êóíà-Òàêåðà ñîáëþäåíû äëÿ íàáîðîâ E è I.

4.3 Ñðàâíåíèå ëàññî è ãðåáíåâîé ðåãðåññèè

Îáà ìåòîäà ýôôåêòèâíî ðåøàþò ïðîáëåìó ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòè. Ãðåáíåâàÿ ðåãðåññèÿ èñ-
ïîëüçóåò âñå ïðèçíàêè, ñòàðàÿñü ìàêñèìàëüíî ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàòü èìåþùóþñÿ èí-
ôîðìàöèþ. Ëàññî ïðîèçâîäèò îòáîð ïðèçíàêîâ, ÷òî ýôôåêòèâíåå, åñëè ñðåäè ïðèçíàêîâ åñòü
øóìîâûå. Íà Ðèñ 4.2, ëåâûé ãðàôèê ñîîòâåòñòâóåò ãðåáíåâîé ðåãðåññèè, ïðàâûé - ëàññî.
Îñëàáëåíèå ðåãóëÿðèçàöèè âåä¼ò ê óìåíüøåíèþ îøèáêè íà îáó÷åíèè è óâåëè÷åíèþ íîðìû
âåêòîðà êîýôôèöèåíòîâ. Ïðè ýòîì îøèáêà íà êîíòðîëå â êàêîé-òî ìîìåíò ïðîõîäèò ÷åðåç
ìèíèìóì, è äàëåå òîëüêî âîçðàñòàåò - ýòî è åñòü ïåðåîáó÷åíèå.

Ãðåáíåâàÿ ðåãðåññèÿ Ëàññî

Ðèñ. 4.2: Çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòîâ ëèíåéíîé ìîäåëè îò ïàðàìåòðà nef äëÿ ãðåáíåâîé ðå-
ãðåññèè è îò ïàðàìåòðà χ äëÿ ëàññî Òèáøèðàíè

4.4 Ìåòîä íàèìåíüøèõ óãëîâ

Ìåòîä íàèìåíüøèõ óãëîâ (àíãë. least angle regression, LARS) ÿâëÿåòñÿ åùå îäíèì àë-
ãîðèòìîì ïîñòðîåíèÿ ðåãðåññèîííîé ìîäåëè. Àëãîðèòì ïðåäëîæèëè Áðåäëè Ýôðîí, Òðåâîð
Õàñòè è Ðîáåðò Òèáøèðàíè.

LARS ÿâëÿåòñÿ óëó÷øåííîé âåðñèåé ïðÿìîé øàãîâîé ðåãðåññèè. Ïðè áîëüøîì êîëè÷åñòâå
ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ âîçíèêàåò ïðîáëåìà íåóñòîé÷èâîãî îöåíèâàíèÿ âåñîâ ìîäåëè. LARS
ïðåäëàãàåò ìåòîä âûáîðà è îöåíêè âåñîâ òàêîãî íàáîðà ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ, êîòîðûé èìåë
áû íàèáîëåå çíà÷èìóþ ñòàòèñòè÷åñêóþ ñâÿçü ñ çàâèñèìîé ïåðåìåííîé.

Ïðÿìàÿ øàãîâàÿ ðåãðåññèÿ ñòðîèò ìîäåëü ïîñëåäîâàòåëüíî, äîáàâëÿÿ ïî îäíîé ïåðåìåííîé.
Íà êàæäîì øàãå àëãîðèòì îïðåäåëÿåò ëó÷øóþ ïåðåìåííóþ è âêëþ÷àåò åå â òåêóùåå ïîä-
ìíîæåñòâî, à çàòåì ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ îïðåäåëÿåò âåñà äëÿ îòîáðàííûõ ïåðå-
ìåííûõ.
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Ìåòîä íàèìåíüøèõ óãëîâ, âìåñòî ïîñëåäîâàòåëüíîãî äîáàâëåíèÿ ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ, íà
êàæäîì øàãå èçìåíÿåò èõ âåñà. Âåñà óâåëè÷èâàþòñÿ òàê, ÷òîáû äîñòàâèòü íàèáîëüøóþ êîð-
ðåëÿöèþ ñ âåêòîðîì ðåãðåññèîííûõ îñòàòêîâ. Îñíîâíûì äîñòîèíñòâîì LARS ÿâëÿåòñÿ òî,
÷òî îí âûïîëíÿåòñÿ çà ÷èñëî øàãîâ, íå ïðåâûøàþùåå ÷èñëî ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ.

Ïóñòü çàäàíà âûáîðêà - ìàòðèöà X, ñòîëáöû êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþò íåçàâèñèìûì ïåðå-
ìåííûì, à ñòðîêè - ýëåìåíòàì âûáîðêè è âåêòîð y, ñîäåðæàùèé ýëåìåíòû çàâèñèìîé ïåðåìåí-
íîé. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ñòîëáöîâ ìàòðèöû X êàê {x1, ..., xp}. Áóäåì ñòðîèòü ñëåäóþùóþ
ðåãðåññèîííóþ ìîäåëü

µ(xi, β) =
n∑
j=1

xjiβj = xiβ,

Êðèòåðèé êà÷åñòâà - ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ îøèáêà

S(X l, β) =
l∑

i=1

(y − µ(xi, β))2,

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω òåêóùèé íàáîð àêòèâíûõ ïðèçíàêîâ. Íà j-ì øàãå òîëüêî j âõîäÿò â
àêòèâíûé íàáîð ïðèçíàêîâ Ω.

Àëãîðèòì 4.1. Ìåòîä íàèìåíüøèõ óãëîâ

1. Ïðåîáðàçîâàíèå ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûå òàê, ÷òîáû îíè èìåëè íóëåâîå ñðåäíåå è åäè-
íè÷íóþ íîðìó.

xi = xi − x̄i, xi =
xi

‖xi‖
, i = 1...p

Èíèöèàëèçèðîâàòü: r = y − ȳ, β1 = 0, ..., βp = 0.

2. Íà ïåðâîì øàãå íàõîäèòñÿ ñâîáîäíàÿ ïåðåìåííàÿ xj, êîòîðàÿ èìååò íàèáîëüøóþ êîð-
ðåëÿöèþ cj ñ âåêòîðîì r. Êîððåëÿöèÿ cj âåêòîðà îñòàòêîâ r íà íåêîòîðûé ïðèçíàê xj

âû÷èñëÿåòñÿ êàê
cj = xjr

Ýòà ïåðåìåííàÿ âêëþ÷àåòñÿ â íàáîð àêòèâíûõ ïðèçíàêîâ Ω = {j}.

3. Äàëåå êàæäûé ðàç âû÷èñëÿåòñÿ åäèíè÷íûé âåêòîð u, ëåæàùèé íà áèññåêòîðå óæå âû-
áðàííûõ ïðèçíàêîâ. Àëãîðèòì ñìåùàåò òåêóùåå ïðèáëèæåíèå µΩ â íàïðàâëåíèè âåê-
òîðà u,

µnewΩ = µΩ + γu,

ãäå γ - êîýôôèöèåíò ñìåùåíèÿ, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ, ÷òî êîððåëÿöèÿ íî-
âîãî âåêòîðà îñòàòêîâ rnew = y−µnewΩ íà íåêîòîðûé íåàêòèâíûé ïðèçíàê xk áóäåò ðàâíà
êîððåëÿöèè íà âñå àêòèâíûå ïðèçíàêè, Ωnew = Ω∪{k} - íîâîå àêòèâíîå ìíîæåñòâî ïðè-
çíàêîâ. Ñìåùåíèå â íàïðàâëåíèè âåêòîðà u îáåñïå÷èâàåò ðàâåíñòâî êîððåëÿöèé âåêòîðà
îñòàòêîâ rnew íà âûáðàííûå ïðèçíàêè, èëè èíà÷å ãîâîðÿ, îáåñïå÷èâàåò ðàâåíñòâî óãëîâ
ìåæäó âåêòîðîì îñòàòêîâ è âûáðàííûìè ïðèçíàêàìè.

×åðåç (p−1) ïîâòîðåíèé ýòîãî øàãà ìû ïîëó÷èì òàêîå æå ðåøåíèå, ÷òî äàåò íàì ìåòîä
íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.
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Ðèñ. 4.3: Ïðèìåð ðàáîòû ìåòîäà íàèìåíüøèõ óãëîâ

Íà Ðèñ. 4.3 ïðîäåìîíñòèðèðîâàíà ðàáîòà àëãîðèòìà LARS â ñëó÷àå äâóõ ïðèçíàêîâ x1 è
x2. Íàçíà÷èì íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå µ0 = 0. Âåêòîð ðåãðåññèîííûõ îñòàòêîâ y − µ0 èìååò
áîëüøóþ êîððåëÿöèþ ñ âåêòîðîì x1, ÷åì ñ âåêòîðîì x2. Ïåðâûé øàã çàêëþ÷àåòñÿ â îöåíêå
µ1 = µ0 + γ1x1. Ñêàëÿð γ1 âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû âåêòîð îñòàòêîâ y−µ1 äåëèë ïîïîëàì óãîë
ìåæäó âåêòîðàìè x1 è x2. Äàëåå ïîëó÷àåì çíà÷åíèå µ2 = µ1 + γ2u2, ãäå u2 - íîðìèðîâàííûé
âåêòîð, äåëÿùèé ýòîò óãîë ïîïîëàì.
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Ãëàâà 5

Ìåòîäû ñîêðàùåíèÿ ðàçìåðíîñòè äàííûõ

Î÷åíü ÷àñòî ïðè áîëüøîì êîëè÷åñòâå ïðèçíàêîâ, ýòè ñàìûå ïðèçíàêè áûâàþò ñèëüíî âçà-
èìîñâÿçàíû. Ìåòîäû, îïèñàííûå â ýòîì ðàçäåëå, ñòðîÿò íåáîëüøîå êîëè÷åñòâî ëèíåéíûõ
êîìáèíàöèé zj, j = 1, ...,m, êîòîðûå çàìåíÿþò èñõîäíîå ìíîæåñòâî ïðèçíàêîâ.Àëãîðèòìû â
ýòîì ðàçäåëå îïèñûâàþò ïîñòðîåíèå òàêèõ ëèíåíûõ êîìáèíàöèé.

5.1 Ìåòîä Ãëàâíûõ Êîìïîíåíò

Ìåòîä ãëàâíûõ êîìïîíåíò - ýòî îäèí èç ñïîñîáîâ óìåíüøåíèÿ ðàçìåðíîñòè, êîòîðûé çàêëþ-
÷àåòñÿ â ïåðåõîäå ê íîâîìó îðòîãîíàëüíîìó áàçèñó, îñè êîòîðîãî îðèåíòèðîâàíû ïî íàïðàâ-
ëåíèÿì ìàêñèìàëüíîé äèñïåðñèè íàáîðà âõîäíûõ äàííûõ. Âäîëü ïåðâîé îñè íîâîãî áàçèñà
äèñïåðñèÿ ìàêñèìàëüíà, âòîðàÿ îñü ìàêñèìèçèðóåò äèñïåðñèþ ïðè óñëîâèè îðòîãîíàëüíîñòè
ïåðâîé îñè, è ò.ä., ïîñëåäíÿÿ îñü èìååò ìèíèìàëüíóþ äèñïåðñèþ èç âñåõ âîçìîæíûõ. Òàêîå
ïðåîáðàçîâàíèå ïîçâîëÿåò ïîíèæàòü ðàçìåðíîñòü ïóòåì îòáðàñûâàíèÿ òåõ êîîðäèíàò, êîòî-
ðûå ñîîòâåòñòâóþò íàïðàâëåíèÿì ñ ìèíèìàëüíîé äèñïåðñèåé. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî åñëè íàì
íàäî îòêàçàòüñÿ îò îäíîãî èç áàçèñíûõ âåêòîðîâ, òî ëó÷øå, åñëè ýòî áóäåò òîò âåêòîð, âäîëü
êîòîðîãî íàáîð âõîäíûõ äàííûõ ìåíÿåòñÿ ìåíåå çíà÷èòåëüíî.
Ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî â îñíîâå ìåòîäà ãëàâíûõ êîìïîíåíò ëåæàò ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ:

• Ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ðàçìåðíîñòü äàííûõ ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî ïîíèæåíà
ïóòåì ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

• Ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî áîëüøå âñåãî èíôîðìàöèè íåñóò òå íàïðàâëåíèÿ, â êîòîðûõ
äèñïåðñèÿ âõîäíûõ äàííûõ ìàêñèìàëüíà.

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ýòè óñëîâèÿ íå âñåãäà âûïîëíÿþòñÿ. Íàïðèìåð, åñëè òî÷êè âõîäíîãî
ìíîæåñòâà ðàñïîëàãàþòñÿ íà ïîâåðõíîñòè ãèïåðñôåðû, òî íèêàêîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå
íå ñìîæåò ïîíèçèòü ðàçìåðíîñòü. Ýòî íåäîñòàòîê â ðàâíîé ìåðå ñâîéñòâåíåí âñåì ëèíåéíûì
àëãîðèòìàì è ìîæåò áûòü ïðåîäîëåí çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ôèêòèâíûõ
ïåðåìåííûõ, ÿâëÿþùèõñÿ íåëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè îò ýëåìåíòîâ íàáîðà âõîäíûõ äàííûõ.

Âòîðîé íåäîñòàòîê ìåòîäà ãëàâíûõ êîìïîíåíò ñîñòîèò â òîì, ÷òî íàïðàâëåíèÿ, ìàêñèìè-
çèðóþùèå äèñïåðñèþ, äàëåêî íå âñåãäà ìàêñèìèçèðóþò èíôîðìàòèâíîñòü. Ìîæíî ðàññìî-
ðåòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó - ïåðåìåííàÿ ñ ìàêñèìàëüíîé äèñïåðñèåé íå íåñåò ïî÷òè íèêàêîé
èíôîðìàöèè, â òî âðåìÿ êàê ïåðåìåííàÿ ñ ìèíèìàëüíîé äèñïåðñèåé ïîçâîëÿåò ïîëíîñòüþ
ðàçäåëèòü êëàññû. Ìåòîä ãëàâíûõ êîìïîíåíò â äàííîì ñëó÷àå îòäàñò ïðåäïî÷òåíèå ïåðâîé
(ìåíåå èíôîðìàòèâíîé) ïåðåìåííîé. Ýòîò íåäîñòàòîê òåñíî ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî ìåòîä ãëàâíûõ
êîìïîíåíò íå îñóùåñòâëÿåò ëèíåéíîå ðàçäåëåíèå êëàññîâ, ëèíåéíóþ ðåãðåññèþ èëè èíûå
ïîäîáíûå îïåðàöèè - îí âñåãî ëèøü ïîçâîëÿåò îïòèìàëüíûì îáðàçîì âîññòàíîâèòü âõîäíîé
âåêòîð íà îñíîâå íåïîëíîé èíôîðìàöèè î íåì. Âñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ, ñâÿçàííàÿ
ñ âåêòîðîì èãíîðèðóåòñÿ.
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Îïèñàíèå ìåòîäà

Â ïóíêòå 4.1.2 óæå ââîäèëîñü îïðåäåëåíèå ãëàâíûõ êîìïîíåíò.
Ðàññìîòðèì ðåãðåññèþ y îòíîñèòåëüíî z1, ..., zm, ãäå m ≤ p. Òàê êàê âåêòîðû z1, z2, ..., zm
ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû, òî

ypcr = ȳ +
m∑
j=1

θmzm, w
pcr(m) =

m∑
j=1

θmvm, θm =
< y, zm >

< zm, zm >
.

Ðåãðåññèÿ ìåòîäîì ãëàâíûõ êîìïîíåíò èìååò ìíîãî îáùåãî ñ ãðåáíåâîé ðåãðåññèåé.

• ãðåáíåâàÿ ðåãðåññèÿ óìåíüøàåò êîýôôèöèåíòû ãëàâíûõ êîìïîíåíò ìàòðèöû X, ïðè
ýòîì ÷åì ìåíüøå ñèíãóëÿðíîå çíà÷åíèå, òåì â áîëüøåé ñòåïåíè óìåíüøàåòñÿ êîýýôè-
öèåíò.

• ðåãðåññèÿ ìåòîäîì ãëàâíûõ êîìïîíåíò ïðîñòî îòáðàñûâàåò êîìïîíåíòû, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ìåíüøèì p−m ñèíãóëÿðíûì ÷èñëàì.

5.2 ×àñòè÷íûå íàèìåíüøèå êâàäðàòû

Ìåòîä ãëàâíûõ êîìïîíåíò ñìîòðèò òîëüêî íà âåëè÷èíó äèñïåðñèè xj è íå àíàëèçèðóåò âåêòîð
y. Ìåòîä ÷àñòè÷íûõ íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ íàõîäèò íàïðàâëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå áîëüøîé
äèñïåðñèè xj è èìåþùèå áîëüøóþ êîððåëÿöèþ ñ îòêëèêîì y.
Ïóñòü y öåíòðèðîâàíû è xj íîðìàëèçîâàíî òàê, ÷òî èìååò ñðåäíåå 0, äèñïåðñèþ 1.

1: y(0) := ȳ
2: x

(0)
j := xj (j = 1, 2, ...p)

3: äëÿ m = 1, . . . , p

4: zm :=
p∑
j=1

φmjx
(
jm− 1), ãäå φmj =< y, xm−1

j >

5: y(m) := y(m−1) + θmzm, ãäå θm = <y,zm>
<zm,zm>

6: x
(m)
j := x

(m−1)
j − <x

(
jm−1),zm>

<zm,zm>
zm(j = 1, ..., p)

7: Âîçâðàòèòü y(m)(m = 1, ...p) è wplsjm =
m∑
l=1

φljθl

Â èòîãå, íà âûõîäå àëãîðèòìà ïîëó÷àåì ðåøåíèå y(m) =
p∑
j=1

wplsjmxj(m = 1, .., p)

Ðèñ. 5.1: Ñðàâíåíèå ìåòîäà ãëàâíûõ êîìïîíåíò è ÷àñòè÷íûõ íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ

Íà ðèñóíêå 5.1 ïðåäñòàâëåíà ðàáîòà 2-õ ìåòîäîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ äàííûõ. Ìîæíî çàìå-
òèòü, ÷òî ïðè ìàëåíüêîì ÷èñëå êîìïîíåíò ëó÷øå ðàáîòàåò ìåòîä ÷àñòè÷íûõ íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ.
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Çàêëþ÷åíèå

Ìíîãèå ìåòîäû èñõîäÿò èç îäíèõ è òåõ æå èäåé, íî íåìíîãî îòëè÷àþòñÿ ðåàëèçàöèåé. Íàïðè-
ìåð, ãðåáíåâàÿ ðåãðåññèÿ óìåíüøàåò êîýôôèöèåíòû ãëàâíûõ êîìïîíåíò ìàòðèöû, ïðè ýòîì
÷åì ìåíüøå ñèíãóëÿðíîå çíà÷åíèå, òåì â áîëüøåé ñòåïåíè óìåíüøàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèé
êîýôôèöèåíò. Ðåãðåññèÿ ìåòîäîì ãëàâíûõ êîìïîíåíò îñòàâëÿåò êîìïîíåíòû, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèåm ìàêñèìàëüíûì ñèíãóëÿðíûì ÷èñëàì, à îñòàëüíûå îòáðàñûâàåò. Èíòåðåñíî, ÷òî ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî ìåòîä ÷àñòè÷íûõ íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ òàêæå ñòðåìèòñÿ óìåíüøèòü êîýýôè-
öèåíòû íàïðàâëåíèé ñ íèçêîé äèñïåðñèåé, íî îí ìîæåò ïîâûñèòü êîýôôèöèåíòû ïðè íåêî-
òîðûõ êîìïîíåíòàõ ñ âûñîêîé äèñïåðñèåé. Ýòî ìîæåò ñäåëàòü ìåòîä ÷àñòè÷íûõ íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ íåìíîãî íåóñòîé÷èâûì, è îæèäàåìàÿ îøèáêà ó íåãî íåìíîãî âûøå, ÷åì ó ãðåá-
íåâîé ðåãðåññèè. Ïîëíîå èññëåäîâàíèå ïðîâåëè Ôðàíê è Ôðèäìàí (1993). Àâòîðû ïðèõîäÿò
ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî äëÿ ìèíèìèçàöèè îøèáêè ïðîãíîçà, ãðåáíåâàÿ ðåãðåññèÿ, êàê ïðàâè-
ëî, ïðåäïî÷òèòåëüíåå ìåòîäîâ îòáîðà ïîäìíîæåñòâ, ìåòîäà ãëàâíûõ êîìïîíåíò è ÷àñòè÷íûõ
íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

Îäíàêî óëó÷øåíèå ïî ñðàâíåíèþ ñ äâóìÿ ïîñëåäíèìè ìåòîäàìè ñîâñåì íåçíà÷èòåëüíî. Ïîä-
âîäÿ èòîã, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ìåòîäû ãðåáíåâîé ðåãðåññèè, ÷àñòè÷íûõ íàèìåíüøèõ êâàä-
ðàòîâ è ãëàâíûõ êîìïîíåíò, êàê ïðàâèëî, ïîêàçûâàþò ïðàêòè÷åñêè îäèíàêîâûå ðåçóëüòàòû.
Ãðåáíåâàÿ ðåãðåññèÿ ìîæåò áûòü ïðåäïî÷òèòåëüíåé, òàê êàê óìåíüøàåòñÿ êîýôôèöèåíòû
ïëàâíî, à íå ñêà÷êîîáðàçíî. Ëàññî Òèáøèðàíè íàõîäèòñÿ ãäå-òî ìåæäó ãðåáíåâîé ðåãðåññèåé
è íàèëó÷øèì ïîäìíîæåñòâîì, è âêëþ÷àåò â ñåáÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà êàæäîãî èç íèõ.
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