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Hidden Markov Model
Joint Distribution

p(O,S |β) =
K∏

k=1

p(s1,k = 1, π)s1,k
Tm∏
t=2

K∏
i=1

K∏
j=1

p(st,j = 1|st−1,i = 1,T )st−1,i st,j

Tm∏
t=1

K∏
k=1

p(ot |θk)st,k =
K∏

k=1

πk
s1,k

Tm∏
t=2

K∏
i=1

K∏
j=1

Ti ,j
st−1,i st,j

Tm∏
t=1

K∏
k=1

p(ot |θk)st,k

β = {π,T , θ}
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Hidden Markov Model
EM algorithm

logp(O|β)→ max
β

Общая схема:

E-step: p(S |O, β̂)

M-step: β̂new = argmax
β

Ep(s|o,β̂)log p(O,S |β)
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Hidden Markov Model
Observation distribution

Распределение на наблюдаемые переменные:
p(ot |µk , σk) =

∏N
n=1 p(ont |µnk , σnk)

p(ont |µnk , σnk) = N (µnk , (σ
n
k)2)

Параметры распределения: θk = {µnk , σnk}Nn=1
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Hidden Markov Model
Подбор количества кластеров

Пусть наблюдения Otest следуют прямо за Otrain

Тогда качество работы алгоритма можно оценить с помощью:
pK (Otrain|β) =

∫
s
p(Otrain,Strain|β)dS

pK (Otest |Otrain, β) =

∫
s
p(Otrain,Otest ,Strain,Stest |β)dS∫

s
p(Otrain,Strain|β)dS
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HMM with prior

HMM c априорым распределением на T , π, θ:

Tk ∼ Dir(αt) k = {1, ...K}
π ∼ Dir(απ)
θk ∼ N − Γ−1(α, β, λ, µ): µnk ∼ N (µ, (σnk)2/λ); (σnk)2 ∼ Γ−1(α, β)

Сокурский Юрий (ВМК МГУ) Вариационный вывод для непараметрической скрытой марковской модели.29.04.2014 7 / 26



Dirichlet Process

Процесс Дирихле над пространством S: случайный процесс, с
помощью которого можно породить вероятностные меры над S.
Пусть G0 - вероятностная мера в пространстве S, α > 0
X ∼ DP(α,G0), если
Для любого разбиения пространства S: {Bi}Ni=1

(X (B1), ...,X (BN)) ∼ Dirichlet(αG0(B1), ..., αG0(BN))
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Stick breaking
TSBP

Stick breaking process:

p̂j ∼ Beta(1, α) j = {1, ...∞}, θj ∼ G0

pj = p̂j
j−1∏
i=1

(1− p̂i ) j = {1, ...∞}

p(θ) =
∞∑
j=1

pjδθj (θ)

Truncated stick breaking process (TSBP):

p̂j ∼ Beta(1, α) j = {1, ...K − 1}, p̂K = 1

pj = p̂j
j−1∏
i=1

(1− p̂i ) j = {1, ...K}
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iHMM
based on stick breaking

Схема iHMM:

T̂k,j ∼ Beta(1, αt) k = {1, ...K},j = {1, ...K − 1}
π̂k ∼ Bets(1, απ)k = {1, ...K − 1}

Tk,j = T̂k,j

j−1∏
i=1

(1− T̂k,i ) k, j = {1, ...K}

πk = π̂k
k−1∏
i=1

(1− π̂i ) k = {1, ...K}
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iHMM
sample transition matrix
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iHMM
sample transition matrix
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Variational Inference
Мотивация

Наблюдаемые переменные: o, скрытые: h
p(h|o) = p(h,o)

p(o)

p(o) =
∫
h

p(o, h)dh - экспоненциальная сложность.

Преимущество вариационного вывода: быстрая монотонная
сходимость
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Variational Inference
ELBO

p(o) = p(h,o)
p(h|o) . Приблизим p(h|o) с помощью q(h) =

M∏
m=1

q(hm).

KL(q(h)||p(h|o))→ min
q

log p(o) = log
∫
h

p(o, h)dh ≥

Eq log
p(o,h)
q(h) = Eq log p(o, h)− Eq log q(h) = ELBO(o, q)

{evidence lower bound - нижняя оценка на log p(o)}

Изветно, что: KL(q(h)||p(h|o))→ min
q
⇔ ELBO(o, q(h))→ max

q
,

где KL(q(h)||p(h|o)) = Eq log
q(h)
p(h|o)
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Variational Inference
Mean-Field algorithm

Максимизация ELBO:

L = ELBO(o, q(h)) =
∫
h

M∏
i=1

q(hi )log p(h, o)dh −
M∑
i=1

Ei log q(hi )

(Ei = Eq(hi )).

Используя p(h, o) = p(o)
M∏
i=1

p(hi |h1:(i−1), o).

Получим L = Lj + const(hj), где Lj = Eq log p(hj |h−j , o)− Eqj log q(hj)

По очереди будем максимизировать Lj .
dLj

dq(hj )
= 0⇒

q∗(hj) ∝ exp{E−j log p(hj |h−j , o)}.
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Variational Inference
iHMM

Скрытые переменные: h = {s, T̂ , π̂, θ}

Вариационное приближение: q(h) =
Tm∏
t=1

K∏
k=1

q(skt = 1|γkt )s
k
t

K−1∏
k=1

q(π̂k |βkπ)

K∏
k=1

K−1∏
j=1

q(T̂k,j |βk,jT )
K∏

k=1

q(θk |Gk)

q(π̂k) ∼ Beta
q(T̂k,j) ∼ Beta
q(skt = 1|γkt ) = γkt
q(θk |Gk) = Gk(θk)
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Данные

Распределение на наблюдаемую переменную:
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iHMM подбор αt

Усреднено на 10-ти запусках.Сокурский Юрий (ВМК МГУ) Вариационный вывод для непараметрической скрытой марковской модели.29.04.2014 18 / 26



iHMM крайние значения на 10 запусках
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iHMM среднее кол-во кластеров
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Сравнение с HMM
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Матрица переходов для лучшего αt
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Кластеризация для лучшего αt
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Выводы

iHMM позволяет оценить количество кластеров
Вариационное приближение не сильно понизило качество
Вариационное приближение повысило устойчивость к
некорректным параметрам (HMM).
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EM algorithm for HMM

Формулы для параметров:
E-step: γt(st) = p(st), ξt−1,t(st−1, st) = p(st−1, st) (маргинальные
распределения считаются с помощью message passing)

M-step: Ti ,j =

Tm∑
t=2

ξt−1,t(i ,j)

Tm∑
t=2

γt−1(i)

πk = γ1(k),

µ̂nk =

Tm∑
t=1

γkt o
n
t

Tm∑
t=1

γkt

, (σ̂nk)2 =

Tm∑
t=1

γkt (o
n
t −µ̂nk )

2

Tm∑
t=1

γkt

.
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Variational inference for iHMM

Совместное распределение: log p(o, s, T̂ , π̂, θ|αt , απ,G0) =
T∑
t=1

K∑
k=1

skt log p(ot |θk)+
K∑

k=1

sk1 log p(sk1 = 1|p̂i)+

T∑
t=1

K∑
i=1

K∑
j=1

s it−1s
j
t log p(s jt = 1|s it−1 = 1, T̂ )+

K∑
k=1

log p(θk |G0)+

K−1∑
k=1

log p(πk |απ) +
K−1∑
k=1

K∑
j=1

log p(T̂j ,k |αt)
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