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Çàäà÷è âûáîðà ïðèçíàêîâ, ìîäåëè, ìåòîäà îáó÷åíèÿ

Äàíî: X � ïðîñòðàíñòâî îáúåêòîâ; Y � ìíîæåñòâî îòâåòîâ;

X ℓ = (xi , yi )
ℓ
i=1 � îáó÷àþùàÿ âûáîðêà, yi = y∗(xi );

At = {a : X → Y } � ìîäåëè àëãîðèòìîâ, t ∈ T ;

µt : (X × Y )ℓ → At � ìåòîäû îáó÷åíèÿ, t ∈ T .

Íàéòè: ìåòîä µt ñ íàèëó÷øåé îáîáùàþùåé ñïîñîáíîñòüþ.

×àñòíûå ñëó÷àè:

âûáîð ëó÷øåé ìîäåëè At (model seletion);

âûáîð ìåòîäà îáó÷åíèÿ µt äëÿ çàäàííîé ìîäåëè A

(â ÷àñòíîñòè, îïòèìèçàöèÿ ãèïåðïàðàìåòðîâ);

îòáîð ïðèçíàêîâ (features seletion):

F =
{
fj : X → Dj : j = 1, . . . , n

}
� ìíîæåñòâî ïðèçíàêîâ;

ìåòîä îáó÷åíèÿ µJ èñïîëüçóåò òîëüêî ïðèçíàêè J ⊆ F .
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Êàê îöåíèòü êà÷åñòâî îáó÷åíèÿ ïî ïðåöåäåíòàì?

L (a, x) � �óíêöèÿ ïîòåðü àëãîðèòìà a íà îáúåêòå x ;

Q(a,X ℓ) = 1
ℓ

ℓ∑

i=1

L (a, xi) � �óíêöèîíàë êà÷åñòâà a íà X ℓ
.

Âíóòðåííèé êðèòåðèé îöåíèâàåò êà÷åñòâî íà îáó÷åíèè X ℓ
:

Qµ(X
ℓ) = Q

(
µ(X ℓ),X ℓ

)
.

Íåäîñòàòîê: ýòà îöåíêà ñìåùåíà, ò.ê. µ ìèíèìèçèðóåò å¼ æå.

Âíåøíèé êðèòåðèé îöåíèâàåò êà÷åñòâî ¾âíå îáó÷åíèÿ¿,

íàïðèìåð, ïî îòëîæåííîé (hold-out) êîíòðîëüíîé âûáîðêå X k
:

Qµ(X
ℓ,X k) = Q

(
µ(X ℓ),X k

)
.

Íåäîñòàòîê: ýòà îöåíêà çàâèñèò îò ðàçáèåíèÿ X L = X ℓ ⊔ X k
.
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Îñíîâíîå îòëè÷èå âíåøíèõ êðèòåðèåâ îò âíóòðåííèõ

Âíóòðåííèé êðèòåðèé ìîíîòîííî óáûâàåò ñ ðîñòîì ñëîæíîñòè

ìîäåëè (íàïðèìåð, ÷èñëà ïðèçíàêîâ).

Âíåøíèé êðèòåðèé èìååò õàðàêòåðíûé ìèíèìóì,

ñîîòâåòñòâóþùèé îïòèìàëüíîé ñëîæíîñòè ìîäåëè.
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Êðîññ-ïðîâåðêà (ross-validation, CV)

Óñðåäíåíèå îöåíîê hold-out ïî çàäàííîìó N � ìíîæåñòâó

ðàçáèåíèé X L = X ℓ
n ⊔ X k

n , n = 1, . . . ,N:

CV(µ,X L) =
1

|N|
∑

n∈N

Qµ(X
ℓ
n ,X

k
n ).

×àñòíûå ñëó÷àè � ðàçíûå ñïîñîáû çàäàíèÿ N.

1. Ñëó÷àéíîå ìíîæåñòâî ðàçáèåíèé.

2. Ïîëíàÿ êðîññ-ïðîâåðêà (omplete ross-validation, CCV):

N � ìíîæåñòâî âñåõ C k
ℓ+k ðàçáèåíèé.

Íåäîñòàòîê: îöåíêà CCV âû÷èñëèòåëüíî ñëèøêîì ñëîæíà.

Èñïîëüçóþòñÿ ëèáî ìàëûå k , ëèáî êîìáèíàòîðíûå îöåíêè CCV.
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Ñêîëüçÿùèé êîíòðîëü è ïîáëî÷íàÿ êðîññ-ïðîâåðêà

3. Ñêîëüçÿùèé êîíòðîëü (leave one out CV): k = 1,

LOO(µ,X L) =
1

L

L∑

i=1

Qµ(X
L\{xi}, {xi}).

Íåäîñòàòêè LOO: ðåñóðñî¼ìêîñòü, âûñîêàÿ äèñïåðñèÿ.

4. Êðîññ-ïðîâåðêà ïî q áëîêàì (q-fold CV): ñëó÷àéíîå ðàçáèåíèå

X L = X ℓ1
1 ⊔ · · · ⊔ X

ℓq
q íà q áëîêîâ (ïî÷òè) ðàâíîé äëèíû,

CVq(µ,X
L) =

1

q

q
∑

n=1

Qµ

(
X L\X ℓn

n ,X ℓn
n

)
.

Íåäîñòàòêè q-fold CV:

- îöåíêà ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ðàçáèåíèÿ íà áëîêè;

- êàæäûé îáúåêò ëèøü îäèí ðàç ó÷àñòâóåò â êîíòðîëå.
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Ìíîãîêðàòíàÿ ïîáëî÷íàÿ êðîññ-ïðîâåðêà

5. Êîíòðîëü t ðàç ïî q áëîêàì (t×q-fold CV)

� ñòàíäàðò ¾äå �àêòî¿ äëÿ òåñòèðîâàíèÿ ìåòîäîâ îáó÷åíèÿ.

Âûáîðêà X L
ðàçáèâàåòñÿ t ðàç ñëó÷àéíûì îáðàçîì íà q áëîêîâ

X L = X ℓ1
s1 ⊔ · · · ⊔ X

ℓq
sq , s = 1, . . . , t, ℓ1 + · · · + ℓq = L;

CVt×q(µ,X
L) =

1

t

t∑

s=1

1

q

q
∑

n=1

Qµ

(
X L\X ℓn

sn ,X
ℓn
sn

)
.

Ïðåèìóùåñòâà t×q-fold CV:

- óâåëè÷åíèåì t ìîæíî óëó÷øàòü òî÷íîñòü îöåíêè

(êîìïðîìèññ ìåæäó òî÷íîñòüþ è âðåìåíåì âû÷èñëåíèé);

- êàæäûé îáúåêò ó÷àñòâóåò â êîíòðîëå ðîâíî t ðàç;

- îöåíèâàíèå äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ (95% ïðè t = 40).
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Êðèòåðèè íåïðîòèâîðå÷èâîñòè ìîäåëåé

Èäåÿ: Åñëè ìîäåëü âåðíà, òî àëãîðèòìû, íàñòðîåííûå ïî

ðàçíûì ÷àñòÿì äàííûõ, íå äîëæíû ïðîòèâîðå÷èòü äðóã äðóãó.

1. Ïî îäíîìó ñëó÷àéíîìó ðàçáèåíèþ X ℓ ⊔ X k = X L
, ℓ = k :

D1(µ,X
L) =

1

L

L∑

i=1

∣
∣µ(X ℓ)(xi )− µ(X k)(xi )

∣
∣.

2. Àíàëîã CVt×2: ïî t ðàçáèåíèÿì X L = X ℓ
s ⊔ X k

s , s = 1, . . . , t:

Dt(µ,X
L) =

1

t

t∑

s=1

1

L

L∑

i=1

∣
∣µ(X ℓ

s )(xi )− µ(X k
s )(xi )

∣
∣.

Íåäîñòàòêè:

- äëèíà îáó÷åíèÿ ñîêðàùàåòñÿ â 2 ðàçà;

- òðóäî¼ìêîñòü âîçðàñòàåò â 2 ðàçà.
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Êðèòåðèè ðåãóëÿðèçàöèè

�åãóëÿðèçàòîð � àääèòèâíàÿ äîáàâêà ê âíóòðåííåìó êðèòåðèþ,

îáû÷íî øòðà� çà ñëîæíîñòü (omplexity penalty) ìîäåëè A:

Q
ðåã

(µ,X ℓ) = Qµ(X
ℓ) +øòðà�(A),

Ëèíåéíûå ìîäåëè: A =
{
a(x) = sign〈w , x〉

}
� êëàññè�èêàöèÿ,

A =
{
a(x) = 〈w , x〉

}
� ðåãðåññèÿ.

L2-ðåãóëÿðèçàöèÿ (ðèäæ-ðåãðåññèÿ):

øòðà�(w) = τ‖w‖22 = τ
n∑

j=1
w2
j .

L1-ðåãóëÿðèçàöèÿ (LASSO):

øòðà�(w) = τ‖w‖1 = τ
n∑

j=1
|wj |.

L0-ðåãóëÿðèçàöèÿ (AIC, BIC):

øòðà�(w) = τ‖w‖0 = τ
n∑

j=1

[
wj 6= 0

]
.
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�àçíîâèäíîñòè L0-ðåãóëÿðèçàöèè

Èí�îðìàöèîííûé êðèòåðèé Àêàèêå (Akaike Information Criterion):

AIC(µ, x) = Qµ(X
ℓ) +

2σ̂2

ℓ
|J|,

ãäå σ̂2
� îöåíêà äèñïåðñèè îøèáêè D

(
yi − a(xi)

)
,

J � ïîäìíîæåñòâî èñïîëüçóåìûõ ïðèçíàêîâ.

Áàéåñîâñêèé èí�îðìàöèîííûé êðèòåðèé (Bayes Inform. Criterion):

BIC(µ,X ℓ) =
ℓ

σ̂2

(

Qµ(X
ℓ) +

σ̂2 ln ℓ

ℓ
|J|

)

.

Îöåíêà Âàïíèêà-×åðâîíåíêèñà (VC-bound):

VC(µ,X ℓ) = Qµ(X
ℓ) +

√

h

ℓ
ln

2eℓ

h
+

1

ℓ
ln

9

4η
,

h � VC-ðàçìåðíîñòü; äëÿ ëèíåéíûõ ìîäåëåé h = |J|;
η � óðîâåíü çíà÷èìîñòè; îáû÷íî η = 0.05.
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Ïîëíûé ïåðåáîð

Æàäíûå àëãîðèòìû

Ïîèñê â øèðèíó è ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì

Çàäà÷à îòáîðà ïðèçíàêîâ ïî âíåøíåìó êðèòåðèþ

F =
{
fj : X → Dj : j = 1, . . . , n

}
� ìíîæåñòâî ïðèçíàêîâ;

µJ � ìåòîä îáó÷åíèÿ, èñïîëüçóþùèé òîëüêî ïðèçíàêè J ⊆ F ;

Q(J) = Q(µJ ,X
ℓ) � âûáðàííûé âíåøíèé êðèòåðèé.

Q(J) → min � çàäà÷à äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè.
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Ïîèñê â øèðèíó è ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì

Àëãîðèòì ïîëíîãî ïåðåáîðà (Full Searh)

Âõîä: ìíîæåñòâî F , êðèòåðèé Q, ïàðàìåòð d ;

1: Q∗ := Q(∅); � èíèöèàëèçàöèÿ;

2: äëÿ âñåõ j = 1, . . . , n, ãäå j � ñëîæíîñòü íàáîðîâ:

3: íàéòè ëó÷øèé íàáîð ñëîæíîñòè j :

Jj := argmin
J : |J|=j

Q(J);

4: åñëè Q(Jj ) < Q∗
òî j∗ := j ; Q∗ := Q(Jj );

5: åñëè j − j∗ > d òî âåðíóòü Jj∗ ;
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Íèçêîðàíãîâûå ìàòðè÷íûå ðàçëîæåíèÿ

Ïîëíûé ïåðåáîð

Æàäíûå àëãîðèòìû

Ïîèñê â øèðèíó è ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì

Àëãîðèòì ïîëíîãî ïåðåáîðà (Full Searh)

d = 3
j = 0

Âõîä: ìíîæåñòâî F , êðèòåðèé Q, ïàðàìåòð d ;

1: Q∗ := Q(∅); � èíèöèàëèçàöèÿ;

2: äëÿ âñåõ j = 1, . . . , n, ãäå j � ñëîæíîñòü íàáîðîâ:

3: íàéòè ëó÷øèé íàáîð ñëîæíîñòè j :

Jj := argmin
J : |J|=j

Q(J);

4: åñëè Q(Jj ) < Q∗
òî j∗ := j ; Q∗ := Q(Jj );

5: åñëè j − j∗ > d òî âåðíóòü Jj∗ ;
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Êðèòåðèè âûáîðà ìîäåëåé

Ìåòîäû îòáîðà ïðèçíàêîâ

Íèçêîðàíãîâûå ìàòðè÷íûå ðàçëîæåíèÿ

Ïîëíûé ïåðåáîð

Æàäíûå àëãîðèòìû

Ïîèñê â øèðèíó è ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì

Àëãîðèòì ïîëíîãî ïåðåáîðà (Full Searh)

d = 3
j = 1
j∗ = 1

Âõîä: ìíîæåñòâî F , êðèòåðèé Q, ïàðàìåòð d ;

1: Q∗ := Q(∅); � èíèöèàëèçàöèÿ;

2: äëÿ âñåõ j = 1, . . . , n, ãäå j � ñëîæíîñòü íàáîðîâ:

3: íàéòè ëó÷øèé íàáîð ñëîæíîñòè j :

Jj := argmin
J : |J|=j

Q(J);

4: åñëè Q(Jj ) < Q∗
òî j∗ := j ; Q∗ := Q(Jj );

5: åñëè j − j∗ > d òî âåðíóòü Jj∗ ;
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Êðèòåðèè âûáîðà ìîäåëåé

Ìåòîäû îòáîðà ïðèçíàêîâ

Íèçêîðàíãîâûå ìàòðè÷íûå ðàçëîæåíèÿ

Ïîëíûé ïåðåáîð

Æàäíûå àëãîðèòìû

Ïîèñê â øèðèíó è ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì

Àëãîðèòì ïîëíîãî ïåðåáîðà (Full Searh)

d = 3
j = 2
j∗ = 2

Âõîä: ìíîæåñòâî F , êðèòåðèé Q, ïàðàìåòð d ;

1: Q∗ := Q(∅); � èíèöèàëèçàöèÿ;

2: äëÿ âñåõ j = 1, . . . , n, ãäå j � ñëîæíîñòü íàáîðîâ:

3: íàéòè ëó÷øèé íàáîð ñëîæíîñòè j :

Jj := argmin
J : |J|=j

Q(J);

4: åñëè Q(Jj ) < Q∗
òî j∗ := j ; Q∗ := Q(Jj );

5: åñëè j − j∗ > d òî âåðíóòü Jj∗ ;
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Êðèòåðèè âûáîðà ìîäåëåé

Ìåòîäû îòáîðà ïðèçíàêîâ

Íèçêîðàíãîâûå ìàòðè÷íûå ðàçëîæåíèÿ

Ïîëíûé ïåðåáîð

Æàäíûå àëãîðèòìû

Ïîèñê â øèðèíó è ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì

Àëãîðèòì ïîëíîãî ïåðåáîðà (Full Searh)

d = 3
j = 3
j∗ = 3

Âõîä: ìíîæåñòâî F , êðèòåðèé Q, ïàðàìåòð d ;

1: Q∗ := Q(∅); � èíèöèàëèçàöèÿ;

2: äëÿ âñåõ j = 1, . . . , n, ãäå j � ñëîæíîñòü íàáîðîâ:

3: íàéòè ëó÷øèé íàáîð ñëîæíîñòè j :

Jj := argmin
J : |J|=j

Q(J);

4: åñëè Q(Jj ) < Q∗
òî j∗ := j ; Q∗ := Q(Jj );

5: åñëè j − j∗ > d òî âåðíóòü Jj∗ ;
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Êðèòåðèè âûáîðà ìîäåëåé

Ìåòîäû îòáîðà ïðèçíàêîâ

Íèçêîðàíãîâûå ìàòðè÷íûå ðàçëîæåíèÿ

Ïîëíûé ïåðåáîð

Æàäíûå àëãîðèòìû

Ïîèñê â øèðèíó è ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì

Àëãîðèòì ïîëíîãî ïåðåáîðà (Full Searh)

d = 3
j = 4
j∗ = 4

Âõîä: ìíîæåñòâî F , êðèòåðèé Q, ïàðàìåòð d ;

1: Q∗ := Q(∅); � èíèöèàëèçàöèÿ;

2: äëÿ âñåõ j = 1, . . . , n, ãäå j � ñëîæíîñòü íàáîðîâ:

3: íàéòè ëó÷øèé íàáîð ñëîæíîñòè j :

Jj := argmin
J : |J|=j

Q(J);

4: åñëè Q(Jj ) < Q∗
òî j∗ := j ; Q∗ := Q(Jj );

5: åñëè j − j∗ > d òî âåðíóòü Jj∗ ;
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Êðèòåðèè âûáîðà ìîäåëåé

Ìåòîäû îòáîðà ïðèçíàêîâ

Íèçêîðàíãîâûå ìàòðè÷íûå ðàçëîæåíèÿ

Ïîëíûé ïåðåáîð

Æàäíûå àëãîðèòìû

Ïîèñê â øèðèíó è ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì

Àëãîðèòì ïîëíîãî ïåðåáîðà (Full Searh)

d = 3
j = 5
j∗ = 4

Âõîä: ìíîæåñòâî F , êðèòåðèé Q, ïàðàìåòð d ;

1: Q∗ := Q(∅); � èíèöèàëèçàöèÿ;

2: äëÿ âñåõ j = 1, . . . , n, ãäå j � ñëîæíîñòü íàáîðîâ:

3: íàéòè ëó÷øèé íàáîð ñëîæíîñòè j :

Jj := argmin
J : |J|=j

Q(J);

4: åñëè Q(Jj ) < Q∗
òî j∗ := j ; Q∗ := Q(Jj );

5: åñëè j − j∗ > d òî âåðíóòü Jj∗ ;
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Êðèòåðèè âûáîðà ìîäåëåé

Ìåòîäû îòáîðà ïðèçíàêîâ

Íèçêîðàíãîâûå ìàòðè÷íûå ðàçëîæåíèÿ

Ïîëíûé ïåðåáîð

Æàäíûå àëãîðèòìû

Ïîèñê â øèðèíó è ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì

Àëãîðèòì ïîëíîãî ïåðåáîðà (Full Searh)

d = 3
j = 6
j∗ = 4

Âõîä: ìíîæåñòâî F , êðèòåðèé Q, ïàðàìåòð d ;

1: Q∗ := Q(∅); � èíèöèàëèçàöèÿ;

2: äëÿ âñåõ j = 1, . . . , n, ãäå j � ñëîæíîñòü íàáîðîâ:

3: íàéòè ëó÷øèé íàáîð ñëîæíîñòè j :

Jj := argmin
J : |J|=j

Q(J);

4: åñëè Q(Jj ) < Q∗
òî j∗ := j ; Q∗ := Q(Jj );

5: åñëè j − j∗ > d òî âåðíóòü Jj∗ ;
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Êðèòåðèè âûáîðà ìîäåëåé

Ìåòîäû îòáîðà ïðèçíàêîâ

Íèçêîðàíãîâûå ìàòðè÷íûå ðàçëîæåíèÿ

Ïîëíûé ïåðåáîð

Æàäíûå àëãîðèòìû

Ïîèñê â øèðèíó è ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì

Àëãîðèòì ïîëíîãî ïåðåáîðà (Full Searh)

d = 3
j = 7
j∗ = 4

Âõîä: ìíîæåñòâî F , êðèòåðèé Q, ïàðàìåòð d ;

1: Q∗ := Q(∅); � èíèöèàëèçàöèÿ;

2: äëÿ âñåõ j = 1, . . . , n, ãäå j � ñëîæíîñòü íàáîðîâ:

3: íàéòè ëó÷øèé íàáîð ñëîæíîñòè j :

Jj := argmin
J : |J|=j

Q(J);

4: åñëè Q(Jj ) < Q∗
òî j∗ := j ; Q∗ := Q(Jj );

5: åñëè j − j∗ > d òî âåðíóòü Jj∗ ;
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Êðèòåðèè âûáîðà ìîäåëåé

Ìåòîäû îòáîðà ïðèçíàêîâ

Íèçêîðàíãîâûå ìàòðè÷íûå ðàçëîæåíèÿ

Ïîëíûé ïåðåáîð

Æàäíûå àëãîðèòìû

Ïîèñê â øèðèíó è ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì

Àëãîðèòì ïîëíîãî ïåðåáîðà (Full Searh)

Ïðåèìóùåñòâà:

- ïðîñòîòà ðåàëèçàöèè;

- ãàðàíòèðîâàííûé ðåçóëüòàò;

- ïîëíûé ïåðåáîð ý��åêòèâåí, êîãäà

- èí�îðìàòèâíûõ ïðèçíàêîâ íå ìíîãî, j∗ . 5;
- âñåãî ïðèçíàêîâ íå ìíîãî, n . 20..100.

Íåäîñòàòêè:

- â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ îîîîîîî÷åíü äîëãî � O(2n);
- ÷åì áîëüøå ïåðåáèðàåòñÿ âàðèàíòîâ, òåì áîëüøå

ïåðåîáó÷åíèå (îñîáåííî, åñëè ëó÷øèå èç âàðèàíòîâ

ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íû è îäèíàêîâî ïëîõè).

Ñïîñîáû óñòðàíåíèÿ:

- ýâðèñòè÷åñêèå ìåòîäû ñîêðàù¼ííîãî ïåðåáîðà.
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Êðèòåðèè âûáîðà ìîäåëåé

Ìåòîäû îòáîðà ïðèçíàêîâ

Íèçêîðàíãîâûå ìàòðè÷íûå ðàçëîæåíèÿ

Ïîëíûé ïåðåáîð

Æàäíûå àëãîðèòìû

Ïîèñê â øèðèíó è ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì

Àëãîðèòì æàäíîãî äîáàâëåíèÿ (Add)

Âõîä: ìíîæåñòâî F , êðèòåðèé Q, ïàðàìåòð d ;

1: J0 := ∅; Q∗ := Q(∅); � èíèöèàëèçàöèÿ;

2: äëÿ âñåõ j = 1, . . . , n, ãäå j � ñëîæíîñòü íàáîðîâ:

3: íàéòè ïðèçíàê, íàèáîëåå âûãîäíûé äëÿ äîáàâëåíèÿ:

f ∗ := argmin
f ∈F\Jj−1

Q
(
Jj−1 ∪ {f }

)
;

4: äîáàâèòü ýòîò ïðèçíàê â íàáîð:

Jj := Jj−1 ∪ {f ∗};
5: åñëè Q(Jj ) < Q∗

òî j∗ := j ; Q∗ := Q(Jj );
6: åñëè j − j∗ > d òî âåðíóòü Jj∗ ;
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Êðèòåðèè âûáîðà ìîäåëåé

Ìåòîäû îòáîðà ïðèçíàêîâ

Íèçêîðàíãîâûå ìàòðè÷íûå ðàçëîæåíèÿ

Ïîëíûé ïåðåáîð

Æàäíûå àëãîðèòìû

Ïîèñê â øèðèíó è ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì

Àëãîðèòì æàäíîãî äîáàâëåíèÿ (Add)

Ïðåèìóùåñòâà:

- ðàáîòàåò áûñòðî � O(n2), òî÷íåå O(n(j∗ + d));
- âîçìîæíû áûñòðûå èíêðåìåíòíûå àëãîðèòìû,

ïðèìåð � øàãîâàÿ ðåãðåññèÿ (step-wise regression).

Íåäîñòàòêè:

- Add ñêëîíåí âêëþ÷àòü â íàáîð ëèøíèå ïðèçíàêè.

Ñïîñîáû óñòðàíåíèÿ:

- Del � ìîæíî èäòè â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè;

- Add-Del � ÷åðåäîâàíèå äîáàâëåíèé è óäàëåíèé (ñì. äàëåå);

- ïîèñê â øèðèíó (ñì. åù¼ äàëåå).
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Êðèòåðèè âûáîðà ìîäåëåé

Ìåòîäû îòáîðà ïðèçíàêîâ

Íèçêîðàíãîâûå ìàòðè÷íûå ðàçëîæåíèÿ

Ïîëíûé ïåðåáîð

Æàäíûå àëãîðèòìû

Ïîèñê â øèðèíó è ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì

Àëãîðèòì ïîî÷åð¼äíîãî äîáàâëåíèÿ è óäàëåíèÿ (Add-Del)

Ïðåèìóùåñòâà:

- êàê ïðàâèëî, ëó÷øå, ÷åì Add è Del ïî îòäåëüíîñòè;

- âîçìîæíû áûñòðûå èíêðåìåíòíûå àëãîðèòìû,

ïðèìåð � øàãîâàÿ ðåãðåññèÿ (step-wise regression).

Íåäîñòàòêè:

- ðàáîòàåò äîëüøå, îïòèìàëüíîñòü íå ãàðàíòèðóåò.

Ê.Â. Âîðîíöîâ (voron�foresys.ru) Ìåòîäû ïîíèæåíèÿ ðàçìåðíîñòè 25 / 58



Êðèòåðèè âûáîðà ìîäåëåé

Ìåòîäû îòáîðà ïðèçíàêîâ

Íèçêîðàíãîâûå ìàòðè÷íûå ðàçëîæåíèÿ

Ïîëíûé ïåðåáîð

Æàäíûå àëãîðèòìû

Ïîèñê â øèðèíó è ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì

Àëãîðèòì ïîî÷åð¼äíîãî äîáàâëåíèÿ è óäàëåíèÿ (Add-Del)

1: J0 := ∅; Q∗ := Q(∅); t := 0; � èíèöèàëèçàöèÿ;

2: ïîâòîðÿòü

3: ïîêà |Jt | < n äîáàâëÿòü ïðèçíàêè (Add):

4: t := t + 1; � íà÷àëàñü ñëåäóþùàÿ èòåðàöèÿ;

5: f ∗ := argmin
f∈F\Jt−1

Q
(
Jt−1 ∪ {f }

)
; Jt := Jt−1 ∪ {f ∗};

6: åñëè Q(Jt) < Q∗
òî t∗ := t; Q∗ := Q(Jt );

7: åñëè t − t∗ > d òî ïðåðâàòü öèêë;

8: ïîêà |Jt | > 0 óäàëÿòü ïðèçíàêè (Del):

9: t := t + 1; � íà÷àëàñü ñëåäóþùàÿ èòåðàöèÿ;

10: f ∗ := argmin
f∈Jt−1

Q
(
Jt−1 \ {f }

)
; Jt := Jt−1 \ {f ∗};

11: åñëè Q(Jt) < Q∗
òî t∗ := t; Q∗ := Q(Jt );

12: åñëè t − t∗ > d òî ïðåðâàòü öèêë;

13: ïîêà çíà÷åíèÿ êðèòåðèÿ Q(Jt∗) óìåíüøàþòñÿ;
14: âåðíóòü Jt∗ ;
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Êðèòåðèè âûáîðà ìîäåëåé

Ìåòîäû îòáîðà ïðèçíàêîâ

Íèçêîðàíãîâûå ìàòðè÷íûå ðàçëîæåíèÿ

Ïîëíûé ïåðåáîð

Æàäíûå àëãîðèòìû

Ïîèñê â øèðèíó è ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì

Ïîèñê â ãëóáèíó (DFS, ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö)

Ïðèìåð: äåðåâî íàáîðîâ ïðèçíàêîâ, n = 4

∅

1 2 3 4

12 13 14 23 24 34

123 124 134 234

1234

tt❥❥❥
❥❥❥

❥❥❥
❥❥

��⑧⑧
⑧

��
❄❄

❄

**❚❚
❚❚❚

❚❚❚
❚❚❚

��⑧⑧
⑧
�� ��

❄❄
❄

�� ��
❄❄

❄
��

��⑧⑧
⑧
�� �� ��

��

Îñíîâíûå èäåè:

íóìåðàöèÿ ïðèçíàêîâ ïî âîçðàñòàíèþ íîìåðîâ �

÷òîáû èçáåæàòü ïîâòîðîâ ïðè ïåðåáîðå ïîäìíîæåñòâ;

åñëè íàáîð J áåñïåðñïåêòèâåí,

òî áîëüøå íå ïûòàòüñÿ åãî íàðàùèâàòü.
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Êðèòåðèè âûáîðà ìîäåëåé

Ìåòîäû îòáîðà ïðèçíàêîâ

Íèçêîðàíãîâûå ìàòðè÷íûå ðàçëîæåíèÿ

Ïîëíûé ïåðåáîð

Æàäíûå àëãîðèòìû

Ïîèñê â øèðèíó è ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì

Ïîèñê â ãëóáèíó (DFS, ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö)

Îáîçíà÷èì Q∗
j � çíà÷åíèå êðèòåðèÿ íà ñàìîì ëó÷øåì íàáîðå

ìîùíîñòè j èç âñåõ äî ñèõ ïîð ïðîñìîòðåííûõ.

Îöåíêà ïåðñïåêòèâíîñòè:

íàáîð J íå íàðàùèâàåòñÿ,

åñëè íàéä¼òñÿ j òàêîé, ÷òî

{

Q(J) > (1 + δ)Q∗
j ;

|J| > j + d ;

d > 0 è δ > 0 � ïàðàìåòðû.

×åì ìåíüøå d è δ, òåì ñèëüíåå ñîêðàùàåòñÿ ïåðåáîð.
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Êðèòåðèè âûáîðà ìîäåëåé

Ìåòîäû îòáîðà ïðèçíàêîâ

Íèçêîðàíãîâûå ìàòðè÷íûå ðàçëîæåíèÿ

Ïîëíûé ïåðåáîð

Æàäíûå àëãîðèòìû

Ïîèñê â øèðèíó è ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì

Ïîèñê â ãëóáèíó (DFS, ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö)

Âõîä: ìíîæåñòâî F , êðèòåðèé Q, ïàðàìåòðû d è δ;

1: Ï�ÎÖÅÄÓ�À Íàðàñòèòü (J);
2: åñëè íàéä¼òñÿ j 6 |J| − d òàêîå, ÷òî Q(J) > (1 + δ)Q∗

j , òî

3: âûõîä;

4: Q∗
|J| := min

{
Q∗

|J|,Q(J)
}
;

5: äëÿ âñåõ fs ∈ F òàêèõ, ÷òî s > max{t | ft ∈ J}
Íàðàñòèòü (J ∪ {fs});

6: Èíèöèàëèçàöèÿ ìàññèâà ëó÷øèõ çíà÷åíèé êðèòåðèÿ:

Q∗
j := Q(∅) äëÿ âñåõ j = 1, . . . , n;

7: Óïîðÿäî÷èòü ïðèçíàêè ïî óáûâàíèþ èí�îðìàòèâíîñòè;

8: Íàðàñòèòü (∅);
9: âåðíóòü J, äëÿ êîòîðîãî Q(J) = min

j=1,...,n
Q∗

j ;
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Êðèòåðèè âûáîðà ìîäåëåé

Ìåòîäû îòáîðà ïðèçíàêîâ

Íèçêîðàíãîâûå ìàòðè÷íûå ðàçëîæåíèÿ

Ïîëíûé ïåðåáîð

Æàäíûå àëãîðèòìû

Ïîèñê â øèðèíó è ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì

Ïîèñê â øèðèíó (BFS)

Îí æå ìíîãîðÿäíûé èòåðàöèîííûé àëãîðèòì Ì�ÓÀ

(Ì�ÓÀ � ìåòîä ãðóïïîâîãî ó÷¼òà àðãóìåíòîâ).

Ôèëîñî�èÿ � ïðèíöèï íåîêîí÷àòåëüíûõ ðåøåíèé �àáîðà:

ïðèíèìàÿ ðåøåíèÿ, ñëåäóåò îñòàâëÿòü ìàêñèìàëüíóþ ñâîáîäó

âûáîðà äëÿ ïðèíÿòèÿ ïîñëåäóþùèõ ðåøåíèé.

Óñîâåðøåíñòâóåì àëãîðèòì Add:

íà êàæäîé j-é èòåðàöèè áóäåì ñòðîèòü íå îäèí íàáîð,

à ìíîæåñòâî èç Bj íàáîðîâ, íàçûâàåìîå j-ì ðÿäîì:

Rj = {J1j , . . . , J
Bj

j }, Jbj ⊆ F , |Jbj | = j , b = 1, . . . ,Bj .

ãäå Bj 6 B � ïàðàìåòð øèðèíû ïîèñêà.

À.�.Èâàõíåíêî, Þ.Ï.Þðà÷êîâñêèé. Ìîäåëèðîâàíèå ñëîæíûõ ñèñòåì

ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì. 1987.
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Êðèòåðèè âûáîðà ìîäåëåé

Ìåòîäû îòáîðà ïðèçíàêîâ

Íèçêîðàíãîâûå ìàòðè÷íûå ðàçëîæåíèÿ

Ïîëíûé ïåðåáîð

Æàäíûå àëãîðèòìû

Ïîèñê â øèðèíó è ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì

Ïîèñê â øèðèíó (BFS)

Âõîä: ìíîæåñòâî F , êðèòåðèé Q, ïàðàìåòðû d , B ;

1: ïåðâûé ðÿä ñîñòîèò èç âñåõ íàáîðîâ äëèíû 1:

R1 :=
{
{f1}, . . . , {fn}

}
; Q∗ = Q(∅);

2: äëÿ âñåõ j = 1, . . . , n, ãäå j � ñëîæíîñòü íàáîðîâ:

3: îòñîðòèðîâàòü ðÿä Rj =
{
J1j , . . . , J

Bj

j

}

ïî âîçðàñòàíèþ êðèòåðèÿ: Q
(
J1j
)
6 . . . 6 Q

(
J
Bj

j

)
;

4: åñëè Bj > B òî

5: Rj :=
{
J1j , . . . , J

B
j

}
; � B ëó÷øèõ íàáîðîâ ðÿäà;

6: åñëè Q(J1j ) < Q∗
òî j∗ := j ; Q∗ := Q(J1j );

7: åñëè j − j∗ > d òî âåðíóòü J1j∗ ;

8: ïîðîäèòü ñëåäóþùèé ðÿä:

Rj+1 :=
{
J ∪ {f }

∣
∣ J ∈ Rj , f ∈ F \J

}
;
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Êðèòåðèè âûáîðà ìîäåëåé

Ìåòîäû îòáîðà ïðèçíàêîâ

Íèçêîðàíãîâûå ìàòðè÷íûå ðàçëîæåíèÿ

Ïîëíûé ïåðåáîð

Æàäíûå àëãîðèòìû

Ïîèñê â øèðèíó è ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì

Ïîèñê â øèðèíó (BFS)

Òðóäî¼ìêîñòü:

O(Bn2), òî÷íåå O(Bn(j∗ + d)).

Ïðîáëåìà äóáëèêàòîâ:

ïîñëå ñîðòèðîâêè (øàã 3) ïðîâåðèòü íà ñîâïàäåíèå

ñîñåäíèå íàáîðû ñ ðàâíûìè çíà÷åíèÿìè êðèòåðèÿ.

Àäàïòèâíûé îòáîð ïðèçíàêîâ:

íà øàãå 8 äîáàâëÿòü ê j-ìó ðÿäó òîëüêî ïðèçíàêè f

ñ íàèáîëüøåé èí�îðìàòèâíîñòüþ Ij(f ):

Ij(f ) =

Bj∑

b=1

[f ∈ Jbj ].
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Êðèòåðèè âûáîðà ìîäåëåé

Ìåòîäû îòáîðà ïðèçíàêîâ

Íèçêîðàíãîâûå ìàòðè÷íûå ðàçëîæåíèÿ

Ïîëíûé ïåðåáîð

Æàäíûå àëãîðèòìû

Ïîèñê â øèðèíó è ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì

Ýâîëþöèîííûé àëãîðèòì ïîèñêà (èäåÿ è òåðìèíîëîãèÿ)

J ⊆ F � èíäèâèä (â Ì�ÓÀ ¾ìîäåëü¿);

Rt :=
{
J1t , . . . , J

Bt
t

}
� ïîêîëåíèå (â Ì�ÓÀ � ¾ðÿä¿);

β = (βj)
n
j=1, βj = [fj ∈ J] � õðîìîñîìà, êîäèðóþùàÿ J;

Áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ ñêðåùèâàíèÿ β = β′ × β′′
:

βj =

{

β′
j , ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2;

β′′
j , ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2;

Óíàðíàÿ îïåðàöèÿ ìóòàöèè β = ∼β′

βj =

{

1− β′
j , ñ âåðîÿòíîñòüþ pm;

β′
j , ñ âåðîÿòíîñòüþ 1− pm;

ãäå ïàðàìåòð pm � âåðîÿòíîñòü ìóòàöèè.
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Êðèòåðèè âûáîðà ìîäåëåé

Ìåòîäû îòáîðà ïðèçíàêîâ

Íèçêîðàíãîâûå ìàòðè÷íûå ðàçëîæåíèÿ

Ïîëíûé ïåðåáîð

Æàäíûå àëãîðèòìû

Ïîèñê â øèðèíó è ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì

Ýâîëþöèîííûé (ãåíåòè÷åñêèé) àëãîðèòì

Âõîä: ìíîæåñòâî F , êðèòåðèé Q, ïàðàìåòðû: d , pm,

B � ðàçìåð ïîïóëÿöèè, T � ÷èñëî ïîêîëåíèé;

1: èíèöèàëèçèðîâàòü ñëó÷àéíóþ ïîïóëÿöèþ èç B íàáîðîâ:

B1 := B ; R1 :=
{
J11 , . . . , J

B1
1

}
; Q∗ := Q(∅);

2: äëÿ âñåõ t = 1, . . . ,T , ãäå t � íîìåð ïîêîëåíèÿ:

3: ðàíæèðîâàíèå èíäèâèäîâ: Q(J1t ) 6 . . . 6 Q(JBt
t );

4: åñëè Bt > B òî

5: ñåëåêöèÿ: Rt :=
{
J1t , . . . , J

B
t

}
;

6: åñëè Q(J1t ) < Q∗
òî t∗ := t; Q∗ := Q(J1t );

7: åñëè t − t∗ > d òî âåðíóòü J1t∗ ;

8: ïîðîäèòü t+1-å ïîêîëåíèå ïóò¼ì ñêðåùèâàíèé è ìóòàöèé:

Rt+1 :=
{
∼(J ′ × J ′′)

∣
∣ J ′, J ′′ ∈ Rt

}
∪ Rt ;

Ê.Â. Âîðîíöîâ (voron�foresys.ru) Ìåòîäû ïîíèæåíèÿ ðàçìåðíîñòè 34 / 58



Êðèòåðèè âûáîðà ìîäåëåé

Ìåòîäû îòáîðà ïðèçíàêîâ

Íèçêîðàíãîâûå ìàòðè÷íûå ðàçëîæåíèÿ

Ïîëíûé ïåðåáîð

Æàäíûå àëãîðèòìû

Ïîèñê â øèðèíó è ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì

Ýâðèñòèêè äëÿ óïðàâëåíèÿ ïðîöåññîì ýâîëþöèè

Óâåëè÷èâàòü âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà ïðèçíàêîâ

îò áîëåå óñïåøíîãî ðîäèòåëÿ ê ïîòîìêó.

Íàêàïëèâàòü îöåíêè èí�îðìàòèâíîñòè ïðèçíàêîâ.

×åì áîëåå èí�îðìàòèâåí ïðèçíàê, òåì âûøå âåðîÿòíîñòü

åãî âêëþ÷åíèÿ â íàáîð âî âðåìÿ ìóòàöèè.

Ïðèìåíåíèå ñîâîêóïíîñòè êðèòåðèåâ êà÷åñòâà.

Ñêðåùèâàòü òîëüêî ëó÷øèå èíäèâèäû (ýëèòàðèçì).

Ïåðåíîñèòü ëó÷øèå èíäèâèäû â ñëåäóþùåå ïîêîëåíèå.

Â ñëó÷àå ñòàãíàöèè óâåëè÷èâàòü âåðîÿòíîñòü ìóòàöèé.

Ïàðàëëåëüíî âûðàùèâàåòñÿ íåñêîëüêî èçîëèðîâàííûõ

ïîïóëÿöèé (îñòðîâíàÿ ìîäåëü ýâîëþöèè).
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Êðèòåðèè âûáîðà ìîäåëåé

Ìåòîäû îòáîðà ïðèçíàêîâ

Íèçêîðàíãîâûå ìàòðè÷íûå ðàçëîæåíèÿ

Ïîëíûé ïåðåáîð

Æàäíûå àëãîðèòìû

Ïîèñê â øèðèíó è ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì

Ñëó÷àéíûé ïîèñê ñ àäàïòàöèåé (ÑÏÀ)

Âìåñòî ñêðåùèâàíèÿ íàáîðîâ ïîïàðíî ∼(J ′ × J ′′),
ìîæíî ãåíåðèðîâàòü íàáîðû èç ðàñïðåäåëåíèÿ (p1, . . . , pn),
ïîñòåïåííî ïîâûøàÿ âåðîÿòíîñòè pj óäà÷íûõ ïðèçíàêîâ.

Âõîä: ìíîæåñòâî F , êðèòåðèé Q, ïàðàìåòðû d , j0, T , r ;

1: p1 = · · · = pn := 1/n; � ðàâíîìåðíàÿ èíèöèàëèçàöèÿ;

2: äëÿ âñåõ j = j0, . . . , n, ãäå j � ñëîæíîñòü íàáîðîâ:

3: äëÿ âñåõ t = 1, . . . ,T , ãäå t � íîìåð èòåðàöèè:

4: ãåíåðàöèÿ J1, . . . , Jr èç ðàñïðåäåëåíèÿ (p1, . . . , pn);
5: ðàíæèðîâàíèå: Q(J1) 6 . . . 6 Q(Jr );
6: óâåëè÷èòü pj ïðèçíàêîâ, ïîïàâøèõ â òîïîâûå íàáîðû;

7: åñëè Q(J1) < Q∗
òî j∗ := j ; J∗ := J1; Q∗ := Q(J∗);

8: åñëè j − j∗ > d òî âåðíóòü J∗;

Ëáîâ �. Ñ. Âûáîð ý��åêòèâíîé ñèñòåìû çàâèñèìûõ ïðèçíàêîâ.

Âû÷èñëèòåëüíûå ñèñòåìû, 1965.
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Êðèòåðèè âûáîðà ìîäåëåé

Ìåòîäû îòáîðà ïðèçíàêîâ

Íèçêîðàíãîâûå ìàòðè÷íûå ðàçëîæåíèÿ

Ïîëíûé ïåðåáîð

Æàäíûå àëãîðèòìû

Ïîèñê â øèðèíó è ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì

Ïðåèìóùåñòâà è íåäîñòàòêè ýâîëþöèîííûõ àëãîðèòìîâ

Ïðåèìóùåñòâà:

- it's fun: ¾òðóäíî áûòü áîãîì¿

- âîçìîæíîñòü ââåäåíèÿ ðàçëè÷íûõ ýâðèñòèê

- ðåøàåò çàäà÷è äàæå ñ î÷åíü áîëüøèì ÷èñëîì ïðèçíàêîâ

Íåäîñòàòêè:

- îòíîñèòåëüíî ìåäëåííàÿ ñõîäèìîñòü

- îòñóòñòâèå òåîðåòè÷åñêèõ ãàðàíòèé

- ïîäáîð ïàðàìåòðîâ � íåïðîñòîå èñêóññòâî
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Êðèòåðèè âûáîðà ìîäåëåé

Ìåòîäû îòáîðà ïðèçíàêîâ

Íèçêîðàíãîâûå ìàòðè÷íûå ðàçëîæåíèÿ

Ïîëíûé ïåðåáîð

Æàäíûå àëãîðèòìû

Ïîèñê â øèðèíó è ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì

�åçþìå. Ìåòîäû îòáîðà ïðèçíàêîâ

Êðèòåðèé Q(J) äîëæåí èìåòü îïòèìóì ïî ñëîæíîñòè:

� âíåøíèé êðèòåðèé � îöåíêà îáîáùàþùåé ñïîñîáíîñòè,

� èí�îðìàòèâíîñòü � äëÿ ëîãè÷åñêèõ ïðàâèë.

Áîëüøèíñòâî ýâðèñòèê ýêñïëóàòèðóþò äâå îñíîâíûå èäåè:

� ïðèçíàêè ðàíæèðóþòñÿ ïî èõ ïîëåçíîñòè;

� Q(J) èçìåíÿåòñÿ íå ñèëüíî ïðè íåáîëüøîì èçìåíåíèè J.

Ì�ÓÀ, ÝÀ, ÑÏÀ î÷åíü ïîõîæè, è íåòðóäíî ïðèäóìàòü

ìíîãî àíàëîãè÷íûõ àëãîðèòìîâ�ìåòàýâðèñòèê.

L1-ðåãóëÿðèçàöèÿ â ëèíåéíûõ ìîäåëÿõ áåñïåðåáîðíàÿ? Íåò!

Ïåðåáîð ïðè ïîèñêå ïîäìíîæåñòâà àêòèâíûõ îãðàíè÷åíèé

åñòü, íî îí ý��åêòèâíî óïðàâëÿåòñÿ óñëîâèÿìè ÊÊÒ.

Ê.Â. Âîðîíöîâ (voron�foresys.ru) Ìåòîäû ïîíèæåíèÿ ðàçìåðíîñòè 38 / 58



Êðèòåðèè âûáîðà ìîäåëåé

Ìåòîäû îòáîðà ïðèçíàêîâ

Íèçêîðàíãîâûå ìàòðè÷íûå ðàçëîæåíèÿ

Ìåòîä ãëàâíûõ êîìïîíåíò

Çàäà÷è íèçêîðàíãîâîãî ìàòðè÷íîãî ðàçëîæåíèÿ

Êîëëàáîðàòèâíàÿ �èëüòðàöèÿ

Ìåòîä ãëàâíûõ êîìïîíåíò: ïîñòàíîâêà çàäà÷è

f1(x), . . . , fn(x) � èñõîäíûå ÷èñëîâûå ïðèçíàêè;

g1(x), . . . , gm(x) � íîâûå ÷èñëîâûå ïðèçíàêè, m 6 n;

Òðåáîâàíèå: ñòàðûå ïðèçíàêè äîëæíû ëèíåéíî

âîññòàíàâëèâàòüñÿ ïî íîâûì:

f̂j(x) =

m∑

s=1

gs(x)ujs , j = 1, . . . , n, ∀x ∈ X ,

êàê ìîæíî òî÷íåå íà îáó÷àþùåé âûáîðêå x1, . . . , xℓ:

ℓ∑

i=1

n∑

j=1

(
f̂j(xi )− fj(xi)

)2 → min
{gs (xi )},{ujs}
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Êðèòåðèè âûáîðà ìîäåëåé

Ìåòîäû îòáîðà ïðèçíàêîâ

Íèçêîðàíãîâûå ìàòðè÷íûå ðàçëîæåíèÿ
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Çàäà÷è íèçêîðàíãîâîãî ìàòðè÷íîãî ðàçëîæåíèÿ

Êîëëàáîðàòèâíàÿ �èëüòðàöèÿ

Ìàòðè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ

Ìàòðèöû ¾îáúåêòû�ïðèçíàêè¿, ñòàðàÿ è íîâàÿ:

F
ℓ×n

=





f1(x1) . . . fn(x1)
. . . . . . . . .

f1(xℓ) . . . fn(xℓ)



 ; G
ℓ×m

=





g1(x1) . . . gm(x1)
. . . . . . . . .

g1(xℓ) . . . gm(xℓ)



 .

Ìàòðèöà ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ íîâûõ ïðèçíàêîâ â ñòàðûå:

U
n×m

=





u11 . . . u1m
. . . . . . . . .
un1 . . . unm



 ; F̂ = GUò

õîòèì≈ F .

Íàéòè: è íîâûå ïðèçíàêè G , è ïðåîáðàçîâàíèå U :

ℓ∑

i=1

n∑

j=1

(
f̂j(xi)− fj(xi)

)2
=

∥
∥GUò − F

∥
∥2 → min

G ,U
,
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Çàäà÷è íèçêîðàíãîâîãî ìàòðè÷íîãî ðàçëîæåíèÿ

Êîëëàáîðàòèâíàÿ �èëüòðàöèÿ

Îñíîâíàÿ òåîðåìà ìåòîäà ãëàâíûõ êîìïîíåíò

Òåîðåìà

Åñëè m 6 rk F , òî ìèíèìóì

∥
∥GUò − F

∥
∥2

äîñòèãàåòñÿ, êîãäà

ñòîëáöû U � ýòî ñ.â. ìàòðèöû F òF , ñîîòâåòñòâóþùèå

m ìàêñèìàëüíûì ñ.ç. λ1, . . . , λm, à ìàòðèöà G = FU .

Ïðè ýòîì:

1

ìàòðèöà U îðòîíîðìèðîâàíà: UòU = Im;

2

ìàòðèöà G îðòîãîíàëüíà: G òG = Λ = diag(λ1, . . . , λm);

3 UΛ = F òFU ; GΛ = FF òG ;

4

∥
∥GUò − F

∥
∥2 = ‖F‖2 − tr Λ =

n∑

j=m+1
λj .
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Êîëëàáîðàòèâíàÿ �èëüòðàöèÿ

Ñâÿçü ñ ñèíãóëÿðíûì ðàçëîæåíèåì

Åñëè âçÿòü m = n, òî:

1

∥
∥GUò − F

∥
∥2 = 0;

2

ïðåäñòàâëåíèå F̂ = GUò = F òî÷íîå è ñîâïàäàåò

ñ ñèíãóëÿðíûì ðàçëîæåíèåì ïðè G = V
√
Λ:

F = GUò = V
√
ΛUò

; UòU = Im; V òV = Im.

3

ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå U ðàáîòàåò â îáå ñòîðîíû:

F = GUò

; G = FU .

Ïîñêîëüêó íîâûå ïðèçíàêè íåêîððåëèðîâàíû (G òG = Λ),
ïðåîáðàçîâàíèå U íàçûâàåòñÿ äåêîððåëèðóþùèì

(èëè ïðåîáðàçîâàíèåì Êàðóíåíà�Ëîýâà).
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Çàäà÷è íèçêîðàíãîâîãî ìàòðè÷íîãî ðàçëîæåíèÿ

Êîëëàáîðàòèâíàÿ �èëüòðàöèÿ

Ý��åêòèâíàÿ ðàçìåðíîñòü âûáîðêè

Óïîðÿäî÷èì ñ.ç. F òF ïî óáûâàíèþ: λ1 > . . . > λn > 0.

Ý��åêòèâíàÿ ðàçìåðíîñòü âûáîðêè � ýòî

íàèìåíüøåå öåëîå m, ïðè êîòîðîì

Em =
‖GUò − F‖2

‖F‖2 =
λm+1 + · · · + λn

λ1 + · · · + λn
6 ε.

Êðèòåðèé ¾êðóòîãî ñêëîíà¿: íàõîäèì m: Em−1 ≫ Em:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

m-1 m m+1

λ
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Çàäà÷è íèçêîðàíãîâîãî ìàòðè÷íîãî ðàçëîæåíèÿ

Êîëëàáîðàòèâíàÿ �èëüòðàöèÿ

Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ãëàâíûõ êîìïîíåíò äëÿ ðåãðåññèè

Çàìåíèì F
ℓ·n

íà å¼ ïðèáëèæåíèå G
ℓ·m

· Uò

m·n
, ïðåäïîëàãàÿ m 6 n:

‖G Uòα
︸︷︷︸

β

−y‖2 = ‖Gβ − y‖2 → min
β

.

Ñâÿçü íîâîãî è ñòàðîãî âåêòîðà êîý��èöèåíòîâ:

β = Uòα; α = Uβ.

�åøåíèå çàäà÷è íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ îòíîñèòåëüíî β:

β∗ = D−1V òy ; α∗ = UD−1V òy =

m∑

j=1

1
√

λj

uj(v
ò

j y);

Gβ∗ = VV òy =
m∑

j=1

vj(v
ò

j y);

Îòëè÷àåòñÿ îò ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è çàìåíîé n íà m.
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Êîëëàáîðàòèâíàÿ �èëüòðàöèÿ

Îáîáùåíèå. Ñïåêòðàëüíûé ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ

1. Ïîñòðîèòü SVD-ðàçëîæåíèå: λ1 > · · · > λm > λm+1 > · · · > λn.

2. Èãíîðèðîâàòü n −m íàèìåíüøèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, èëè

èíûì ñïîñîáîì îòäåëèòü ñ. ç. îò íóëÿ: λ′
j := f (λj ).

×àñòíûå ñëó÷àè:

λ′
j := λj + τ � ãðåáíåâàÿ ðåãðåññèÿ

λ′
j := λj [j 6 m] � ìåòîä ãëàâíûõ êîìïîíåíò

3. Ïðèìåíèòü �îðìóëû SVD äëÿ ìîäè�èêàöèè ÌÍÊ-ðåøåíèÿ:

α∗ =

n∑

j=1

1
√
λj

uj(v
ò

j y) −→ α∗ =

m∑

j=1

√
λj

λ′
j

uj(v
ò

j y)

Fα∗ =

n∑

j=1

vj(v
ò

j y) −→ Fα∗ =

m∑

j=1

λj

λ′
j

vj(v
ò

j y)
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Ìåòîä ãëàâíûõ êîìïîíåíò

Çàäà÷è íèçêîðàíãîâîãî ìàòðè÷íîãî ðàçëîæåíèÿ

Êîëëàáîðàòèâíàÿ �èëüòðàöèÿ

Çàäà÷è íèçêîðàíãîâîãî ìàòðè÷íîãî ðàçëîæåíèÿ

Äàíî: ìàòðèöà Z = ‖zij‖ℓ×n, (i , j) ∈ Ω ⊆ {1..ℓ} × {1..n}
Íàéòè: ìàòðèöû X = ‖xit‖ℓ×k è Y = ‖ytj‖k×n òàêèå, ÷òî

∥
∥Z − XY

∥
∥2

Ω
=

∑

(i ,j)∈Ω

(

zij −
k∑

t=1
xitytj

)2
→ min

X ,Y

Öåëè íèçêîðàíãîâûõ ìàòðè÷íûõ ðàçëîæåíèé:

ïîíèæåíèå ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà ïðèçíàêîâ, k ≪ n

�îðìèðîâàíèå ñæàòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äàííûõ

Îáîáùåíèÿ, âûíóæäàþùèå îòêàçàòüñÿ îò SVD:

íåïîëíûå (|Ω| < ℓn) èëè ðàçðåæåííûå (|Ω| ≪ ℓn) äàííûå

íåîòðèöàòåëüíîå ìàòðè÷íîå ðàçëîæåíèå: xit > 0, ytj > 0

íåêâàäðàòè÷íàÿ �óíêöèÿ ïîòåðü
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Ìåòîäû îòáîðà ïðèçíàêîâ

Íèçêîðàíãîâûå ìàòðè÷íûå ðàçëîæåíèÿ

Ìåòîä ãëàâíûõ êîìïîíåíò

Çàäà÷è íèçêîðàíãîâîãî ìàòðè÷íîãî ðàçëîæåíèÿ

Êîëëàáîðàòèâíàÿ �èëüòðàöèÿ

Ïðèìåðû ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ìàòðè÷íîãî ðàçëîæåíèÿ

1

Âûÿâëåíèå èíòåðåñîâ â ðåêîìåíäàòåëüíûõ ñèñòåìàõ

(reommender systems, ollaborative �ltering)

zui =
∑

t

ptuqti

äàíî: zui � ðåéòèíãè òîâàðîâ i , ïîñòàâëåííûå ïîëüçîâàòåëåì u;

íàéòè: ptu � ïðî�èëü èíòåðåñîâ ïîëüçîâàòåëÿ u;

qti � ïðî�èëü èíòåðåñîâ òîâàðà i .

2

Ëàòåíòíûé ñåìàíòè÷åñêèé àíàëèç êîëëåêöèé òåêñòîâ

(topi modeling, òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå)

zwd =
∑

t

ϕwtθtd

äàíî: zwd = p(w |d) � ÷àñòîòû ñëîâ w â äîêóìåíòàõ d ;

íàéòè: ϕwt = p(w |t) � ðàñïðåäåëåíèÿ ñëîâ w â òåìàõ t,

θtd = p(t|d) � ðàñïðåäåëåíèÿ òåì t â äîêóìåíòàõ d .
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Çàäà÷è íèçêîðàíãîâîãî ìàòðè÷íîãî ðàçëîæåíèÿ

Êîëëàáîðàòèâíàÿ �èëüòðàöèÿ

Ïðèìåðû ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ìàòðè÷íîãî ðàçëîæåíèÿ

3

�àçäåëåíèå ñìåñè õèìè÷åñêèõ âåùåñòâ

ïî äàííûì æèäêîñòíîé õðîìàòîãðà�èè

ztλ =
∑

i

xtiyiλ

äàíî: ztλ � âûõîä ñêàíèðóþùåãî ÓÔ-äåòåêòîðà;

íàéòè: xti � õðîìàòîãðàììà i-ãî âåùåñòâà, t � âðåìÿ;

yiλ � ñïåêòð i-ãî âåùåñòâà, λ � äëèíà âîëíû.

4

Îöåíèâàíèå ýêñïðåññèè ãåíîâ ïî äàííûì

ÄÍÊ-ìèêðî÷èïîâ ñ ó÷¼òîì êðîññ-ãèáðèäèçàöèè

zpk =
∑

g

apg cgk

äàíî: zpk � èíòåíñèâíîñòü ñâå÷åíèÿ p-é ïðîáû íà k-ì ÷èïå;

íàéòè: apg � êîý��èöèåíò ñðîäñòâà p-é ïðîáû g -ìó ãåíó,

cgk � êîíöåíòðàöèÿ g -ãî ãåíà íà k-ì ÷èïå.
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Çàäà÷è íèçêîðàíãîâîãî ìàòðè÷íîãî ðàçëîæåíèÿ

Êîëëàáîðàòèâíàÿ �èëüòðàöèÿ

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è êîëëàáîðàòèâíîé �èëüòðàöèè

U � ìíîæåñòâî ñóáúåêòîâ (users/ïîëüçîâàòåëåé/êëèåíòîâ)

I � ìíîæåñòâî îáúåêòîâ (items/ïðåäìåòîâ/òîâàðîâ)

Z =
∥
∥zui

∥
∥
U×I

� ìàòðèöà êðîññ-òàáóëÿöèè

Òèïû äàííûõ � áèíàðíûå, ïîðÿäêîâûå èëè êîëè÷åñòâåííûå:

zui = [êëèåíò u èñïîëüçîâàë òîâàð i ]

zui = îöåíêà, ïîñòàâëåííàÿ òîâàðó i êëèåíòîì u

zui = îáú¼ì ïîòðåáëåíèÿ òîâàðà i êëèåíòîì u

Çàäà÷è:

ïðîãíîçèðîâàíèå íåçàïîëíåííûõ ÿ÷ååê ẑui

�îðìèðîâàíèå ñïèñêà ðåêîìåíäàöèé äëÿ êëèåíòà u

ïîèñê êîëëàáîðàöèé êëèåíòîâ ñî ñõîæèìè ïðåäïî÷òåíèÿìè
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Íèçêîðàíãîâûå ìàòðè÷íûå ðàçëîæåíèÿ
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Çàäà÷è íèçêîðàíãîâîãî ìàòðè÷íîãî ðàçëîæåíèÿ

Êîëëàáîðàòèâíàÿ �èëüòðàöèÿ

Ïðèìåð. Êîíêóðñ Net�ixPrize (www.net�ixprize.om)

zui = ðåéòèíã �èëüìà i , ïîñòàâëåííûé ïîëüçîâàòåëåì u

ðåéòèíãè � öåëûå ÷èñëà {1, 2, 3, 4, 5}
ïîëüçîâàòåëåé |U| = 0.48M, �èëüìîâ |I | = 17K

îáó÷åíèå: |Ω| = 100M ðåéòèíãîâ, ðàçðåæåííîñòü 98.7%

òåñòîâàÿ âûáîðêà: |Ω′| = 2.8M ðåéòèíãîâ

òî÷íîñòü ïðîãíîçîâ îöåíèâàåòñÿ ïî òåñòîâîé âûáîðêå Ω′

RMSE2 =
1

|Ω′|
∑

(u,i)∈Ω′

(
zui − ẑui

)2
;

çàäà÷à: óìåíüøèòü RMSE  0.9514 äî 0.8563 (íà 10%)

ãëàâíûé ïðèç � $1M

êîíêóðñ äëèëñÿ ñî 2 îêòÿáðÿ 2006 ïî 21 ñåíòÿáðÿ 2009
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Ìåòîäû îòáîðà ïðèçíàêîâ

Íèçêîðàíãîâûå ìàòðè÷íûå ðàçëîæåíèÿ

Ìåòîä ãëàâíûõ êîìïîíåíò

Çàäà÷è íèçêîðàíãîâîãî ìàòðè÷íîãî ðàçëîæåíèÿ

Êîëëàáîðàòèâíàÿ �èëüòðàöèÿ

Ëàòåíòíûå ìîäåëè è ìàòðè÷íûå ðàçëîæåíèÿ

Ëàòåíòíàÿ ìîäåëü: ïî äàííûì Z îöåíèâàþòñÿ âåêòîðû:

pu = (ptu)t∈T � ïðî�èëü èíòåðåñîâ êëèåíòà u ∈ U

qi = (qti )t∈T � ïðî�èëü èíòåðåñîâ òîâàðà i ∈ I

T � ìíîæåñòâî ëàòåíòíûõ èíòåðåñîâ/òåì (topi)

Çàäà÷à: íàéòè ïðåäñòàâëåíèå zui ≈ ẑui =
∑

t∈T

ptuqti = 〈pu , qi 〉

Ìàòðè÷íàÿ çàïèñü: Ẑ = PòQ; P = ‖ptu‖T×U ; Q = ‖qti‖T×I

Âåðîÿòíîñòíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ: p(i |u)
︸ ︷︷ ︸

zui

=
∑

t∈T

q(i |t)
︸ ︷︷ ︸

qti

· p(t|u)
︸ ︷︷ ︸

ptu

Ìåòîäû ðåøåíèÿ:

LFM � ðàçðåæåííûé àíàëîã SVD

NNMF � íåîòðèöàòåëüíîå ìàòðè÷íîå ðàçëîæåíèå: ptu > 0, qti > 0
PLSA � âåðîÿòíîñòíûé ëàòåíòíûé ñåìàíòè÷åñêèé àíàëèç
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Ìåòîäû îòáîðà ïðèçíàêîâ

Íèçêîðàíãîâûå ìàòðè÷íûå ðàçëîæåíèÿ

Ìåòîä ãëàâíûõ êîìïîíåíò

Çàäà÷è íèçêîðàíãîâîãî ìàòðè÷íîãî ðàçëîæåíèÿ

Êîëëàáîðàòèâíàÿ �èëüòðàöèÿ

Ìîäåëü ëàòåíòíûõ �àêòîðîâ (LFM, Latent Fator Model)

Íåäîñòàòêè ïîñòàíîâêè çàäà÷è SVD ‖Z − Pò∆Q‖2 → min
P,Q,∆

:

åñëè zui íå èçâåñòíî, òî ïîëàãàþò zui = 0
ëèøíåå òðåáîâàíèå îðòîãîíàëüíîñòè âåêòîðîâ pt , qt
êîìïîíåíòû âåêòîðîâ pu , qi íå èíòåðïðåòèðóåìû

Ìîäè�èêàöèÿ çàäà÷è SVD äëÿ ñëó÷àÿ ðàçðåæåííûõ äàííûõ:

∑

(u,i)∈Ω

(
zui − z̄u − z̄i − 〈pu, qi 〉
︸ ︷︷ ︸

εui

)2 → min
P,Q

Ìåòîä ñòîõàñòè÷åñêîãî ãðàäèåíòà: äëÿ çàäà÷è ε2ui → min
pu ,qi

ãðàäèåíòíûé øàã ïî ñëó÷àéíîé ïàðå (u, i) ∈ Ω:

ptu := ptu + ηεuiqti äëÿ âñåõ t ∈ T

qti := qti + ηεuiptu äëÿ âñåõ t ∈ T

Ta�aks G., Pil�aszy I., N�emeth B., Tikk D. Salable ollaborative �ltering

approahes for large reommendation systems. JMLR, 2009.
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Çàäà÷è íèçêîðàíãîâîãî ìàòðè÷íîãî ðàçëîæåíèÿ

Êîëëàáîðàòèâíàÿ �èëüòðàöèÿ

Ìîäåëü ëàòåíòíûõ �àêòîðîâ (LFM, Latent Fator Model)

Ïðåèìóùåñòâà ìåòîäà ñòîõàñòè÷åñêîãî ãðàäèåíòà:

ëåãêî ââîäèòñÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ:

ε2ui + λ‖pu‖2 + µ‖qi‖2 → min
pu ,qi

;

ëåãêî ââîäÿòñÿ îãðàíè÷åíèÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè:

ptu > 0, qti > 0 (ìåòîä ïðîåêöèè ãðàäèåíòà);

ëåãêî ââîäèòñÿ îáîáùåíèå äëÿ ðàíãîâûõ äàííûõ:

∑

(u,i)∈Ω

(

zui − z̄u − z̄i − β
(
∑

t∈T

ptuqti

))2
→ min

P,Q,β
.

ëåãêî ðåàëèçóþòñÿ âñå âèäû èíêðåìåíòíîñòè:

� äîáàâëåíèå åù¼ îäíîãî êëèåíòà u,

� äîáàâëåíèå åù¼ îäíîãî îáúåêòà i ,

� äîáàâëåíèå åù¼ îäíîãî çíà÷åíèÿ zui .

âûñîêàÿ ÷èñëåííàÿ ý��åêòèâíîñòü íà áîëüøèõ äàííûõ;
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NNMF (Non-Negative Matrix Fatorization)

Ìåòîä ÷åðåäóþùèõñÿ íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ

(Alternating Least Squares, ALS):

D =
∥
∥Z − ∑

t∈T

ptq
ò

t

∥
∥2 =

∥
∥Zt − ptq

ò

t

∥
∥2 → min

{pt>0, qt>0}

Èäåÿ: èñêàòü ïîî÷åð¼äíî òî ñòðîêè pt , òî ñòðîêè qt ïðè

�èêñèðîâàííûõ îñòàëüíûõ s 6= t, Zt = Z − ∑

s∈T\t

psq
ò

s .

∂D

∂pt
= 0 ⇒ (pòt qt − Zt)q

ò

t = 0 ⇒ pt =

(
qtZ

ò

t

qtq
ò

t

)

+

∂D

∂qt
= 0 ⇒ pt(p

ò

t qt − Zt) = 0 ⇒ qt =

(
ptZt

ptp
ò

t

)

+

Cihoki A., Zdunek R., Amari S. Hierarhial ALS algorithms for nonnegative

matrix and 3D tensor fatorization. 2007.
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Çàäà÷è íèçêîðàíãîâîãî ìàòðè÷íîãî ðàçëîæåíèÿ

Êîëëàáîðàòèâíàÿ �èëüòðàöèÿ

Ìîäåëü ñ ó÷¼òîì íåÿâíîé èí�îðìàöèè (impliit feedbak)

ßâíûå (expliit) ïðåäïî÷òåíèÿ zui , áîëåå êà÷åñòâåííûå äàííûå:

ïîêóïêà òîâàðà â èíòåðíåò-ìàãàçèíå

îöåíêà, ðåéòèíã, êîììåíòàðèé, ëàéê

Íåÿâíûå (impliit) ïðåäïî÷òåíèÿ yui , áîëüøèé îáú¼ì äàííûõ:

ïîñåùåíèå ñòðàíèöû òîâàðà

ïðîñìîòð (êàêîé-òî ÷àñòè) �èëüìà

Èäåÿ: ïðåäñêàçûâàåì yui ñ âåñîì cui = 1 + αzui :
∑

(u,i)∈Ω

cui
(
yui− ȳu− ȳi−〈pu, qi 〉

)2
+λ

∑

u∈U

‖pu‖2+µ
∑

i∈I

‖qi‖2 → min
P,Q

Ìîäåëü ñ íåÿâíûìè ïðåäïî÷òåíèÿìè ïîáåäèëà â Net�ix Prize.

Bell R.M., Koren Y., Volinsky C. The BellKor 2008 solution to the Net�ix Prize.
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Ìåòîä ãëàâíûõ êîìïîíåíò

Çàäà÷è íèçêîðàíãîâîãî ìàòðè÷íîãî ðàçëîæåíèÿ

Êîëëàáîðàòèâíàÿ �èëüòðàöèÿ

Èçìåðåíèå êà÷åñòâà ðåêîìåíäàöèé

RMSE � òî÷íîñòü ïðåäñêàçàíèÿ ðåéòèíãîâ:

RMSE2 =
∑

(u,i)∈Ω

(
zui − ẑui

)2

Òî÷íîñòü ïðåäñêàçàíèé íå ãàðàíòèðóåò õîðîøèõ ðåêîìåíäàöèé.

Ru(k) ⊂ I � ïåðâûå k ðåêîìåíäàöèé äëÿ u;

Lu ⊂ I � íàáëþäàåìûå ïðåäïî÷òåíèÿ u.

Áîëåå àäåêâàòíûå ìåòðèêè êà÷åñòâà ðåêîìåíäàöèé:

preision�k = |Ru(k)∩Lu |
|Ru(k)|

� òî÷íîñòü

reall�k = |Ru(k)∩Lu |
|Lu|

� ïîëíîòà

ìåðû êà÷åñòâà ðàíæèðîâàíèÿ: MAP, NDCG è äð.
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Èçìåðåíèå êà÷åñòâà ðåêîìåíäàöèé

Ìíîãîêðèòåðèàëüíàÿ ñèñòåìà îöåíèâàíèÿ êà÷åñòâà:

�àçíîîáðàçèå (diversity):

� ÷èñëî ðåêîìåíäàöèé èç ðàçíûõ êàòåãîðèé,

� ðàçëè÷íîñòü ðåêîìåíäàöèé ìåæäó ñåññèÿìè ïîëüçîâàòåëÿ

Íîâèçíà (novelty): ñêîëüêî ñðåäè ðåêîìåíäàöèé îáúåêòîâ,

êîòîðûå äàííûé ïîëüçîâàòåëü åù¼ íå âèäåë

Ïîêðûòèå (overage): äîëÿ îáúåêòîâ, êîòîðûå õîòÿ áû ðàç

ïîáûâàëè ñðåäè ðåêîìåíäîâàííûõ

Äîãàäëèâîñòü (serendipity): ñïîñîáíîñòü óãàäûâàòü

íåîæèäàííûå íåòðèâèàëüíûå ïðåäïî÷òåíèÿ ïîëüçîâàòåëåé

Ìîæíî îïòèìèçèðîâàòü ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ êðèòåðèåâ,

ëèáî îïòèìèçèðîâàòü îäèí ïðè îãðàíè÷åíèÿõ íà îñòàëüíûå.
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�åçþìå

Ìåòîäû ïîíèæåíèÿ ðàçìåðíîñòè

Îòáîð ïðèçíàêîâ:

� íå ñòîëü âàæíî, êàê,

� âàæíî, ïî êàêîìó êðèòåðèþ � âíåøíåìó,

� è ëó÷øå äàæå ïî íåñêîëüêèì êðèòåðèÿì ñðàçó.

Ïðåîáðàçîâàíèå ïðèçíàêîâ:

� ìåòîä ãëàâíûõ êîìïîíåíò

� íåîòðèöàòåëüíûå ìàòðè÷íûå ðàçëîæåíèÿ

Íèçêîðàíãîâûå ìàòðè÷íûå ðàçëîæåíèÿ

Ñæàòèå äàííûõ

Ïîñòðîåíèå ëàòåíòíûõ âåêòîðíûõ ïðåäñòàâëåíèé

Ìíîãî ïðèëîæåíèé:

� ëèíåéíûå ìîäåëè ðåãðåññèè è êëàññè�èêàöèè

� êîëëàáîðàòèâíàÿ �èëüòðàöèÿ

� òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå

� è ò.ä.
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